PRINCIPIUL EXTREMAL ST DEMONSTRATIA PRIN
INDUCTIE COMPLETA

GABRIELA PirvuLEscul)

1. Introducere

Inductia matematicd si principiul extremal sunt moduri de rezolvare
foarte des intalnite (mai ales in combinatoricd). In foarte multe probleme,
metoda inductiei si principiul extremal sunt intersanjabile. Cu alte cuvinte,
daca reusim sd rezolvim o problemd cu una dintre aceste metode, este in-
teresant de vazut daca am fi putut rezolva si prin cealaltd metoda. Totusi,
fiecare metoda de rezolvare are limitarile sale: la inductie trebuie sa avem
grijd cu pastrarea conditiilor din ipoteza, iar la principiul extremal trebuie
si ne asiguram ci elementul minim/maxim chiar exista. In cele ce urmeaza
vom prezenta cateva probleme, aldturi de solutii ale lor, prin care vom ilustra
legatura dintre cele doud metode.

DStudents, Facultatea de Matematics si Informaticd Bucuresti.
292



G. PiRVULESCU, PRINCIPIUL EXTREMAL 293

Motivul pentru care, daca functioneaza o abordare, atunci functioneaza
si cealalta este acela ca justificarea valabilitatii rationamentului inductiv este,
in principiu, urmatoarea: daca multimea A a valorilor variabilei pentru care
proprietatea este falsa este nevida, luam cel mai mic element a al lui A si
constatdm cad proprietatea trebuie sa fie falsd si pentru predecesorul lui a,
ceea ce contrazice minimalitatea lui a.

2. Probleme rezolvate

Problema 1. (BMO 2002) Fie n puncte Ay, A, As,..., A, (n > 4)
in plan, astfel incdt oricare trei dintre ele sunt necoliniare. Unele perechi
de puncte distincte sunt unite prin segmente, astfel incdt fiecare punct este
conectat cu cel putin trei dintre punctele date.

Demonstrati ca existd k > 1 si existd punctele distincte X1, Xo, ..., Xog
in multimea {A1, A, As, ..., An}, astfel incdt pentru fiecare i € 1,2k —1,
punctul X; este conectat cu X;11, tar Xopy1 este conectat cu X;.

Solutiile propuse vor utiliza terminologiile corespunzatoare din teoria
grafurilor. La aceasta problema vom prezenta prima data solutia bazata pe
principiul extremal care este, de altfel, si solutia oficiala.

Cum graful este finit, acesta contine un numar finit de lanturi. Atunci,
putem alege cel mai lung lant X1 X5 ... X, al grafului.

Varful X, mai are, pe langd X5, minim doi alti vecini. Fie acestia YV si
Z. Daca vreunul dintre Y si Z nu ar fi printre varfurile lantului, atunci lantul
s-ar putea extinde si s-ar contrazice maximalitatea. Deci putem considera in
continuare ca Y si Z sunt X; si X, unde 2 <i < j < p. In acest caz, minim
unul dintre ciclurile

X1X2...Xi, X1X2...Xj, XZ'X,L'+1...XJ'X1

are numar par de varfuri. Astfel, concluzia este demonstrata.

AR OXp
X *Y=X,
Xy

Prezentam in continuare solutia prin inductie:

Putem demonstra afirmatia prin inductie tare dupa numarul n de var-
furi.

Cazul de bazd: n = 4. Din ipotezd rezulti cé fiecare varf e conectat cu
oricare alt varf, deci in mod evident gésim un ciclu cu 4 varfuri.
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Pasul de inductie. Cum graful este finit, iar fiecare varf are gradul cel
putin doi (chiar mai mare), putem afirma ci exista in graf cel putin un ciclu.
Daca acesta are numaér par de varfuri, suntem gata.

In caz contar, fie C = (X1,X2,...,Xoky1) un ciclu impar in G. Daca
ar exista vreo pereche de varfuri de tipul X;, X, cu ¢ # j, ce ar fi conectate
printr-un drum ce trece doar prin varfuri ce nu sunt in C, atunci s-ar forma
minim un ciclu par in graf (format de acest drum si unul din drumurile pe C
intre cele doud varfuri). Deci putem considera in continuare ca asa ceva nu
se intampla.

Aceasta inseamnd cd un ciclu din graful G/C (graful obtinut prin con-
tractarea tuturor varfurilor din C' intr-un singur varf) este, de fapt, si un ciclu
in G.

Mai mult, graful G/C pastreaza proprietatea ci fiecare varf are grad cel
putin 3 si, evident, G/C are cel putin 4 varfuri.

Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie asupra grafului G/C, iar
astfel inductia e incheiata.

Problema 2. (Concursul Kiirschak) Demonstrati ca dintr-o multime
finitd arbitrara H de puncte ale planului poate fi selectata o submultime K
care satisface urmatoarele proprietati:

(1) orice dreapta verticald sau orizontald a planului intersecteaza K in cel
mult doud puncte;

(2) orice punct al lui H \ K se afla pe un segment vertical sau orizontal,
cu capetele in K.

Prezentam mai intai solutia prin inductie.

Pentru comoditate, vom spune ci o linie dreapta orizontala sau verticala
este O/V. Facem inductie dupa |H|. Daca |H| = 1, atunci K = H satisface
conditiile din problema. S& presupunem cd am demonstrat deja afirmatia
pentru orice multime cu cel mult n puncte si fie multimea H cu n+ 1 puncte.
Fie multimea K™ alcatuita din acele puncte ale lui H care sunt cele mai de
jos sau cele mai de sus pe verticala lor. Evident, K™ indeplineste conditia
(b). Daca este indeplinitd si conditia (a), atunci K = K* corespunde.

Dacd (a) nu este indeplinitd, atunci existd un punct A al lui K* astfel
incat pe linia orizontald a lui A exista puncte ale lui K* si la stanga si la
dreapta lui A, sa spunem B si C. Conform ipotezei de inductie, exista o
submultime K a multimii de n puncte H\{A} astfel incét fiecare dreaptd O/V
sa contind cel mult doud puncte si fiecare punct din H \ (AU K) este acoperit
de segmentele O/V definite de K. Pretindem cd multimea K functioneaza si
pentru multimea H. Pentru aceasta, este suficient sa aratam ca punctul A se
afla pe un segment orizontal cu capetele in K.

S4 examindm punctul B. Deoarece B este cel mai de jos punct din H
sau cel mai de sus punct din H al unei drepte verticale, avem ci fie B € K,
fie B se afli pe un segment orizontal cu capetele in K. In ambele variante
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exista pe orizontala lui A, la stanga acestuia, un punct care apartine multimii
K. In mod similar, daci C' ¢ K, atunci C se afli pe un segment orizontal cu
capetele in K, deci K are si un punct la dreapta lui C' (deci la dreapta lui
A). Am obtinut ca A este intr-adevar in interiorul unui segment orizontal cu
capetele in multimea K, deci K satisface conditiile problemei, adica afirmatia
este adevarata si pentru multimi cu n + 1 puncte. Aceasta confirma pasul de
inductie si completeaza demonstratia.

Vom prezenta in continuare solutia bazatad pe principiul extremal:

Numesc o multime K bund dacid ea satisface conditia 2). Exista cel
putin o multime bund, aceasta fiind H. Numarul multimilor bune fiind finit,
pot sd aleg o multime bund K care contine numarul minim de triplete de
puncte coliniare situate pe aceeasi verticald sau pe aceeasi orizontala. Aratam
ca aceasta verificd si conditia a).

Presupunem contrariul: exista trei puncte coliniare A, B,C € Ky si
B € (AC), cu AC, de exemplu, vertical. Atunci elimindm B si considerdm
multimea

K1 = Ko\ {B).

Aceasta multime este buna, cu exceptia situatiei in care in multimea K; se
afld un punct D pe aceeasi orizontala cu B, iar multimea H contine puncte
situate intre B si D, care nu sunt situate intre doua puncte ale lui Ky situate
pe aceeasi verticala.

In acest caz, fie Ey punctul de acest fel, cel mai apropiat de B, al
multimii BD N H. Multimea

Ky =K1 U {E()}

este bund, iar Ey nu poate fi coliniar cu doud puncte din Ky decat daca
acestea se afla in interiorul segmentului DEy. Aceasta arata ca multimea Ko
contine mai putine triplete de puncte coliniare situate pe aceeasi verticala sau
pe aceeasi orizontala decat multimea Ky, ceea ce contrazice minimalitatea lui
K.

Problema 3. (APMO 2008 - Generalizare) Consideram o clasd de
cel putin (g) + 1 elevi. In aceastd clasi se formeazda grupuri de cdte trei
membri, oricare doud grupuri distincte avand cel mult un membru in comun.
Demonstrati ca existd o multime de n elevi din clasd care nu contine complet
niciunul dintre aceste grupuri.

Prezentam mai intai solutia prin inductie.

Cazul de bazd. Pentru n = 3, avem minim (g) 4+ 1 = 4 elevi. Atunci
putem alege o multime de 3 elevi, dintre care 2 sunt in primul grup, iar al
treilea nu este. Din ipoteza, elevii alesi nu pot face parte din acelasi grup.
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Pasul inductiv. Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru un a-
numit n, adicd intr-o clasd cu minim (5) + 1 elevi, existd o submultime de n
elevi care nu contine complet niciun grup.

Acum consideram o clasi cu cel putin (""2”) +1 elevi. Conform ipotezei
de inductie, exista o submultime E de n elevi care nu contine niciun grup
complet. In aceasti submultime exista (g) perechi de elevi.

Consideram in continuare grupurile care au exact doud persoane in co-
mun cu multimea E. Pentru fiecare dintre acestea, consideram cel de-al treilea
membru si il adaugam la o multime pe care o vom nota in continuare cu A.

Cum in mulfimea noastra sunt () perechi de elevi, rezulta ca multimea

A are cardinalul maxim (g)

Avem
n+1 n
1= 1
( ! )+ (2>+n+

Deci, daca dintre elevii din clasa ii elimindm pe cei din multimea A si
pe cei din multimea F, ramanem cu minim un elev. Acest ultim elev poate
fi addugat la submultimea E fard a crea un grup complet nou (el nu poate
completa vreun triplet impreund cu alti elevi dintre cei n ).

Prezentam in continuare solutia bazata pe principiul extremal.

Consideram multimile de elevi care nu contin complet niciun grup. Ast-
fel de multimi existd — spre exemplu, o multime de 2 elevi. Dintre aceste
multimi, alegem una care are numar maxim de elemente — fie aceasta S.

Presupunem, prin reducere la absurd, ci |S| < n — 1.

Astfel, raméan cel putin

n n—1
—(n—-1) = 1
elevi in afara lui S.

Pe de alta parte, numéarul maxim de grupuri ce au doi membri in comun

cu S este cel mult
n—1
2

deoarece orice dou#l persoane pot face parte impreund din cel mult un grup.

Astfel, raméane cel putin un elev in afara lui S, care nu este in niciun
grup cu alti doi elevi din S. Aceasta contrazice maximalitatea alegerii lui .S,
deoarece ar exista un elev ce ar putea fi adaugat la multime, fara a strica
conditia de definire a lui S.

Probleme date spre rezolvare

Problema 1. (IMO 2017) Fie N > 2 un numar natural. O echipd de
N(N + 1) jucatori de fotbal, oricare dintre ei avand indltimi diferite, sunt
aliniati intr-un sir. Sir Alex doregte si elimine N(N — 1) jucatori din acest
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sir, lasand un nou sir de 2N jucatori in care sunt respectate urmatoarele N
conditii:

(1) nimeni nu std intre cei mai inalti doi jucétori,

(2) nimeni nu std intre al treilea si al patrulea cel mai inalt jucator,

(N) nimeni nu sta intre cei doi cei mai scunzi jucatori.

Demonstrati ca acest lucru este intotdeauna posibil.

Problema 2. (Baraj EGMO Romania - 2021) Fie X o multime finita
cu n > 3 elemente si Ay, Ao, ..., A, submultimi ale lui X, avand fiecare cate
3 elemente, iar

|A;NAj| <1 pentrul <i<j<p.
Aratati ca exista o submultime A C X astfel incat niciuna dintre multimile
Ay, Ag, ..., Ay sanu fie inclusa in A, si

|A| > [V2n].



