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1. Introducere

Induct, ia matematic  s, i principiul extremal sunt moduri de rezolvare
foarte des întâlnite (mai ales în combinatoric ). În foarte multe probleme,
metoda induct, iei s, i principiul extremal sunt inters,anjabile. Cu alte cuvinte,
dac  reus, im s  rezolv m o problem  cu una dintre aceste metode, este in-
teresant de v zut dac  am � putut rezolva s, i prin cealalt  metod . Totus, i,
�ecare metod  de rezolvare are limit rile sale: la induct, ie trebuie s  avem
grij  cu p strarea condit, iilor din ipotez , iar la principiul extremal trebuie
s  ne asigur m c  elementul minim/maxim chiar exist . În cele ce urmeaz 
vom prezenta câteva probleme, al turi de solut, ii ale lor, prin care vom ilustra
legatura dintre cele dou  metode.
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Motivul pentru care, dac  funct, ioneaz  o abordare, atunci funct, ioneaz 
s, i cealalt  este acela c  justi�carea valabilit t, ii rat, ionamentului inductiv este,
în principiu, urm toarea: dac  mult, imea A a valorilor variabilei pentru care
proprietatea este fals  este nevid , lu m cel mai mic element a al lui A s, i
constat m c  proprietatea trebuie s  �e fals  s, i pentru predecesorul lui a,
ceea ce contrazice minimalitatea lui a.

2. Probleme rezolvate

Problema 1. (BMO 2002) Fie n puncte A1, A2, A3, . . . , An (n ⩾ 4)
în plan, astfel încât oricare trei dintre ele sunt necoliniare. Unele perechi
de puncte distincte sunt unite prin segmente, astfel încât �ecare punct este
conectat cu cel put

,
in trei dintre punctele date.

Demonstrat
,
i c  exist  k > 1 s

,
i exist  punctele distincte X1, X2, . . . , X2k

în mult
,
imea {A1, A2, A3, . . . , An}, astfel încât pentru �ecare i ∈ 1, 2k − 1,

punctul Xi este conectat cu Xi+1, iar X2k+1 este conectat cu X1.

Solut, iile propuse vor utiliza terminologiile corespunz toare din teoria
grafurilor. La aceasta problem  vom prezenta prima dat  solut, ia bazat  pe
principiul extremal care este, de altfel, s, i solut, ia o�cial .

Cum graful este �nit, acesta cont, ine un num r �nit de lant,uri. Atunci,
putem alege cel mai lung lant, X1X2 . . . Xp al grafului.

Vârful X1, mai are, pe lâng  X2, minim doi alt, i vecini. Fie aces,tia Y s, i
Z. Dac  vreunul dintre Y s, i Z nu ar � printre vârfurile lant,ului, atunci lant,ul
s-ar putea extinde s, i s-ar contrazice maximalitatea. Deci putem considera în
continuare c  Y s, i Z sunt Xi s, i Xj , unde 2 < i < j ⩽ p. În acest caz, minim
unul dintre ciclurile

X1X2 . . . Xi, X1X2 . . . Xj , XiXi+1 . . . XjX1

are num r par de vârfuri. Astfel, concluzia este demonstrat .
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Prezent m în continuare solut, ia prin induct, ie:
Putem demonstra a�rmat, ia prin induct, ie tare dup  num rul n de vâr-

furi.
Cazul de baz : n = 4. Din ipotez  rezult  c  �ecare vârf e conectat cu

oricare alt vârf, deci în mod evident g sim un ciclu cu 4 vârfuri.
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Pasul de induct
,
ie. Cum graful este �nit, iar �ecare vârf are gradul cel

put, in doi (chiar mai mare), putem a�rma c  exist  în graf cel put, in un ciclu.
Dac  acesta are num r par de vârfuri, suntem gata.

În caz contar, �e C = (X1, X2, . . . , X2k+1) un ciclu impar în G. Dac 
ar exista vreo pereche de vârfuri de tipul Xi, Xj , cu i ̸= j, ce ar � conectate
printr-un drum ce trece doar prin vârfuri ce nu sunt în C, atunci s-ar forma
minim un ciclu par în graf (format de acest drum s, i unul din drumurile pe C
între cele dou  vârfuri). Deci putem considera în continuare c  as,a ceva nu
se întâmpl .

Aceasta înseamn  c  un ciclu din graful G/C (graful obt, inut prin con-
tractarea tuturor vârfurilor din C într-un singur vârf) este, de fapt, s, i un ciclu
în G.

Mai mult, graful G/C p streaz  proprietatea c  �ecare vârf are grad cel
put, in 3 s, i, evident, G/C are cel put, in 4 vârfuri.

Prin urmare, putem aplica ipoteza de induct, ie asupra grafului G/C, iar
astfel induct, ia e încheiat .

Problema 2. (Concursul Kürschak) Demonstrat
,
i c  dintr-o mult

,
ime

�nit  arbitrar  H de puncte ale planului poate � selectat  o submult
,
ime K

care satisface urm toarele propriet t
,
i :

(1) orice dreapt  vertical  sau orizontal  a planului intersecteaz  K în cel
mult dou  puncte;

(2) orice punct al lui H \K se a�  pe un segment vertical sau orizontal,
cu capetele în K.

Prezent m mai întâi solut, ia prin induct, ie.
Pentru comoditate, vom spune c  o linie dreapt  orizontal  sau vertical 

este O/V. Facem induct, ie dup  |H|. Dac  |H| = 1, atunci K = H satisface
condit, iile din problem . S  presupunem c  am demonstrat deja a�rmat, ia
pentru orice mult, ime cu cel mult n puncte s, i �e mult, imea H cu n+1 puncte.
Fie mult, imea K∗ alc tuit  din acele puncte ale lui H care sunt cele mai de
jos sau cele mai de sus pe verticala lor. Evident, K∗ îndeplines,te condit, ia
(b). Dac  este îndeplinit  s, i condit, ia (a), atunci K = K∗ corespunde.

Dac  (a) nu este îndeplinit , atunci exist  un punct A al lui K∗ astfel
încât pe linia orizontal  a lui A exist  puncte ale lui K∗ s, i la stânga s, i la
dreapta lui A, s  spunem B s, i C. Conform ipotezei de induct, ie, exist  o
submult, imeK a mult, imii de n puncteH\{A} astfel încât �ecare dreapt  O/V
s  cont, in  cel mult dou  puncte s, i �ecare punct din H \ (A∪K) este acoperit
de segmentele O/V de�nite de K. Pretindem c  mult, imea K funct, ioneaz  s, i
pentru mult, imea H. Pentru aceasta, este su�cient s  ar t m c  punctul A se
a�  pe un segment orizontal cu capetele în K.

S  examin m punctul B. Deoarece B este cel mai de jos punct din H
sau cel mai de sus punct din H al unei drepte verticale, avem c  �e B ∈ K,
�e B se a�  pe un segment orizontal cu capetele în K. În ambele variante
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exist  pe orizontala lui A, la stânga acestuia, un punct care apart, ine mult, imii
K. În mod similar, dac  C /∈ K, atunci C se a�  pe un segment orizontal cu
capetele în K, deci K are s, i un punct la dreapta lui C (deci la dreapta lui
A). Am obt, inut c  A este într-adev r în interiorul unui segment orizontal cu
capetele în mult, imea K, deci K satisface condit, iile problemei, adic  a�rmat, ia
este adev rat  s, i pentru mult, imi cu n+1 puncte. Aceasta con�rm  pasul de
induct, ie s, i completeaz  demonstrat, ia.

Vom prezenta în continuare solut, ia bazat  pe principiul extremal:
Numesc o mult, ime K bun  dac  ea satisface condit, ia 2). Exist  cel

put, in o mult, ime bun , aceasta �ind H. Num rul mult, imilor bune �ind �nit,
pot s  aleg o mult, ime bun  K0 care cont, ine num rul minim de triplete de
puncte coliniare situate pe aceeas, i vertical  sau pe aceeas, i orizontal . Ar t m
c  aceasta veri�c  s, i condit, ia a).

Presupunem contrariul: exist  trei puncte coliniare A,B,C ∈ K0 s, i
B ∈ (AC), cu AC, de exemplu, vertical. Atunci elimin m B s, i consider m
mult, imea

K1 = K0 \ {B}.

Aceast  mult, ime este bun , cu except, ia situat, iei în care în mult, imea K1 se
a�  un punct D pe aceeas, i orizontal  cu B, iar mult, imea H cont, ine puncte
situate între B s, i D, care nu sunt situate între dou  puncte ale lui K0 situate
pe aceeas, i vertical .

În acest caz, �e E0 punctul de acest fel, cel mai apropiat de B, al
mult, imii BD ∩H. Mult, imea

K2 = K1 ∪ {E0}

este bun , iar E0 nu poate � coliniar cu dou  puncte din K2 decât dac 
acestea se a�  în interiorul segmentului DE0. Aceasta arat  c  mult, imea K2

cont, ine mai put, ine triplete de puncte coliniare situate pe aceeas, i vertical  sau
pe aceeas, i orizontal  decât mult, imea K0, ceea ce contrazice minimalitatea lui
K0.

Problema 3. (APMO 2008 - Generalizare) Consider m o clas  de
cel put

,
in

(
n
2

)
+ 1 elevi. În aceast  clas  se formeaz  grupuri de câte trei

membri, oricare dou  grupuri distincte având cel mult un membru în comun.
Demonstrat

,
i c  exist  o mult

,
ime de n elevi din clas  care nu cont

,
ine complet

niciunul dintre aceste grupuri.

Prezent m mai întâi solut, ia prin induct, ie.
Cazul de baz . Pentru n = 3, avem minim

(
3
2

)
+ 1 = 4 elevi. Atunci

putem alege o mult, ime de 3 elevi, dintre care 2 sunt în primul grup, iar al
treilea nu este. Din ipotez , elevii ales, i nu pot face parte din acelas, i grup.
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Pasul inductiv. Presupunem c  a�rmat, ia este adev rat  pentru un a-
numit n, adic  într-o clas  cu minim

(
n
2

)
+ 1 elevi, exist  o submult, ime de n

elevi care nu cont, ine complet niciun grup.
Acum consider m o clas  cu cel put, in

(
n+1
2

)
+1 elevi. Conform ipotezei

de induct, ie, exist  o submult, ime E de n elevi care nu cont, ine niciun grup
complet. În aceast  submult, ime exist 

(
n
2

)
perechi de elevi.

Consider m în continuare grupurile care au exact dou  persoane în co-
mun cu mult, imea E. Pentru �ecare dintre acestea, consider m cel de-al treilea
membru s, i îl ad ug m la o mult, ime pe care o vom nota în continuare cu A.

Cum în mult, imea noastr  sunt
(
n
2

)
perechi de elevi, rezult  c  mult, imea

A are cardinalul maxim
(
n
2

)
.

Avem (
n+ 1

2

)
+ 1 =

(
n

2

)
+ n+ 1

Deci, dac  dintre elevii din clas  îi elimin m pe cei din mult, imea A s, i
pe cei din mult, imea E, r mânem cu minim un elev. Acest ultim elev poate
� ad ugat la submult, imea E f r  a crea un grup complet nou (el nu poate
completa vreun triplet împreun  cu alt, i elevi dintre cei n ).

Prezent m în continuare solut, ia bazat  pe principiul extremal.
Consider m mult, imile de elevi care nu cont, in complet niciun grup. Ast-

fel de mult, imi exist  � spre exemplu, o mult, ime de 2 elevi. Dintre aceste
mult, imi, alegem una care are num r maxim de elemente � �e aceasta S.

Presupunem, prin reducere la absurd, c  |S| ⩽ n− 1.
Astfel, r mân cel put, in(

n

2

)
− (n− 1) =

(
n− 1

2

)
+ 1

elevi în afara lui S.
Pe de alt  parte, num rul maxim de grupuri ce au doi membri în comun

cu S este cel mult (
n− 1

2

)
deoarece orice dou  persoane pot face parte împreun  din cel mult un grup.

Astfel, r mâne cel put, in un elev în afara lui S, care nu este în niciun
grup cu alt, i doi elevi din S. Aceasta contrazice maximalitatea alegerii lui S,
deoarece ar exista un elev ce ar putea � ad ugat la mult, ime, f r  a strica
condit, ia de de�nire a lui S.

Probleme date spre rezolvare

Problema 1. (IMO 2017) Fie N ⩾ 2 un num r natural. O echip  de
N(N + 1) juc tori de fotbal, oricare dintre ei având în lt, imi diferite, sunt
aliniat, i într-un s, ir. Sir Alex dores,te s  elimine N(N − 1) juc tori din acest



G. Pîrvulescu, Principiul extremal 297

s, ir, l sând un nou s, ir de 2N juc tori în care sunt respectate urm toarele N
condit, ii:

(1) nimeni nu st  între cei mai înalt, i doi juc tori,
(2) nimeni nu st  între al treilea s, i al patrulea cel mai înalt juc tor,
...
(N) nimeni nu st  între cei doi cei mai scunzi juc tori.
Demonstrat, i c  acest lucru este întotdeauna posibil.

Problema 2. (Baraj EGMO Romania - 2021) Fie X o mult, ime �nit 
cu n > 3 elemente s, i A1, A2, . . . , Ap submult, imi ale lui X, având �ecare câte
3 elemente, iar

|Ai ∩Aj | ⩽ 1 pentru 1 ⩽ i < j ⩽ p.

Ar tat, i c  exist  o submult, ime A ⊆ X astfel încât niciuna dintre mult, imile
A1, A2, . . . , Ap s  nu �e inclus  în A, s, i

|A| ⩾ ⌊
√
2n⌋.


