O METODA DE A DEMONSTRA INEGALITATI CICLICE

TRAIAN PrREDAY

In aceasta lectie vom prezenta o metoda unitard de a demonstra unele
inegalitdti ciclice, folosind inductie matematica si alegerea unui element ex-
tremal. Pe aceeasi idee vom da si o demonstratie pentru inegalitatea mediilor.

1. (Mihai Opincariu) Fien € N, n > 2 si a1, a2, as, ..., a, numere reale
pozitive. Demonstrai ca

a a a 1+a 1+a 1+an_ 1+a
B Lot (R i

az a3 ar_ l4+ay 14a3 1+ ay, 14a;’
Solutie. Consideram propozitia
a a a 14+a 1+4+a 14+ ay,— 1+4+a
P(n):—l—l-fz—{—...—i——n) ! 24+ ol =,
as  ag ail 1+a> 1+as 1+ a, 1+aq
pentru orice ai,as,as,....,a, > 0, unde n > 2.
a a 14+a 14+a i ar —a
Pasul 1. P(2) : L2 Ly 2 revine la ————2_ >
az a1 1+a2 14a; as (1 + az)
2
a, —a ay —a 14+a a
L2 s (a1 = a)" (1 + a1 + a) > 0 si este adevarata, oricare ar fi
a1 (14 ay) arag (14 az) (1 + az)
ai,as > 0.

Pasul 2. P(n) = P(n+ 1). Deoarece inegalitatea de la P(n + 1) este
simetrica ciclic in raport cu ai,as9,as,...,ant+1, putem presupune ci apy1
este cel mai mare dintre numerele a1, as, as, ..., an11. Atunci

a a a a a a a a a

L2,y 2y gyl e e

az a3 ay az ag a1 ay an+1 a1

1+G1 1+a2 1+a/n—1 1+an an+1+ Gnp, _ai
T 14a 1+az = 1+ ap 1+ay ai ant1 ai
Este suficient sa demonstriam cé
An+1 an an, 14+ ant1 1+a, 1+a,
+ - > - )
al an+1 Q1 14+ a; 14+ apt1 1+a;
echivalenta cu propozitia adevarata
( w 1 1 )>0
an+1 — @ - )
" Nar(T+a1)  appi(U+antr)/
caci apqq este cel mai mare dintre numerele aq, as,as, ..., Gn41. O

2. (OJM) a) Ardtati ca daca a, b sunt numere reale distincte si mai
mari ca 1, atunci log,(log, b) > log,(log, b).
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b) Aratali ca daca n € N, n > 2 si ay,a2,as, ..., a, sunt numere reale
distincte st mai mari ca unu, atunci

log,, (log,, az)+log,, (log,, a3)+...+log,  (log, . a,)+log, (log, ai)> 0.
Solutie. a) Notand Ina = A, Inb = B avem

Ina

log, (log, b) — log(log, b) = log, (m> — log, (
InB-InA 1

lnb) B InA—InB
a A

(nA—InB)(A—-B)>0.

Ina

B - AB
b) Consideram propozitia P(n) : log,, (log,, a2) +log,, (log,, az) + ...+
log, _ (log,, , an)+log, (log, a1) >0, oricare ar fi ar,az,as,...,a, > 1si

distincte, unde n > 2.

Pasul 1. P(2) : log,, (log,, az) + log,, (log,, a1) > 0.

Din punctul a) avem log, (log,, a2)+log,, (log,, a1) > log,, (log,, az)+
IOgal (1Oga2 (11) = logal (10ga1 (12) - logal (logal (12) = 0.

Pasul 2. P(n) = P(n+ 1). Deoarece inegalitatea de la P(n + 1) este
simetricd ciclic in raport cu ai,a9,as,...,a,4+1, putem presupune ca an41
este cel mai mare dintre numerele a1, ao, as, ..., anr1. Atunci

P(n+1) :log,, (log,, az) +log,,(log,, a3) + ... +log, . (log, . a1)
= DOgal (IOgal a2) +10ga2 (IOgag a3) +.. +10gan,1 (IOgan,l an) +10gan (IOgan (11)]

+log,, (log,, an+1) +log,, . (log,, ., ai) —log, (log,, ai) > 0.
Deoarece P(n) este adevirata, este suficient si demonstram ca

logan (1Ogan aﬂJrl) + logan+1 (10gan+1 a’l) - logan (logan al) > 07

sau
084, n+1
logan loga a1 - logan+1 (logal anJrl) = logan (1Oga1 an+1)_
—log,,, ., (log,, ant1) >0,
care este adevarata, deoarece apt1 > a, > 1 i log,, apt1 > 1. O
3. (Inegalitatea mediilor) Oricare ar fi numarul natural n > 2 si nu-
merele reale pozitive a1, az,as, ..., a,, avem
a1 +as+ ...+ ap
Yajas . ..ap < .
n
Qg

Solutie. Notam b, = ——— pentru i € {1,2,3,...,n}. Inegali-
varag ... an
tatea de demonstrat este by + bo + b3 + ...+ b, > n, unde b1bobs...b, = 1.
e . . T Z2 3
Deconditionam inegalitatea cu substitutia by = —, bop = —, b3 = —, ...,
z2 z3 T4
Tn . A o - o
b, = — sl atunci ramane sa demonstram ca
T

Ty xy X3 Tp
S g 4+ >0V, ..z, > 0.
ro T3 @My T
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Aceasta inegalitate ciclicd o demonstram prin inductie dupa n. Con-

. o L. T T2 T3 xT X

sideram propozitia P(n) : — + == + =2 4+ ... + = > n pentru orice
Z2 x3 T4 Z1

T1,%2,...,T, >0, unde n > 2.

P(2) este evident adevirata. Presupunem cd P(n) este adevaratd si
demonstram c& P(n+ 1) este adevarata. Deoarece inegalitatea de la P(n+1)

este simetrica ciclic in raport cu x1, z2, 3, ..., Tp41 5i putem astfel presupune
cd xn41 este cel mai mare dintre numerele z1, o, 23,. .., Tpt1, (F).
xT1 T2 Tn41 €Ty X2 T T, Tn+ T,
Avem =+ 24 40T — (42 4R ot TRy
. vaz T3 " I T2 X3 I Ln+1 I T
n n+1 n
n+ - - =
Tn+1 Ty x1

. . - - . In Tn4+1 Tn
Este deci suficient sa demonstram ca +———

> 1 sau, echiva-
Tn+1 21 1

(Tnt1 — ) (Tng1 — 21)

T1Tn1
presupunerii (*). O

lent, > 0. Aceastd relatie este adevarata, conform

Probleme propuse
Folosind aceeasi metodd, rezolvati urmatoarele exercitii.
P1. Fie 1,29, 23,....,x, numere reale strict pozitive. Demonstrati ca

1 1 1 1
(.’E1+f><x2+f)(l‘3+f) <xn+7> =
4o 2 €3 Tn

1 1 1 1
<x1+*><x2+*>(x3+f) <xn+7)
T2 T3 X4 €1

P2. (Dan Dumitrescu) Fie n > 2 si numerele reale x1,z2,23,....,2, €
(1,3). Aratati cd pentru orice rearanjare ii,i2,...,i, a indicilor 1,2,...,n
are loc inegalitatea

(2\/5)” < (:cl —i—i) (x2+i> (a:n—ki) < 4™,

Ly Liy Liy,
P3. Fien > 4 si 21, 292,23, ..., T, numere reale strict pozitive. Demon-
strati ca
T T2 T3 Tn
+ + +... 2=
Tn+2T2 x1+T3 T2+T4 Tp-1+ 21
P4. Fie n > 2 un numdr natural si aj,a2,as,...,a, numere reale

pozitive, cu ajagas...ay, = 1 si a > b > 0 doua numere reale. Demonstrati
ca
a a a a b b b b
aiy t+ay+ a3 +...+a, =2a] +ay+ag+...+a,.
P5. (Mihai Opincariu) Fie n > 2 un numadr natural, a1, ag, as, ..., a,
numere reale pozitive si b > a > 0 doua numere reale. Demonstrati ca
at+ar a+as a+a b+a1 b+as b+a
+ +...+ m> + =,
at+ax a+az a+ap b+as b+as b+ ay
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