
O METOD� DE A DEMONSTRA INEGALIT�T
,
I CICLICE

Traian Preda
1)

În aceast  lect, ie vom prezenta o metod  unitar  de a demonstra unele
inegalit t, i ciclice, folosind induct, ie matematic  s, i alegerea unui element ex-
tremal. Pe aceeas, i idee vom da s, i o demonstrat, ie pentru inegalitatea mediilor.

1. (Mihai Opincariu) Fie n ∈ N, n ⩾ 2 s
,
i a1, a2, a3, . . . , an numere reale

pozitive. Demonstrat
,
i c 

a1
a2

+
a2
a3

+ . . .+
an
a1

⩾
1 + a1
1 + a2

+
1 + a2
1 + a3

+ . . .+
1 + an−1

1 + an
+

1 + an
1 + a1

.

Solut
,
ie. Consider m propozit, ia

P (n) :
a1
a2

+
a2
a3

+ . . .+
an
a1

⩾
1 + a1
1 + a2

+
1 + a2
1 + a3

+ . . .+
1 + an−1

1 + an
+

1 + an
1 + a1

,

pentru orice a1, a2, a3, . . . ., an > 0, unde n ⩾ 2.

Pasul 1. P (2) :
a1
a2

+
a2
a1

⩾
1 + a1
1 + a2

+
1 + a2
1 + a1

revine la
a1 − a2

a2 (1 + a2)
⩾

a1 − a2
a1 (1 + a1)

sau
(a1 − a2)

2 (1 + a1 + a2)

a1a2 (1 + a2) (1 + a2)
⩾ 0 s, i este adev rat , oricare ar �

a1, a2 > 0.
Pasul 2. P (n) =⇒ P (n+ 1). Deoarece inegalitatea de la P (n+ 1) este

simetric  ciclic în raport cu a1, a2, a3, . . . , an+1, putem presupune c  an+1

este cel mai mare dintre numerele a1, a2, a3, . . . , an+1. Atunci
a1
a2

+
a2
a3

+ . . .+
an+1

a1
=

a1
a2

+
a2
a3

+ . . .+
an
a1

+
an+1

a1
+

an
an+1

− an
a1

⩾
1 + a1
1 + a2

+
1 + a2
1 + a3

+ . . .+
1 + an−1

1 + an
+

1 + an
1 + a1

+
an+1

a1
+

an
an+1

− an
a1

.

Este su�cient s  demonstr m c 
an+1

a1
+

an
an+1

− an
a1

⩾
1 + an+1

1 + a1
+

1 + an
1 + an+1

− 1 + an
1 + a1

,

echivalent  cu propozit, ia adev rat 

(an+1 − an)
( 1

a1 (1 + a1)
− 1

an+1(1 + an+1)

)
⩾ 0,

c ci an+1 este cel mai mare dintre numerele a1, a2, a3, . . . , an+1. 2

2. (OJM) a) Ar tat
,
i c  dac  a, b sunt numere reale distincte s

,
i mai

mari ca 1, atunci loga(loga b) > logb(loga b).

1)Profesor, Colegiul Nat
,
ional ,,Grigore Moisil�, Bucures

,
ti.

508



T. Preda, O metod  de a demonstra inegalit t
,
i ciclice 509

b) Ar tat
,
i c  dac  n ∈ N, n ⩾ 2 s

,
i a1, a2, a3, . . . , an sunt numere reale

distincte s
,
i mai mari ca unu, atunci

loga1(loga1 a2)+loga2(loga2 a3)+. . .+logan−1
(logan−1

an)+logan(logan a1) > 0.

Solut
,
ie. a) Notând ln a = A, ln b = B avem

loga(loga b)− logb(loga b) = loga

( ln a
ln b

)
− logb

( ln b

ln a

)
=

lnA− lnB

A

− lnB − lnA

B
=

1

AB
(lnA− lnB)(A−B) > 0.

b) Consider m propozit, ia P (n) : loga1(loga1 a2)+ loga2(loga2 a3)+ . . .+
logan−1

(logan−1
an) + logan(logan a1) > 0, oricare ar � a1, a2, a3, . . . , an > 1 s, i

distincte, unde n ⩾ 2.
Pasul 1. P (2) : loga1(loga1 a2) + loga2(loga2 a1) > 0.
Din punctul a) avem loga1(loga1 a2)+loga2(loga2 a1) > loga1(loga1 a2)+

loga1(loga2 a1) = loga1(loga1 a2)− loga1(loga1 a2) = 0.
Pasul 2. P (n) =⇒ P (n+ 1). Deoarece inegalitatea de la P (n+ 1) este

simetric  ciclic în raport cu a1, a2, a3, . . . , an+1, putem presupune c  an+1

este cel mai mare dintre numerele a1, a2, a3, . . . , an+1. Atunci

P (n+ 1) : loga1(loga1 a2) + loga2(loga2 a3) + . . .+ logan+1
(logan+1

a1)

= [loga1(loga1 a2)+loga2(loga2 a3)+. . .+logan−1
(logan−1

an)+logan(logan a1)]

+ logan(logan an+1) + logan+1
(logan+1

a1)− logan(logan a1) > 0.

Deoarece P (n) este adev rat , este su�cient s  demonstr m c 

logan(logan an+1) + logan+1
(logan+1

a1)− logan(logan a1) > 0,

sau

logan
logan an+1

logan a1
− logan+1

(loga1 an+1) = logan(loga1 an+1)−

− logan+1
(loga1 an+1) > 0,

care este adev rat , deoarece an+1 > an > 1 s, i loga1 an+1 > 1. 2

3. (Inegalitatea mediilor) Oricare ar � num rul natural n ⩾ 2 s, i nu-
merele reale pozitive a1, a2, a3, . . . , an, avem

n
√
a1a2 . . . an ⩽

a1 + a2 + . . .+ an
n

.

Solut
,
ie. Not m bi =

ai
n
√
a1a2 . . . an

pentru i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}. Inegali-

tatea de demonstrat este b1 + b2 + b3 + . . . + bn ⩾ n, unde b1b2b3 . . . bn = 1.
Decondit, ion m inegalitatea cu substitut, ia b1 =

x1
x2

, b2 =
x2
x3

, b3 =
x3
x4

, . . . ,

bn =
xn
x1

s, i atunci r mâne s  demonstr m c 

x1
x2

+
x2
x3

+
x3
x4

+ . . .+
xn
x1

⩾ n,∀x1, . . . , xn > 0.
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Aceast  inegalitate ciclic  o demonstr m prin induct, ie dup  n. Con-

sider m propozit, ia P (n) :
x1
x2

+
x2
x3

+
x3
x4

+ . . . +
xn
x1

⩾ n pentru orice

x1, x2, . . . , xn > 0, unde n ⩾ 2.
P (2) este evident adev rat . Presupunem c  P (n) este adev rat  s, i

demonstr m c  P (n+1) este adev rat . Deoarece inegalitatea de la P (n+1)
este simetric  ciclic în raport cu x1, x2, x3, . . . , xn+1 s, i putem astfel presupune
c  xn+1 este cel mai mare dintre numerele x1, x2, x3, . . . , xn+1, (∗).

Avem
x1
x2

+
x2
x3

+. . .+
xn+1

x1
=

(x1
x2

+
x2
x3

+. . .+
xn
x1

)
+

xn
xn+1

+
xn+1

x1
−xn
x1

⩾

n+
xn
xn+1

+
xn+1

x1
− xn

x1
.

Este deci su�cient s  demonstr m c 
xn
xn+1

+
xn+1

x1
− xn

x1
⩾ 1 sau, echiva-

lent,
(xn+1 − xn)(xn+1 − x1)

x1xn+1
⩾ 0. Aceast  relat, ie este adev rat , conform

presupunerii (∗). 2

Probleme propuse

Folosind aceeas, i metod , rezolvat, i urm toarele exercit, ii.
P1. Fie x1, x2, x3, . . . ., xn numere reale strict pozitive. Demonstrat, i c (

x1 +
1

x1

)(
x2 +

1

x2

)(
x3 +

1

x3

)
. . .

(
xn +

1

xn

)
⩾(

x1 +
1

x2

)(
x2 +

1

x3

)(
x3 +

1

x4

)
. . .

(
xn +

1

x1

)
.

P2. (Dan Dumitrescu) Fie n ⩾ 2 s, i numerele reale x1, x2, x3, . . . ., xn ∈
(1, 3). Ar tat, i c  pentru orice rearanjare i1, i2, . . . , in a indicilor 1, 2, . . . , n
are loc inegalitatea

(2
√
3)n ⩽

(
x1 +

3

xi1

)(
x2 +

3

xi2

)
. . .

(
xn +

3

xin

)
< 4n.

P3. Fie n ⩾ 4 s, i x1, x2, x3, . . . , xn numere reale strict pozitive. Demon-
strat, i c 

x1
xn + x2

+
x2

x1 + x3
+

x3
x2 + x4

+ . . .+
xn

xn−1 + x1
⩾ 2.

P4. Fie n ⩾ 2 un num r natural s, i a1, a2, a3, . . . , an numere reale
pozitive, cu a1a2a3 . . . an = 1 s, i a > b ⩾ 0 dou  numere reale. Demonstrat, i
c 

aa1 + aa2 + aa3 + . . .+ aan ⩾ ab1 + ab2 + ab3 + . . .+ abn.

P5. (Mihai Opincariu) Fie n ⩾ 2 un num r natural, a1, a2, a3, . . ., an
numere reale pozitive s, i b > a ⩾ 0 dou  numere reale. Demonstrat, i c 

a+ a1
a+ a2

+
a+ a2
a+ a3

+ . . .+
a+ an
a+ a1

⩾
b+ a1
b+ a2

+
b+ a2
b+ a3

+ . . .+
b+ an
b+ a1

.
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