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Acest articol îs, i propune s  ilustreze o tehnic  puternic  în rezolvarea
problemelor de analiz  matematic , constând în de�nirea unor mult, imi com-
plementare s, i utilizarea punctelor de acumulare ale acestora.

Reaminitim c  un punct de acumulare pentru mult, imea A ⊆ R este un
num r x ∈ R cu proprietatea: orice vecin tate V a lui x cont, ine un element
y ∈ A \ {x}. Pentru x ∈ R, aceasta este echivalent cu: pentru orice ε > 0
exist  y ∈

(
A ∩ (x− ε, x+ ε)

)
− {x}. Este us,or de v zut c  x este punct de

acumulare al mult, imii A ⊆ R dac  s, i numai dac  exist  s, irul yi ∈ A, yi ̸= x
astfel încât lim

n→∞
yn = x. Punctele mult, imii A ⊆ R care nu sunt de acumulare

se numesc izolate.
Mult, imea punctelor de acumulare ale mult, imii A se noteaz  A′. O mul-

t, ime cu proprietatea A′ ⊆ A se numes,te închis .
Vom ilustra ideea enunt,at  în introducere rezolvând câteva probleme.

1. (ONM 2024) Fie I ⊂ R un interval deschis s
,
i f : I → R o funct

,
ie de

dou  ori derivabil  pe I, cu proprietatea f(x)f ′′(x) = 0, ∀x ∈ I. Ar tat
,
i c 

f ′′(x) = 0, ∀x ∈ I.
Rezolvare. Fie mult, imile A = {x ∈ I | f(x) = 0 s, i f ′′(x) ̸= 0} s, i

B = {x ∈ I | f ′′(x) = 0}. Avem A ∩B = ∅.
Presupunem prin absurd c  exist  x1 punct izolat al lui A. Atunci

exist  ε > 0 astfel încât (x1 − ε, x1 + ε)− {x1} cont, ine doar elemente din B.
Mult, imea M = f ′′((x1−ε, x1+ε)

)
este interval, deoarece f ′′ are proprietatea

lui Darboux � contradict, ie cu M = {0, f ′′(x1)}, deci presupunerea este fals .
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Presupunem acum c  A are cel put, in un element x. Deoarece x este
punct de acumulare a lui A, exist  yn ∈ A cu lim

n→∞
yn = x s, i yi ̸= x. Deducem

f ′(x) = lim
n→∞

f(yn)− f(x)

yn − x
= lim

n→∞

0− 0

yn − x
= 0, aceasta �ind valabil pentru

orice x ∈ A. Deducem f ′′(x) = lim
n→∞

f ′(yn)− f ′(x)

yn − x
= lim

n→∞

0− 0

yn − x
= 0 �

contradict, ie. Astfel presupunerea A ̸= ∅ este fals , deci B = I. 2

2. (Generalizarea problemei 1) Fie n ∈ N∗, I ⊂ R un interval des-

chis s
,
i f : I → R o funct

,
ie de n ori derivabil  pe I, cu proprietatea c 

f(x)f ′(x) . . . f (n)(x) = 0, ∀x ∈ I. Ar tat
,
i c  f (n)(x) = 0, ∀x ∈ I.

Rezolvare. Fie Ai = {x ∈ I | f (k)(x) ̸= 0, ∀k ∈ N, i+ 1 ⩽ k ⩽ n}, unde
0 ⩽ i ⩽ n− 1. Fie Bk = {x ∈ I | f (k)(x) = 0}, unde 0 ⩽ k ⩽ n.

Vom demonstra c  Ai = ∅, ∀ 0 ⩽ i ⩽ n−1. Este su�cient s  demonstr m
c  A0 = ∅, deoarece aceasta reduce problema la f ′(x) . . . f (n)(x) = 0, ∀x ∈ I,
care este aceeas, i problem  pentru f ′(x) s, i obt, inem astfel inductiv Ai = ∅
pentru 0 ⩽ i ⩽ n− 1, ceea ce implic  I = Bn.

Presupunem prin absurd c  A0 ̸= ∅.
Dac  exist  x ∈ A0 punct de acumulare a lui A0, atunci exist  yn ∈ A0,

yn ̸= x cu lim
n→∞

yn = x, deci f ′(x) = lim
n→∞

f(yn)− f(x)

yn − x
= lim

n→∞

0− 0

yn − x
= 0 �

contradict, ie cu de�nit, ia lui A0.
Presupunem prin absurd c  exist  i ∈ 1, n− 1 s, i x ∈ A0 punct de

acumulare al lui Ai. Atunci exist  yu ∈ Ai cu lim
u→∞

yu = x. Cu un rat, ionament

ca mai sus, pentru orice j ∈ N∗ exist  g(j) ∈ N, cu 0 ⩽ g(j) ⩽ i, astfel încât
f (g(j))(yj) = 0. Reiese c  �ecare yj apart, ine unui Bg(j), cu 0 ⩽ g(j) ⩽ i.
Deoarece num rul termenilor s, irului yu este in�nit, exist  Bk, cu 0 ⩽ k ⩽ i,
care include un subs, ir al lui yu. Deci, exist  zu ∈ Bk cu lim

u→∞
zu = x. Din

continuitatea lui f (k) (pentru c  aceasta este s, i derivabil ) reiese f (k)(x) = 0
� contradict, ie.

Deoarece A0 ∪ A1 ∪ ... ∪ An−1 ∪ Bn = I s, i, pe baza argumentelor pre-
cendente, pentru orice x ∈ A0 exist  ε(x) > 0 astfel încât în (x − ε(x), x +
ε(x)) − {x} nu se a�  elemente din niciun Ai, aici se pot a�a doar elemente
din Bn. Rezult  c  M = f (n)

(
(x − ε(x), x + ε(x))

)
este interval (conform

Darboux), în contradict, ie cu M = {f (n)(x), 0}.
Aceasta arat  c  presupunerea a fost fals , deci A0 = ∅ 2

3. (ONM 2025) Determinat
,
i perechile de funct

,
ii f, g : R → R, de dou 

ori derivabile, având proprietatea:

(f(x)− g(y))(f ′(x)− g′(y))(f ′′(x)− g′′(y)) = 0, ∀x, y ∈ R.



T. D. S
,
tefan, Puncte de acumulare ale unor mult

,
imi complementare 451

Rezolvare. Not m P (x, y) relat, ia din ipotez . Fie h, p, s, t : R → R date

de h(x) = f(x) − g(x), p(x) = g(0) + xg′(0) +
x2g′′(0)

2
, s(x) = f(x) − p(x),

t(x) = g(x)− p(x).
P (x, x) ⇐⇒ h(x)h′(x)h′′(x) = 0, care conform problemei 2, duce la

h′′(x) = 0, deci h(x) = ax+ b cu a, b ∈ R, (1).
P (x, y) ⇐⇒ (s(x)− t(y))(s′(x)− t′(y))(s′′(x)− t′′(y)) = 0, relat, ie care

va � notat  cu Q(x, y). Avem Q(x, 0) ⇐⇒ s(x)s′(x)s′′(x) = 0 (deoarece
t(0) = t′(0) = t′′(0) = 0), deci s(x) = cx + d cu c, d ∈ R. Funct, ia f este o
sum  a dou  funct, ii polinomiale: una de grad maxim 1 (s), iar cealalt  de
grad maxim 2, deci f este funct, ie polinomial  de grad cel mult 2.

Din ultima a�rmt, ie s, i (1) rezult  f(x) = mx2 + nx + w s, i g(x) =
mx2 + rx+ u, cu m,n,w, u, r ∈ R.

Toate aceste funct, ii veri�c , deoarece f ′′(x) = g′′(y) = m. 2

4. (generalizarea problemei 3) Determinat
,
i perechile de funct

,
ii f, g :

R → R, derivabile de ordinul n, având proprietatea
n∏

i=0

(f (i)(x)− g(i)(y)) = 0, ∀x, y ∈ R.

Rezolvare. Vom proceda ca la problema precedent .
Fie P (x, y) relat, ia din ipotez . De�nim h, p, s, t : R → R astfel: h(x) =

f(x)− g(x), p(x) =
n−1∑
i=0

g(i)(0)xi

i!
, s(x) = f(x)− p(x), t(x) = g(x)− p(x).

P (x, x) înseamn 
n∏

i=0
h(n)(x) = 0 care, conform problemei 2 implic 

h(n)(x) = 0, deci h este funct, ie polinomial  de grad maxim n− 1.

P (x, y) ⇐⇒
n∏

i=0
(s(i)(x)− t(i)(y)) = 0 =: Q(x, y).

Q(x, 0) ⇐⇒
n∏

i=0
s(i)(x) = 0 (deoarece t(i)(0) = 0, ∀ 0 ⩽ i ⩽ n), deci

s este funct, ie de grad cel mult n − 1. Funct, ia f este o sum  a dou  funct, ii:
una polinomial  de grad maxim n − 1 (s), iar cealalt  polinomial  de grad
maxim n, ceea ce arat  c  f este funct, ie polinomial  de grad cel mult n.

Din ultima a�rmat, ie deducem f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, g(x) =

b0 + b1x + . . . + bnx
n, ∀ 0 ⩽ i ⩽ n s, i an = bn. Toate aceste funct, ii veri�c 

deoarece f (n)(x) = g(n)(y) = an. 2

5. (ONM 2015) Determinat
,
i funct

,
iile derivabile f : R → R care veri�c 

simultan condit
,
iile:

i) f ′(x) = 0, oricare ar � x ∈ Z
ii) pentru orice x ∈ R, dac  f ′(x) = 0, atunci f(x) = 0.
Rezolvare. Fie A = {x ∈ R | f(x) = 0} s, i B = {x ∈ R | f ′(x)f(x) ̸= 0}.
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Avem A ̸= ∅, A ∩ B = ∅ s, i A ∪ B = R. Presupunem prin absurd c  B
este nevid  s, i �e x ∈ B.

Dac  x ∈ A′∩B, atunci exist  s, irul yi ∈ A, yi ̸= x astfel încât lim
n→∞

yn =

x, de unde lim
n→∞

f(yn) = f(x) (din continuitate), deci 0 = f(x) � contradict, ie.

As,adar A′ ∩B = ∅.
De aici reiese c  pentru orice x ∈ B exist  a, b ∈ R cu proprietatea c 

x ∈ (a, b) ⊆ B. Deoarece [x− 1], [x+ 1] ∈ A, avem [x− 1] < a < b < [x+ 1],
deci mult, imile mx = {a ∈ R | (a, x] ⊆ B} s, i Mx = {b ∈ R | [x, b) ⊆ B}
sunt nevide s, i m rginite. Fie a(x) marginea inferioar  a mult, imii mx s, i b(x)
marginea superioar  a lui Mx. Dac  a(x) ∈ B, atunci (a(a(x)), a(x)] ⊆ B �
contradict, ie cu minimalitatea lui a(x) � deci a(x) ∈ A. Analog, b(x) ∈ A.

Deoarece are f ′ are proprietatea lui Darboux s, i nu se anuleaz  pe inter-
valul (a(x), b(x)), reiese c  f ′ are semn constant pe acest interval, deci f este
strict monoton . Aceasta contrazice îns  faptul c  f(a(x)) = f(b(x)) = 0,
deci presupunerea c  B este nevid  este fals .

Reiese c  f ≡ 0, funct, ie care veri�c  ipoteza. 2

6. (ONM 1994) Determinat
,
i funct

,
iile f : R → R derivabile, cu derivata

continu , astfel încât f(x) = max(f ′(x), x+ 1), ∀x ∈ R.
Rezolvare. Fie mult, imile A = {x ∈ R | f(x) ̸= f ′(x)}, B = R \A.
Caz 1: A = ∅. Atunci f(x) = f ′(x),∀x ∈ R, deci (f(x)e−x)′ ≡ 0, de

unde f(x) ≡ cex, c ∈ R. Din 1 = f(0) = max(f ′(0), 1) reiese c ⩾ 1. În acest
caz toate funct, iile sunt solut, ii, deoarece cex ⩾ ex ⩾ x+ 1,∀x ∈ R.

Caz 2: Exist  x0 ∈ A. Atunci f(x0) = x0 + 1. Dac  presupunem,
prin absurd, c  x0 este punct de acumulare al lui B, atunci x0 = lim

n→∞
yn,

cu yn ∈ B. Din ipotez  reiese f ′(x0) = lim
n→∞

f ′(yn) = lim
n→∞

f(yn) = f(x0)

� fals. As,adar, exist  ε > 0 as,a încât I = (x0 − ε, x0 + ε) ⊆ A. Deducem
f(x) = x+ 1 pentru x ∈ I, de unde 1 = f ′(x) ⩽ f(x) = x+ 1, ceea ce arat 
c  x ⩾ 0. În concluzie, în acest caz, A ⊆ (0,∞).

De aici reiese c  f ′(x) = f(x) pentru x ⩽ 0, deci f(x) = cex; ca mai
sus, c ⩾ 1.

Fie M = sup{a | f(x) = cex pentrux ∈ (−∞, a)}; avem a ⩾ 0.
Dac  0 < a < ∞, atunci, din continuitate, f(a) = cea ⩾ ea > a + 1,

ceea ce contrazice maximalitatea lui a.
Dac  a = ∞, atunci reg sim cazul 1.
Dac  a = 0, atunci f(x) = x + 1 pentru x > 0, iar continuitatea în 0

duce la c = 1.
Astfel, funct, iile care veri�c  sunt: I) f(x) = cex cu c ⩾ 1; II) f(x) = ex

pentru x ⩽ 0, respectiv f(x) = x+ 1 pentru x ⩾ 0. 2

Problem  propus 

(ONM 2016) Determinat
,
i funct

,
iile f : R → R cu proprietatea c  f2 este

derivabil  pe R s
,
i (f2)′ = f .


