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Acest articol isi propune sa ilustreze o tehnica puternica in rezolvarea
problemelor de analizd matematicd, constand in definirea unor multimi com-
plementare si utilizarea punctelor de acumulare ale acestora.

Reaminitim ca un punct de acumulare pentru multimea A C R este un
numér r € R cu proprietatea: orice vecindtate V a lui z contine un element
y € A\ {z}. Pentru z € R, aceasta este echivalent cu: pentru orice € > 0
exista y € (AN (z —e,x+¢)) — {z}. Este usor de vizut ci z este punct de
acumulare al multimii A C R daca si numai daca exista sirul y; € 4, y; # =

astfel incat lim y, = x. Punctele multimii A C R care nu sunt de acumulare
n—oo

se numesc izolate.

Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se noteaza A’. O mul-
time cu proprietatea A’ C A se numeste inchisa.

Vom ilustra ideea enuntata in introducere rezolvand cateva probleme.

1. (ONM 2024) Fie I C R un interval deschis si f : I — R o functie de
doud ori derivabild pe I, cu proprietatea f(x)f"(x) =0, Vo € 1. Ardtati ca
f"(z)=0,Vzel.

Rezolvare. Fie multimile A = {z € I | f(z) = 0 g1 f"(x) # 0} si
B={xel]| f"(x) =0}. Avem AN B = 0.

Presupunem prin absurd ci existd x1 punct izolat al lui A. Atunci
exista € > 0 astfel incat (1 —e, 21 +¢) — {21} contine doar elemente din B.
Multimea M = f”((x1 —e,21+¢)) este interval, deoarece f” are proprietatea
lui Darboux — contradictie cu M = {0, f”(z1)}, deci presupunerea este falsi.
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Presupunem acum cd A are cel putin un element x. Deoarece z este
punct de acumulare a lui A, existd y, € A cu li_)rn Yn = = i y; # x. Deducem
n—oo

f'(x) = lim M = lim =0 = 0, aceasta fiind valabil pentru
n—00 Y — T n—00 Yy — T
!/ _f! _
orice x € A. Deducem f”(z) = lim S ) = F(z) = lim 0-0 0 -
n—o0 UYp — T n—oo Yy — T
contradictie. Astfel presupunerea A # () este falsa, deci B = I. O

2. (Generalizarea problemei 1) Fie n € N*, I C R un interval des-
chis si f : I — R o functie de n ori derivabila pe I, cu proprietatea ca
f@)f'(x)... f™(x) =0, Vo € I. Ardtati ci £ (z) =0, Vo € I.

Rezolvare. Fie A; = {x € I | f®)(z) #0,Vk € N,i+ 1 < k < n}, unde
0<ig<n—1. FieBk:{xEI\f(k)(a:)zo},undeogkgn.

Vom demonstra ca A; = (), V0 < ¢ < n—1. Este suficient si demonstram
ci Ay = 0, deoarece aceasta reduce problema la f/(x)... f("(z) =0,Vz € I,
care este aceeasi problemd pentru f’(x) si obtinem astfel inductiv A; = 0
pentru 0 <7 < n — 1, ceea ce implica [ = B,.

Presupunem prin absurd ca Ag # 0.

Dacd existd x € Ag punct de acumulare a lui Ap, atunci exista y, € Ao,
Yyn # 2 cu lim y, = x, deci f/(z) = lim Flym) = F(2) = lim 0-0

n—oo

n—00 Ynp — T n—oo Yy — I

contradictie cu definitia lui Ap.

Presupunem prin absurd ca existd ¢ € 1,n—1 si ¢ € Ag punct de
acumulare al lui A;. Atunci existd y, € A4; cu ulggo Yy = =. Cuun rationament
ca mai sus, pentru orice j € N* existd ¢g(j) € N, cu 0 < g(j) < i, astfel incat
f(g(j))(yj) = 0. Reiese cd fiecare y; apartine unui B;), cu 0 < g(j) < i
Deoarece numarul termenilor sirului y, este infinit, exista By, cu 0 < k < 7,
care include un subsir al lui y,. Deci, existd z, € By cu uhj;o Zy = x. Din

continuitatea lui f(*) (pentru ci aceasta este si derivabild) reiese f*)(z) =0
— contradictie.

Deoarece Ao U A; U...UA,_1UDB, = I si, pe baza argumentelor pre-
cendente, pentru orice x € Ag exista e(z) > 0 astfel incat in (x — e(z),z +
e(z)) — {x} nu se afld elemente din niciun A;, aici se pot afla doar elemente
din B,. Rezulta ca M = f™((z — e(x),z + £(x))) este interval (conform
Darboux), in contradictie cu M = { £ (z),0}.

Aceasta aratd ci presupunerea a fost falsi, deci Ag = () O

3. (ONM 2025) Determinati perechile de functii f,g : R — R, de doua
ort derivabile, avdnd proprietatea:

(f(@) —gW)(f'(z) = g' W) (f"(z) —¢"(y)) =0, Vz,yeR.
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Rezolvare. Notam P(x,y) relatia din ipoteza. Fie h,p, s,t : R — R date
QL'Qg" 0
de ha) = /(@) — g(@), p(x) = 9(0) +29/©0) + "L s(a) = f(a) - pa),
)

2 ?

) — h( YA/ (z)R"(x) = 0, care conform problemei 2, duce la
h"(z) = 0, deci h(z) = ax +bcuab€R()

Plx,y) <= (s(z) —t(y))(s'(x) = t'(y))(s"(z) —t"(y)) = O, relafie care
va fi notatd cu Q(x,y) Avem Q(z,0) <= s(z)s'(z)s"(x) = 0 (deoarece
t(0) = t/(0) = ¢"(0) = 0), deci s(z) = cx +d cu ¢,d € R. Functia f este o
sumd a doud functii polinomiale: una de grad maxim 1 (s), iar cealalta de
grad maxim 2, deci f este functie polinomiala de grad cel mult 2.

Din ultima afirmtie si (1) rezultd f(z) = ma? + nx + w si g(z) =
ma? + rx +u, cu m,n,w,u,r € R.
Toate aceste functii verifica, deoarece f”(z) = ¢"(y) = m. O

4. (generalizarea problemei 3) Determinati perechile de functii f,g

R — R, derivabile de ordinul n, avdind proprietatea
n

[T @) = 99 () = 0,v2,y € R.
i=0
Rezolvare. Vom proceda ca la problema precedenté.
Fie P(xz,y) relatia din ipoteza. Definim h,p,s,t : R — R astfel: h(z) =

=l () (0)g
£@) — @), ple) = 3 T 0) = @)~ pla), 1) = o) — pla).
i=0 '
P(x,z) inseamnd [[ h(™(z) = 0 care, conform problemei 2 implica

i=0
h(™) () = 0, deci h este functie polinomials de grad maxim n — 1.

Pn,y) = 19 () - tO(y) =0 = Q(z,y).

1—0
Q(z,0) — H (x) = 0 (deoarece t)(0) = 0, Y0 < i < n), deci

s este functie de grad cel mult n — 1. Functia f este o suma a doua functii:
una pohnomlala de grad maxim n — 1 (s), iar cealaltd polinomiald de grad
maxim n, ceea ce arata ca f este functie polinomiala de grad cel mult n.
Din ultima afirmatie deducem f(z) = ap + a1z + ... + an2”, g(x) =
bo+bix+ ...+ by, VO < i < nsiay, = b,. Toate aceste functii verifica
deoarece f™(z) = ¢ (y) = a,. O

5. (ONM 2015) Determinati functiile derivabile f : R — R care verifica
stmaultan condifiile:

i) f'(z) =0, oricare ar fi x € Z

ii) pentru orice x € R, daca f'(x) =0, atunci f(z) = 0.

Rezolvare. Fie A={x e R| f(x) =0} si B={x € R| f'(z)f(x) # 0}.
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Avem A # 0, ANB =10 si AUB = R. Presupunem prin absurd ci B
este nevida si fie z € B.
Daca x € AN B, atunci existd sirul y; € A, y; # x astfel incat lim y, =
n—oo

x, de unde li_}m f(yn) = f(x) (din continuitate), deci 0 = f(z) — contradictie.

Asadar A’ N B = 0.

De aici reiese cd pentru orice z € B existd a,b € R cu proprietatea ca
x € (a,b) C B. Deoarece [x — 1],[x + 1] € A, avem [z — 1] < a < b < [z + 1],
deci multimile my = {a € R | (a,2] € B} si My = {b € R | [z,b) C B}
sunt nevide si marginite. Fie a(z) marginea inferioara a multimii m, si b(x)
marginea superioard a lui M. Dacd a(x) € B, atunci (a(a(x)),a(z)] € B —
contradictie cu minimalitatea lui a(x) — deci a(z) € A. Analog, b(z) € A.

Deoarece are f’ are proprietatea lui Darboux si nu se anuleaza pe inter-
valul (a(x),b(x)), reiese ca f’ are semn constant pe acest interval, deci f este
strict monotond. Aceasta contrazice insd faptul ca f(a(z)) = f(b(x)) = 0,
deci presupunerea ca B este nevida este falsa.

Reiese ca f = 0, functie care verifica ipoteza. O

6. (ONM 1994) Determinati functiile f : R — R derivabile, cu derivata
continud, astfel incat f(z) = max(f'(x),z +1),Vz € R.

Rezolvare. Fie multimile A = {z e R | f(x) # f'(z)}, B=R\ A.

Caz 1: A =10. Atunci f(z) = f'(z),Vx € R, deci (f(x)e ™) =0, de
unde f(x) = ce”, c € R. Din 1 = £(0) = max(f’(0), 1) reiese ¢ > 1. In acest
caz toate functiile sunt solutii, deoarece ce” > e* > x + 1,Vx € R.

Caz 2: Existd g € A. Atunci f(zg) = xo + 1. Daci presupunem,
prin absurd, ca xgp este punct de acumulare al lui B, atunci xg = nh_)rgo Yn,

cu y, € B. Din ipoteza reiese f'(xo) = lim f'(y,) = lim f(y,) = f(z0)
n—oo n—oo

— fals. Asadar, existd e > 0 asa incat I = (z9 — ,29 + ) € A. Deducem
f(z) =2+ 1 pentru z € I, de unde 1 = f'(x) < f(z) = x + 1, ceea ce aratd
cd x > 0. In concluzie, in acest caz, A C (0,00).

De aici reiese ca f/'(z) = f(z) pentru z < 0, deci f(z) = ce”; ca mai
sus, ¢ > 1.

Fie M = sup{a | f(x) = ce® pentruz € (—o0,a)}; avem a > 0.

Dacd 0 < a < oo, atunci, din continuitate, f(a) = ce® > e* > a + 1,
ceea ce contrazice maximalitatea lui a.

Dacd a = oo, atunci regdsim cazul 1.

Dacd a = 0, atunci f(z) = x + 1 pentru = > 0, iar continuitatea in 0
duce la ¢ = 1.

Astfel, functiile care verifica sunt: I) f(z) = ce” cuc > 1; II) f(z) =€
pentru x < 0, respectiv f(z) = x + 1 pentru x > 0. O

Problema propusa

(ONM 2016) Determinati functiile f : R — R cu proprietatea cd f* este
derivabild pe R si (f2) = f.



