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calculeaza suma lor. Sa se arate ca printre astfel de sume exista doud a caror
diferenta este mai mare decat 2.
Olimpiada Republica Modova, 1999

Problema 14. La trei scoli sunt inscrisi exact n elevi. Fiecare elev are
exact n+ 1 cunostiinte in celelalte doua scoli. Sa se arate ca exista trei elevi,
cate unul din fiecare scoala, astfel incat fiecare elev cunoaste pe fiecare elev.
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EXAMENE SI CONCURSURI

A 52-A OLIMPIADA INTERNATIONALA DE
MATEMATICA

prezentare de CRISTIAN ALEXANDRESCU Y, MIHAIL BALUNX 2, RADU
GoLOGAN %), CALIN Popescu ¥ si DINU SERBANESCU ?)

In perioada 16-24 julie 2011 s-a desfagurat la Amsterdam cea de-a 52—a
Olimpiada Internationala de Matematica.

Romania a fost reprezentata de o echipa formata din elevii Radu Bumba-
cea gi Alexandru Milu, clasa a XI-a, Colegiul National de Informatica ,,Tudor
Vianu“ — Bucuresti; Omer Cerrahoglu, clasa a IX-a, Colegiul National , Vasile
Lucaciu®“ — Baia Mare; Octav Dragoi, clasa a Xl-a si Marius Tiba, clasa a
XII-a, Liceul International de Informatica — Bucuresti §i Tudor Padurariu,
clasa a XII-a, Colegiul National ,,Grigore Moisil“ — Onegti.

X«

1)Colegiul National ,Ion Creanga“, Bucuresti.
2>Coleg;iul National ,Mihai Viteazul“, Bucuresti.
3)Universitatea Politehnica Bucuresti.
DInstitutul de Matematics al Academiei Romane.

5>Colegiul National ,,Sfantul Sava”, Bucuresti.
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Rezultatul copiilor roméani poate fi considerat foarte bun: Octav Dragoi
a obtinut medalie de aur, ceilalti au obtinut medalie de argint, iar in clasa-
mentul (neoficial) pe tari Roménia a ocupat un foarte onorant loc 8.

Echipa Romanier

Problemele au fost dificile in ansamblu, un singur concurent — din Ger-
mania — reusind sa obtina maximul de puncte.

Prima zi

Problema 1. Pentru orice multime A = {a1, as, a3, as}, formata din
patru numere naturale nenule distincte, notam cu s4 suma aj + as + ag + aq.
Fie n4 numarul de perechi (7,7), cu 1 <i < j <4, pentru care a; + a; divide
sa. Determinati multimile A pentru care ny4 ia valoarea maxima.

Problema 2. Fie S o multime finita de puncte din plan ce contine cel
putin doua puncte, astfel incat oricare trei puncte nu sunt coliniare. Prin
moard de vant definim urmatorul proces: consideram o dreapta £ ce trece
printr-un singur punct P € S. Dreapta £ se rotegte in sensul acelor de
ceasornic in jurul punctului pivot P pana intalneste pentru prima data un
alt punct @ apartinand multimii S. Punctul @ devine noul pivot in jurul
caruia dreapta £ continua sa se roteasca In sens orar, pana va intalni din nou
pentru prima data un punct din multimea S. Procesul continua indefinit,
pivotul fiind de fiecare data un punct din S.

Demonstrati ca exista un punct P € S si o dreapta initiala £ ce contine
P, astfel incat moara de vant sa treaca de o infinitate de ori prin fiecare
punct din S.

Problema 3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea:

fle+y) <yflz)+ f(f(2))
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pentru orice numere reale z si y.
Demonstrati ca f(x) = 0 pentru orice numar = < 0.

A doua zi
Problema 4. Fie n un numar natural strict pozitiv. Consideram o
balanti cu doud talere si n greutiti avand valorile 20,21, ..., 2771 respectiv.

Cele n greutati sunt puse pe rand pe unul dintre talerele balantei, intr-o
secventa de m mutari. Prima mutare consta in alegerea unei greutati si
plasarea ei pe talerul stang. Fiecare dintre urmatoarele mutari consta in
plasarea uneia dintre greutatile ramase pe unul dintre talere, in asa fel incat
in fiecare moment talerul din dreapta nu este mai greu decat talerul din
stanga.

Determinati numarul de astfel de secvente de n mutari.

Problema 5. Consideram o functie f : Z — N*, astfel incat, pentru
orice intregi m si n, diferenta f(m) — f(n) se divide prin f(m — n).

Demonstrati ca, pentru orice intregi m,n pentru care f(m) < f(n),
f(n) se divide prin f(m).

Problema 6. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si I' cercul sau cir-
cumscris. Consideram o dreapta ¢ tangenta la I'. Fie ¢,, ¢y, respectiv £,
simetricele lui ¢ fata de dreptele BC, CA, respectiv AB.

Aratati ca cercul circumscris triunghiului determinat de dreptele £, ¢
si L. este tangent cercului I'.

Prezentam in continuare solutii ale problemelor, date de elevii nostri
in concurs sau preluate din lista oficiala.

1. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca a; < as < az < a4.

. . 1 o
Atunci ag + a4 > a1 + a9, deci az + a4 > 55,4; cum ag + aq4 < s4 deducem ca

1
as + a4 nu divide s4. Analog se arata ca as + a4 € <2SA, SA), deci as + a4

nu divide s 4, prin urmare ny < 4.
Vom arata ca ng = 4 — pentru anumite multimi. Din cele de mai sus
rezulta ca, in acest caz, a1 + a9, a1 + a3, a1 + aq, a2 + az divid sa; deoarece

(a1 + a4) + (a2 + a3) = sa, deducem ca a; + ag = ag + az = 54 Fie
1

u, v numere naturale astfel Incat a1 + as = —s4 si a1 + a3 = —s4. Cum
U v

1 1 .
a1+a2<a2+a3:§s,4 si a1+a3<a2+a3:§s,4, rezulta ca u,v > 3. In
plus, a1 + a2 < a1 + ag, deci u > v > 3.

1 1
Adunand relatiile a1 + as = —s4 si a1 + a3 = —s4, obtinem:
U v

1 1 1
<+> sA=2a1+as+a3>as+a3 = =s4,
u v 2



A 52-A OLIMPIADA INTERNATIONALA DE MATEMATICA 451

1 1
deci — + — > =. Daca u > v > 4, atunci — + — < — + — = —, contradictie,
u v 2 ) 11 u v 4 4 2
deciv:3.Rezultéf>5—5:6,adicév<6,deundev:4sauv:5.
v

Cazul v = 4 implica (a1, az,a3,a4) = <214$A, %SA, %SA, ;115,4>, deci
A ={d,5d,7d,11d}, cu d € N*.

Cazul v = 5 implica (a1, ag, a3, as) = <610SA’ %SA, %SA, 238,4), deci
A = {d,11d,19d,29d}, cu d € N*.

Toti elevii romani — cu exceptia lui Tudor Padurariu, care a ,uitat”
cazul v = 5 gi a ratat astfel medalia de aur — au rezolvat complet aceasta
problema, folosind, in esenta, ideile de mai sus.

2. Fixam o orientare a planului — de exemplu, cea trigonometrica. O
semidreapta s, care are originea intr-un punct z al multimii S, se numeste
semidreapta separatoare a lui S, daca, orientand dreapta-suport ¢ a lui s
astfel Incat s sa fie semiaxa pozitiva, semiplanul deschis pozitiv, respectiv

1 1
negativ, determinat de ¢ contine {QIS]J , respectiv {2(|5\ — 1)J, puncte din

S; in mod evident, x este singurul punct din S situat pe dreapta £. Este
usor de aratat ca orice punct din S este originea unei infinitati de semidrepte
separatoare ale lui S.

Reuniunea o(x) a tuturor semidreptelor separatoare deschise, care au
originea 1n punctul x al lui S, este steaua separatoare a lui S centrata in
punctul x. Steaua o(x) este reuniunea disjuncta a interioarelor unui numar
finit de unghiuri care au varful in z. Frontiera ei este reuniunea laturilor
acestor unghiuri. Intrucat punctele lui S sunt in pozitie generala, dreapta-
suport a fiecarei astfel de laturi trece prin exact doua puncte din S, unul
dintre ele fiind chiar centrul x al stelei.

Fie v un cerc care contine in interior toate punctele de intersectie ale
dreptelor determinate de perechile de puncte distincte din S. Cercul v in-
tersecteaza frontierele stelelor o(z), = € S, Intr-un numar finit de puncte; fie
T multimea acestor puncte. Este ugor de aratat ca cele |S| urme v N o(z),
x € S, formeaza o partitie a multimii v \ 7; la randul sau, fiecare astfel
de urma este reuniunea disjuncta a unui numar finit de arce deschise. Prin
urmare, dreapta care uneste un punct mobil pe v\ 7', cu centrul unicei stele
separatoare care il contine, descrie o moara de vant al carei pivot parcurge
periodic multimea S; dreapta generatoare schimba pivotul la fiecare trecere
printr-un punct din 7.

In plus, o etichetare circulari a urmelor yNo(z), # € S — componentelor
unei urme fiindu-le atribuita aceeasi eticheta — permite citirea efectiva atat
a ordinii in care punctele lui S devin pivot al dreptei generatoare, cat si a
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numarului de pivotari ale acesteia in jurul unui punct din S pe parcursul unei
perioade.

In fine, in cazul in care |S| este impar, fiecare stea separatoare a lui S,
centrata Intr-un punct din S, este simetricad in raport cu centrul sau, deci
dreapta generatoare va pivota cel putin o datd in jurul fiecarui punct din S
pe parcursul unei rotatii semicomplete a sale; in cazul in care |S| este par, in
general este necesara o rotatie completa a dreptei generatoare, pentru ca ea
sa pivoteze cel putin o data in jurul fiecarui punct din S.

La aceasta problema niciunul dintre elevii romani nu a reusit un progres
substantial, dar aceasta a fost valabil gi pentru componentii celorlalte echipe
de top; rezolvarea non-standard a facut ca la aceasta problema sa fie rezultate
mai slabe decat la problema 3, considerata initial mai grea.

3. Prima solutie. Tudor si Omer au rezolviri asemanitoare, bazate pe
urmatoarele remarci:
1) pentru y = 0 obtinem f(z) < f(f(z)), oricare ar fi x;
x

2) pentru y = f(r) — & obtinem f(f(z)) < (f(z) — =) f(x) + f(f(2)),
deci f () x)(f(z) — x) > 0 pentru orice x;

f(z) < 0 pentru orice x € R, cici daca existda a € R cu f(a) > 0,

atunci pentru = a si y = t — a rezultd f(t) < (t —a)f(a) + f(f(a)),
ceea ce implica tl}r_noof(t) = —o0 si tl}ir_noof(f(t)) = —o0, In contradictie cu
fla) = fx+(a—x)) < (a—x)f(x)+ f(f(2));

4) daca x < —/f(0) si f(z) # 0, atunci f(x) <0, iar din 2) f(z) <z,
de unde zf(x) > 22 > —f(0) - fals — deci f(x) = 0 pentru < —+/f(0);

5) pentu x < —4/f(0), din 1) si 4) reiese 0 < f(0) deci, conform 3),
f(0) =0.

Observatiile 4) si 5) ne dau concluzia ceruta.

A doua solutie. Octav incepe prin a observa ca, pentru x = 0 obtinem

f(y) <y f(0)+f(f(0)), deci, punand y = f(z), f(f(z)) < f(z)f(0)+f(f(0)).
Combinand aceasta cu ipoteza deducem:
fl@e+y) <yf(@)+ f(@)f(0)+ f(f(0)) (1)

de unde, pentru y = —f(0) reiese f(x — f(0)) < f(f(0)). Cum orice numar
real poate fi scris in forma x — f(0), aceasta arata ca:

F(f(@)) < f(f(0), Ve € R. (2)

Tot din ipoteza si din (2), pentru y = —x reiese:

f0) < —zf(z) + f(f(2)) < —zf(z) + F(F(0)),
deci:
zf(x) < f(£(0)) = f(0) :==c,Vz € R. (3)
Sa presupunem acum ca exista a € R astfel incat f(a) > 0. Atunci, ca
la 3) din solutia precedenta, xli}r_noo f(z) = —o0, deci a;EIPoo xf(x) = oo ceea
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ce contrazice (3). Astfel:
f(z) <0, VzeR (4)

S& aratam acum ca ¢ = 0. Pentru x = f(0) i y = ¢, din ipoteza
obtinem fP(0) < ¢f(0) + f1(0), deci 0 < ¢f(0). Presupunéand ¢ # 0,
din (3) reiese ¢ > 0, deci f21(0) > 0, iar (4) duce la:

f20) =o.

Pe de altd parte, f(z) < f(f(z)), de unde f2(0) < £B1(0). Apoi, din
(2), FB3(0) < £12(0), deci fB(0) = f21(0). Rezults:

0= f2(0) = /¥(0) = £ (/¥(0) = 1 (0),

ceea ce arata ca presupunerea este falsa. X

Asadar ¢ = 0, deci (3) si (4) arata ca f(z) = 0 pentru < 0. In plus,
daca f(0) # 0, atunci f(0) < 0, de unde f(f(0)) = 0, in contradictie cu
c=0.

4. Prima solutie (consideratd cu mici modificari de toti elevii romani)
este, in varianta lui Tudor, urmatoarea: punand pentru consistenta f(0) =1
se obtine relatia de recurenta:

=3 (’Z?_‘ll)fu’ (-2

i=1

Intr-adevir, si presupunem ci greutatea 27! a fost agezata la pasul i.
Ea trebuie pusa pe talerul stang. Atunci, pentru mutarile precedente avem

n—1
alegeri ale greutatilor si f(i — 1) asgezari corecte ale lor. Pentru

mutarile ulterioare nu vor mai exista restrictii la agezari, deci avem toate
cele (n —4)!12"" posibilitati.
f(n)

nl2n’

Notand acum, pentru simplificarea scrierii, a,, = recurenta devine

2na, =ag+ay+ ...+ an_1,

2n —1
care scrisa si pentru n — 1 duce la a,, = an_lnT, de unde:
n
1-3-...-(2n—-1)
242

care conduce imediat la rezultat.

A doua solutie (prezentata in lista scurtd). Aratam ca numarul cautat
este f(n) = (2n—1)' =1-3-5-...-(2n—1), demonstrand relatia de recurenta
f(n)=(2n—1)f(n—1), care duce imediat la rezultatul anuntat.

Sa observam ca dupa prima mutare talerul din stanga este cu cel putin
o unitate mai greu decat cel din dreapta. Prin urmare, orice secventa de
mutari corespunde, prin eliminarea greutatii 1, cu o secventa de mutari
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pentru greutatile 2,22,...,2""! sau, ceea ce este acelasi lucru cu a aseza
greutitile 1,2,22,...,2"2. Aceasta se poate face in f(n — 1) moduri.

S& observam acum ca greutatea 1 poate fi agezata in prima mutare
doar pe talerul stang iar apoi, date fiind celelalte mutari fixate, pe oricare
din talere corespunzatoare fiecarei mutari din cele fixate (la agezarea pentru
f(n — 1) considerata mai sus). Rezulta f(n) = (2n — 1) f(n — 1), adica ceea
ce trebuia aratat.

La aceasta problema toti componentii echipei Romaniei au obtinut
punctajul maxim.

5. Fie m,n intregi pentru care f(m) < f(n). Din conditia data rezulta:

f(m —n) divide |f(m)— f(n)| = f(n) — f(m) >0,
deci f(m —n) < f(m) — f(n) < f(m). Prin urmare numarul intreg
d = f(m) — f(m — n) verifica inegalitatile:
I

n) < —f(m-—n)<d< f(m)< f(n).

Inlocuind acum pe n cu m — n in relatia din enunt obtinem f (n)|d,
deci d = 0, adica f(m) = f(m — n), ceea ce duce in relatia din enunt la
Fm)|f(m) — f(n), adica f(m)|f(n).

Elevii nostri au obtinut la aceasta problema un rezultat foarte bun,
cu exceptia lui Omer Cerrahoglu, care, gandindu-se probabil la dificultatea
problemei de pe pozitia a doua din prima zi, s-a incurcat in consideratii
complicate ce duceau la descrierea functiilor cu aceasta proprietate. A pier-
dut astfel 3 puncte si, cu aceasta, si medalia de aur asgteptata. In fapt, cu
metodele dezvoltate in lucrare de Omer si Alexandru se poate ajunge usor
la descrierea tuturor functiior din problema:

pentru orice astfel de functie exista £1 = ag | ag—1 | ... | a1 numere
naturale distincte i by | bg—1 | ... | by numere naturale nenule astfel incat

f(n) = bin), unde i(n) = min{i : a;|n}.

6. Vom folosi unghiuri orientate.
Date fiind dreptele a si b, notam <(a, b)
masura unghiului maturat de dreapta a
rotita In sens trigonometric pana cand
devine paraleld cu b. Astfel, unghiurile
orientate sunt considerate modulo 180°.

Notam cu T punctul de tangenta
al dreptei £ cu cercul I'. Fie A’, B’ si
C' punctele de intersectie ale perechilor
de drepte &, si le, £, i L., respectiv £, si
ly. Fie X, Y, Z simetricele punctului T°
fata de dreptele BC, C A, AB respectiv.
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Deoarece proiectiile punctului 7' pe dreptele BC, C A, AB sunt coliniare,
conform teoremei lui Simson, rezulta ca punctele X, Y, Z sunt de asemenea
coliniare.

Notam a = 4(¢,TC) = <(BT, BC). Din simetria fata de dreptele AC
si BC' rezulta:

J4(BC,BX) = <(BT,BC)=as <(XC,XC") =<5,TC)=4(YC,YC') = a.

Din 9(XC, XC") = <(YC,Y ') rezulta ca punctele X, Y, C, C' sunt
conciclice; fie ', cercul ce contine aceste puncte. Definim analog cercurile I,
si T'p, si notam I" cercul circumscris triunghiului A’B’C".

Aplicand teorema lui Miquel dreptelor A’B’, A'C’, B'C’ si XY, de-
ducem ca cercurile I'., Ty, T'y si IV au un punct comun K. Vom arata ci
punctul K apartine cercului I si ca tangentele in K la cercurile I" si IV coin-
cid, de unde va rezulta cerinta problemei.

Din simetrie avem X B =T B = Z B, deci punctul B este mijocul unuia
din arcele X Z ale cercului I',. Rezulta (KB, KX) = 9(XZ, XB). Analog
J(KX,KC) = 9(XC,XY). Adunand aceste egalitati si folosind simetria
fata de dreapta BC' obtinem:

J(KB,KC)=<9(XZ,XB)+ <(XC,XZ)=<9(XC,XB) =<(TB, TC).

Asadar punctul K apartine cercului I'.

Fie k dreapta tangenta la cercul I in punctul K. Atunci:

I(k, KC") = 4(k, KC) + <(KC,KC") = 4(KB,BC) + ¥<(XC,XC") =
= (9(KB,BX)—4(BC,BX))+a=%(KB',B'X)-a+a=4(KB',B'X),
ceea ce implica tangenta dreptei k la cercul I" si solutia este completa.

Aceasta problema a fost rezolvata complet doar de 3 concurent;i.

CONCURSUL SI TABARA GAZETA MATEMATICA
SI VIITORIOLIMPICI.RO

Etapa finala 2010 — 2011, Campulung Muscel

prezentare de ROXANA DIACONESCUY, MANUELA PrRAJEA?) si
MONICA Sas ?)

Concursul Gazetei Matematice, initiat in 1905 de catre redactorii Ga-
zetei Matematice, s-a desfasurat si in acest an la Campulung Muscel in pe-
rioada 15-19 august 2011, ca etapa finala a concursului rezolvitorilor Gazetei
si a celui de pe site-ul ViitoriOlimpici.ro. Manifestarea a avut loc in cadrul
proiectului ,Matematica Altfel“, un parteneriat al Societatii de Matematica
din Romania gi al fundatiei Romanian-American Foundation. Acest concurs
a inceput in octombrie 2010 si s-a desfagurat atat pe site-ul ViitoriOlimpici.ro

1>Profesor, Colegiul German ,,Goethe“, Bucuresti
2>Profesor, Colegiul National ,/ Traian“, Drobeta - Turnu Severin
3>Profesor, Grupul Scolar Sanitar, Bistrita



