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Introducere

Un mecanism plan este un sistem de bare rigide imbinate la capete.
Barele se pot roti in jurul capetelor, dar unele din capetele lor pot avea o
pozitie fixa in plan. Spre deosebire de situatia reala, permitem barelor sa
se intersecteze si in interiorul lor. Sa ne imaginam ca Intr-unul din capetele
barelor fixdm un stilou perpendicular pe plan dupé care deformiam mecanis-
mul in toate modurile posibile. Stiloul va trasa o regiune in plan.

In aceastd lucrare dorim s& investigam problema inversa: data fiind
o regiune in plan, dorim sa construim un mecanism plan astfel incat unul
din varfurile sale si traseze regiunea data. Surprinzator, acest lucru este
posibil pentru foarte multe regiuni, iar teorema de universalitate a lui Kempe
descrie explicit care sunt aceste regiuni. Ele sunt regiunile semialgebrice,
adica submultimile din plan care pot fi descrise intr-un numar finit de pasi
folosind egalitati si inegalitati polinomiale. Iata pe scurt organizarea lucrarii.

In sectiunea 1 definim riguros notiunea de mecanism plan si analizam
cateva exemple fundamentale pentru a intelege subtilitatile problemei. Sec-
tiunea 2 este ceva mai abstracta. Introducem putin din limbajul geometriei
algebrice reale si dam o formulare riguroasa teoremei de universalitate. Desi
rezultatele mentionate in aceasta sectiune nu sunt necesare intelegerii ideilor
de baza din demonstratia teoremei de universalitate, am considerat ca este
foarte util sa expunem cititorul unui mod de gandire modern. In sectiunea
3 formulam o teorema de reprezentabilitate si aratam ca implica teorema
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de universalitate. In sectiunea 4 demonstram teorema de reprezentabilitate.
Surprinzator, demonstratia foloseste numai nigte idei elementare de geometrie
euclidiana plana, teoria multimilor si algebra numerelor complexe.

1. Mecanisme plane

Un graf metric este o pereche M = (G, ¢) unde G este un graf finit (fara
muchii multiple gi fara muchii care pornesc si se incheie in acelasi varf), iar
£ este o functie de la multimea F de muchii a lui G la multimea numerelor
reale positive, £ : E — (0,00). Functia ¢ se numeste functia lungime sau
metrica. Vom nota cu V' = Vg multimea de varfuri.

Deorece o muchie este unic determinata de captele sale, vom identifica
E cu o submultime simetrica a lui V x V| i.e., (vo,v1) € E < (v1,v9) € E.

In cele ce urmeazi vom identifica planul euclidian cu planul compex C.

O realizare geometricd a unui graf metric M = (G,{) este o functie
¢ : V — C astfel incat

|C(u) — ¢(v)| = l(u,v), V(u,v) € E.

Un mecanism plan (abstract) este un quadruplu M = (G, £, Vy, ¢) unde:

e (G,!) este un graf metric,

e V; este o submultime a lui Vg,

e ¢ : Vy — C este o functie cu proprietatea ca pentru orice pereche de
puncte u,v € V unite (printr-o muchie din E) are loc egalitatea

|¢(u) — d(v)| = £(u, v).

Submultimea V; se numeste submultimea punctelor five ale mecanismului.

O realizare geometrica sau configuratie a unui mecanism plan M =
= (G, £, V}, ¢) este o realizare geometrica ¢ : V — C a lui (G, ¥) astfel incat
Clv; = ¢. Notam cu C(M) multimea tuturor configuratiilor posibile ale
mecanismului M. Multimea C(M) se mai numeste si spatiul de moduli al
mecanismului M.

Putem gandi o configuratie ca o multime de puncte din plan (cores-
punzatoare varfurilor V') unite prin bare liniare rigide (corespunzatoare mu-
chiilor E) si de lungime prescrise de metrica ¢. Aceste puncte se mai numesc
si incheteturile mecanismului. Barele se mai numesc si bratele mecanismului.
Ele se pot roti in jurul incheieturilor. Varfurile din V; se numesc incheieturile
fize ale mecanismului, iar incheieturile din V'\V; se numesc incheieturile libere
sau mobile.

Punctele fixe sunt intepenite in pozitiile lor initiale descrise de functia
¢, dar punctele mobile se pot migca in plan. Barele se pot intersecta si in
interior. Céand reprezentam grafic o configuratie a unui mecanism folosim
simbolul o pentru a indica un varf mobil si simbolul e pentru a indica un
varf fix.



L. NicoLAESCU, O INTRODUCERE IN TEORIA MECANISMELOR 3

Exemplul 1. 1 (Brat de robot). Sa consideram mecanismul din Figura
1 care consta din trei varfuri a, b, ¢ si muchiile (a,b) si (b,¢). Varful a este
fix.

Vedem ca locul geometric al varfului b este un cerc cu centrul in a.
De indata ce fixam pozitia lui b, varful ¢ mai are inca un grad de libertate:
se poate roti pe un cerc cu centrul in varful b. Cu alte cuvinte, pentru a
determina o configuratie a acestui mecanism trebuie mai intai sa precizam
pozitia lui b, i apoi pozitia lui ¢ relativ b. Prin urmare, spatiul de configuratii
se poate identifica cu un produs cartezian de cercuri:

c
b b ¢
r b
a C a
a
Fig. 1.1. Diferite configuratii ale unui mecanism simplu
C = {(2,2:) € C*% |z| = lungimea(a,b), |z.| =lungimea(b,c)}.
Un astfel de produs de doua cercuri se numeste tor de dimensiune 2. il
putem vizualiza ca suprafata unei camere umflate de magina.
Exemplul 1.2 (Paralelogramul cu o muchie fixa). S& consideram un
mecanism descris de muchiile unui dreptunghi abed, in care varfurile a si d

sunt fixe. In Figura 1.2 am descris diferite configuratii ale acestui mecanism.
Lungimile muchiilor (a,d) si (a,b) sunt respectiv z §i y.

d c a
d, c
’ J \
a X b a b a b

Fig. 1.2. Diferite configuratii ale unui paralelogram.

Observam un fenomen interesant. Ultima configuratie arata foarte
diferit de primele trei. Se numeste contraparalelogramul i nu se poate obtine
din primele trei printr-o deformare continua. Spatiul de configuratii C are
doua componente: o componenta Cy continand primele trei configuratii din
Figura 1.2 si o componenta C_ continand contraparalelogramul.

Fiecare din aceste componente se poate identifica cu cercul descris de
varful mobil b. Cele doua cercuri au doua puncte in comun care corespund la
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configuratii in care punctele a, b, ¢, d sunt colineare. Punctele de intersectie
sunt puncte singulare ale spatiului de configuratii.

Putem modifica acest mecanism incat spatiul de configuratii al noului
mecanism este doar componenta C;. Noul mecanism se numeste rigidizarea
paralelogramului si se obtine printr-un artificiu numit adaugarea unei proteze.
Acest proces este descris in Figura 1.3:

Noul mecanism are doua noi varfuri u si v, ambele mobile, care se afla
pe muchiile orizontale ale dreptunghiului din cauza modului in care am ales
lungimile muchiilor protezei. Vedem ca acest proces este echivalent cu

Vox/2 v

C b c b c
b x/2
y + y =y
X
a d a u d a u d

Fig. 1.3. Rigidizarea unui paralelogram prin adaugarea unei proteze.

adaugarea unei bare rigide de lungime y care uneste mijloacele muchiilor
verticale. Mijloacele devin incheieturi situate nu la capetele muchiilor, ci in
interiorul lor. Noul brat vertical se poate roti in jurul acestor incheieturi.

Exemplul 1.3. (Inversorul lui Peaucellier). Este o constructie clasica
de geometrie euclidiana familiara probabil multor cititori. Mecanismul plan
cu acest nume este descris in Figura 1.4.

In aceasta figura, patrulaterul PM@QN este romb. Pentru a nu crea un
contraromb 1l rigidizam cu ajutorul unei proteze ca in Exemplul 1.2. Obtinem
in acest fel inversorul lui Peaucellier rigidizat. Punctul M se misca pe cercul
de centru S gi raza r. In tratatul clasic de geometrie al lui J. Hadamard este
aratat ca punctul N se misca pe o dreapta perpendiculara pe dreapta OS;
vezi [4, Teorema 241]. Mai precis, N este inversul lui M prin inversiunea de
centru O si putere |OP|? — |PM 2.

A £ 4
D
BN
B C C
Fig. 1.4. Inversorul lui Peaucellier. Fig. 1.5. Mecanismul canonic.

Deorece M se migca pe un cerc cu centrul in S, locul geometric al lui
N este un segment de dreapta.
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Exemplul 1.4 (Mecanismul canonic). S& consideram graful ilustrat in
partea stanga a Figurii 1.5, unde metrica este data de

0(A, B) = ((B,C) = ((C, A) = 1,

3
0D, A) = ((E, A) = ¢(D, B) = {(E, B) = ¢(D,C) = {(E,C) = %
Aceasta metrica defineste un mecanism abstract cu toate varfurile libe-
re, pe care-l numim mecanismul canonic. Orice configuratie a acestui meca-
nism araté ca In partea dreapta a Figurii 1.5, in care ABC' este un triunghi
echilateral, iar ambele varfuri D si E coincid cu baricentrul triunghiului.

Sa presupunem ca M = (G, £, V}, $) este un mecanism plan cu multimea
de varfuri V. Fixam un varf v € V. Pentru fiecare configuratie ¢ € C(M)
obtinem un punct in plan ((v). Multimea

C(M,v) :={¢(v) € C; (€ C(M)}

se numesgte urma varfului v a mecanismului M. Daca, de exemplu, plasam
un stilou in acest varf, si Incepem sa miscam mecanismul in toate felurile
posibile, atunci stiloul traseaza o regiune in plan. Cand varful v este fix,
urma lui consta dintr-un singur punct, ¢(v).

In Exemplul 1.1 urma varfului b este un cerc cu centrul in a. In Exem-
plul 1.3 urma varfului N contine un segment de dreapta. In Exemplul 1.4
urma varfului D este intreg planul.

In acestd lucrare dorim si adresim urmé&toarea intrebare:

Care multimi plane sunt urme ale unui varf liber al unui mecanism?

Raspunsul surprinzator la aceasta intrebare este continut in teorema
de universalitate a lui Kempe. Folosind un limbaj familiar unui cititor din
secolul 21, putem oferi o prima formulare a acestei teoreme: orice multime
plana care se poate vizualiza pe un ecran de calculator este urma unui varf
liber al unui mecanism. Matematicianul american Bill Thurston a formulat
teorema acesta in termeni si mai concreti: pentru orice semnatura se poate
gasi un mecanism care sa o traseze.

Formularea precisa a teoremei necesita putina terminologie din geome-
tria algebrica reala pe care o vom introduce in sectiune a urmatoare.

2. Putina geometrie semialgebrica

Definitia 2.1. Numim mulfime algebrica (reald) o submultime a unui
spatiu euclidian R™ descrisa de un sistem de ecuatii polinomiale in n variabile.
Mai exact, o submultime S a unui spatiu euclidian R se numeste algebrica
daca exista polinoame Pi,..., P, € R[zy,...,z,] astfel incat:

S={7 e€R", P(7)=...=P,(7)=0}.

Exemplul 2.2 (a) Un plan in spatiu este o multime algebrica. De
asemenea, un cerc in plan sau o sfera in spatiu sunt multimi algebrice.
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(b) Orice intersectie finita?) de multimi algebrice in R™ este o multime
algebrica in R". In particular, o dreaptd in spatiu este o multime algebrica
deorece este intersectie de plane.

(c) Daca S este o submultime algebrica a lui R™ descrisa de ecuatiile

Py(z1,...,2n) =...=Py(x1,...,2,) =0, Pp,...,P, € R[x1,...,24],

atunci S poate fi privita si ca submultime algebrics a spatiului euclidian R™+!
descrisa de ecuatiile

Tnt1 = Pr(x1,....2p) = ... = Py(z1,...,2,) =0, P,..., P, € Rlzq,..., 2]

Din acest motiv, putem fi ceva mai vagi in a preciza spatiul euclidian
ambiant al unei multimi algebrice.
Definitia 2.3. O aplicatie R™ — R" descrisa de

R™:2 (ug, .y tum) — (01 (Ugy ey Upm) ey Un (U1, -y Up)) €R™

se numeste o aplicatie polinomiald reald daca fiecare din componentele
vg(u1, ..., Up) este polinom cu coeficienti reali in variabilele (uq, ..., uy).

Conventie. In cele ce urmeazi vom identifica spatiul euclidian complex
C™ cu spatiul euclidian real R?" in felul urmator: Punctul 2’ = (21,...,2,) €
€ C" 1l identificim cu punctul (z1,y1,- .., Tn, yn) € R?", unde

2 = x + iy, 1=+v-—-1, Vk:{l,...,n),

Sé observam ca inelul de polinoame R [z;,yx; 1 < j, k < n] se poate
identifica cu un subinel al inelului de polinoame cu coeficienti complecsi in
variabile z;, Zr 1<j, k<n.

Conform Exemplului 2.2 (c¢), orice multime algebrica reala poate fi
gandita ca o submultime algebrica reala a unui spatiu C” identificat ca mai
sus cu spatiul real R?". Lasam in grija cititorului demonstratia urmatorului
rezultat:

Propozitia 2.4. Daca S C C" este o submulfime algebrica reald atunci
existd o aplicatie polinomiald reald F : C* — C™ astfel incat S = F~1(0).
Mai mult, putem alege aplicatia F' incat m = 1.

Propozitia 2.5. Spatiul de configuratii ol unui mecanism M =
= (G, 4, Vy,¢) se poate identifica natural cu o multime algebrica reald.

Demonstratie. Sa presupunem ca multimea de varfuri a lui M este

V ={v1,...,v,}. Notam cu E multimea de muchii a lui G.
Putem identifica orice configuratie ¢ € C(M) cu un punct (z1,...,2,) €
€ C", unde z; = ((vg), pentru orice k = 1,...,n. Pentru fiecare muchie

e = (vj,v) a lui G notam cu P, polinomul:

P, = (Z] - Zk) (?J — ?k) — 6(6)2 =

DFolosind teorema bazei lui Hilbert se poate arata ca orice intersectie, finita sau infinita,
de submultimi algebrice este o submultime algebrica. (N.A.)
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= |z; — P —le)? eR| z1, .. T0, Y1, Un

— —
= =y

Atunci C(M) se poate identifica cu multimea zerourilor comune poli-
noamelor P, e € F.

Definitia 2.6. O multime semialgebrica este o submultime S a unui
spatiu euclidian R"™ care se poate scrie ca o reuniune finita S = Sy... U .S,
unde fiecare din multimile S; este descrisa de un sistem finit de inecuatii
polinomiale.

Exemplul 2.7. (a) Orice multime algebrica este semialgebrica.
intr—adevér, daca S € R" este descrisa de ecuatiile

P (Z)=...=P,(7)=0,P € R[zy,...,z4],
atunci se poate descrie si de sistemul de inecuatii
P (Z)>0, P(7)<0, Vi=1,...,n.

(b) Un semispatiu, sau un semiplan sunt multimi semialgebrice. De
asemenea, discul inchis de raza 1 cu centrul intr-un punct (xg,yo) din plan
este submultime semialgebrica intrucat este descris de inecuatia polinomiala

(@ —20)*+ (y—w0) < 1.

(¢) Orice reuniune sau intersectie finita de submultimi semialgebrice ale
lui R™ este o submultime semialgebrica.

(d) Complementul unei submultimi algebrice a lui R™ este o submultime
algebrica a lui R".

(e) Multimea Cantor de pe axa reala nu este semi-algebrica. In general,
o multime care necesita o infinitate de pasi pentru a o descrie are o sansa
foarte mica sa fie semialgebrica.

Exercitiul 2.8. Demonstrati afirmatiile (c) si (d) din Exemplul 2.7.

s

Urmatorul rezultat este foarte profund si ne permite constructia multor
exemple netriviale de multimi semialgebrice.

Teorema 2.9 (Tarski-Seidenberg). Daca S C R" xR™ este submulfime
semialgebrica, iar m este proiectia canonicda, m : R™ x R™ — R", atunci 7(S5)
este o submulfime semialgebricd.

Demonstratia aceste teoremei este elementara, dar foarte delicata. Pen-
tru detalii §i mai multe informatii despre multimile semialgebrice trimitem
la cursul [2] care se poate gasi si pe Internet.

Observatia 2.10. Teorema lui Tarski gi Seidenberg este cunoscuta in
literatura matematica i sub numele de teorema de eliminare a cuantificato-
rilor. Sa explicam ratiunea din spatele acestei terminologii.

Multimea 7(S) se poate descrie cu ajutorul cuantificatorului existential
3 in felul urmator:

7(S) = {7 €R"; 3y € S}.
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Teorema lui Tarski-Seidenberg ne spune ca exista o colectie Py,..., P,
de submultimi finite de polinoame in variabilele 7" astfel incat

)= | ) {Tery PE)=0}|=]A
k=1 k=1

PePy

Apg

Descrierea de mai sus nu utilizeaza nici un cuantificator, de unde si
numele de eliminarea cuantificatorilor.

Pentru a aprecia puterea acestei teoreme, consideram spatiul euclidian
R™*! in care coordonatele sunt notate cu (cg, ..., c,_1,2). Pentru simplitate
notam ¢ := (co,...,cn_1) € R™ si definim:

Po(z):=co+ecrz+ ...+ cp12™t + 2™ € Rz].
Sa consideram multimea algebrica
Z = {?,x eR"™L otz + ..o eprz" M+, = O} =
= {7,z e R"™; Py(z)=0}.
Daca 7 : R"™! — R™ este proiectia canonici (¢,z) — ¢, atunci 7(Z)

se poate indentifica cu multimea polinoamelor de grad n cu coeficienti reali
care au cel putin o radacina reala,

n(Z)={¢ eR" Ir €R: Px(z)=0}.

Teorema Tarski-Seidenberg ne spune ca m(Z) este submultime semial-
gebrica si deci se poate scrie ca o reuniune finita Z = Z; U... U Z,, unde
fiecare din multimile Zj consta din solutiile unui sistem finit de inecuatii
polinomiale in n variable.

Cu alte cuvinte, pentru a decide daca un polinom de grad n cu coeficienti
reali ¢ are o radicina reald este suficient si aritam ca vectorul coeficientilor
 este solutie a unuia din sistemele polinomiale care definesc multimile Zj.

Din cauza teoremei Tarski-Seidenberg, geometria semialgebricd are o
legituri stransd cu logica matematici?). Matematicienii descriu diferitele
multimi folosind operatorii logici V (= SAU), A (=SI) , = (= NEGATIE) pre-
cum si cuantificatorii 3 gi V. Operatorii logici V, A, —, corespund operatiilor
booleene de reuniune, intersectie gi complement. Dupa cum am vazut, cuan-
tificatorul 3 se traduce in teoria multimilor prin constructia imaginii unei
multimi dintr-un produs cartezian via una din proiectiile canonice ale pro-
dusului. De exemplu, daca S C A x B, atunci mul{imea

{z € 4 Jy € B; (v,y) € S}

coincide cu m4(S), unde w4 : A X B — w4 este proiectia canonica, (a,b) — a.

b Alfred Tarski, unul din autorii acestei teoreme, a fost unul din cei mai ilugtri logicieni
ai secolului 20. (N.A.)
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Cuantificatorul V se poate exprima folosind cuantificatorul 3 si opera-
torul negatie. Sa consideram de exemplu multimea

M=x¢cA;Vye B, (z,y) €S.
Un logician ar spune ca multimea M este definita de formula
xre€A: YyeB, (z,y) €5,

adica M consta din acei x pentru care formula de mai sus este adevarata.
Atunci

A\M={xe€A: JyeB, (z,y) € (AxB)\St=ma((Ax B)\S)
si deci
M=A\m4((Ax B)\YS5).
Putem descrie M prin urméitoarea formuls :

xeA:-(Jye B, ((z,y) € (A x B)).

Din observatiile de mai sus deducem urmatorul principiu extrem de
folositor:

Orice formula in care apar doar operatorii V, N, =, cuantificatorii 3, V
st mulfimi semialgebrice defineste o submultime semialgebrica.

Iata o simpla aplicatie a acestui principiu. Sa consideram o multime
semialgebrica S C R™. Atunci multimea

2iR": Ve >0,3s€8: |z —s? <& (2.1)
este o multime semialgebricad deoarece multimile {¢ > 0} si
{(z,5,6) ER" x R" x R; |z — s> <&?}

sunt semialgebrice. Pe de alta parte, este clar cd multimea din (2.1) este
tocmai inchiderea lui S. Deducem ca daca S este submultime semialgebrica,
atunci si inchiderea ei este semialgebrica.

Sa reamintim o notatie din teoria multimilor. Daca A gi B sunt doua
multimi, atunci B4 este multimea de functii A — B. De exemplu, dacd avem
o multime V = {vy,...,v,} atunci C" = C".

Sa presupunem ca M = (G, £, V}, $) este un mecanism plan cu multimea
de varfuri V. Atunci spatiul de configuratii C(M) este o submultime algebrica
in spatiul euclidian CY. Sa observam ca pentru orice varf v € V avem o
proiectie canonica 7, : C¥ — C data de

CY 3¢~ m(C¢) :=¢(v) e C.

Observam ca urma unui varf v se poate descrie prin egalitatea
C(M,v) = m, (C(M)). Folosind teorema Tarski-Seidenberg, deducem urma-
torul rezultat:
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Corolarul 2.11. Urma unut varf liber a unui mecanism este o submul-
time semialgebrica a planului.

Putem acum oferi un enunt, mult mai precis al teoremei de universali-
tate.

Teorema 2.12 (de universalitate a lui Kempe). Orice submultime com-
pactd?) semialgebricd este urma unui varf liber al unui mecanism plan.

Observatia 2.13. (a) Formularea de mai sus este doar un caz spe-
cial al teoremei de universalitate. Pentru o versiune mai generala trimitem
la lucrarea [8]. Acolo sunt descrise toate multimile semialgebrice din plan,
compacte sau necompacte, care pot fi trasate cu ajutorul unui mecanism
plan.

(b) Imaginile pe un ecran de calculator sunt reuniuni finite de pixeli. Un
pixel este un patratel foarte mic pe suprafata ecranului. Orice poligon con-
vex este multime semialgebrica intrucat este intersectie de semiplane. Prin
urmare, un pixel este o multime semialgebrica compacta si deci orice regiune
care se poate vizualiza pe un calculator este compacta.

Pentru a intelege formularea lui Thurston a acestei teoreme sa observam
mai Intai ca orice curba compactd din plan care este reuniune finita de ar-
curi parametrizate de polinoame este o submultime semialgebrica. Astfel de
curbe, numite spline in analiza numerica, sunt folosite pentru a aproxima
curbe arbitrare in plan. In particular, putem gasi aproximari spline arbi-
trar de precise pentru curba in plan descrisa de semnatura unei persoane.
Aproximarea poate fi mai precisd decat rezolutia celui mai fin microscop.
Din teorema de universalitate deducem ca pentru orice curba descrisa de
semnatura unei persoane pe o foaie de hartie putem gasi un mecanism care
sa traseze o aproximare a ei capabila sa induca in eroare cel mai performant

microscop.
Orice curba sau regiune plana care se poate

produce cu un software de grafica este o curba

spline sau o regiune delimitata de curbe spline si
® & in particular, este o curba semialgebrica compacta.
Mazgaleala din figura de mai jos a fost produsa cu
un astfel de software (Adobe Illustrator), si prin
urmare, este o submultime semialgebrica compacta
plana. Teorema de universalitate spune ca exista
un mecanism astfel incat un varf al sau traseaeza
imaginea din Figura 2.1.

Fig. 2.1. Mazgaleala
semialgebrica.

D' Pentru cititorul nefamiliarizat cu notiunea de compactitate, iata-i definitia: O
submultime S C R™ se numeste compactd dacd este mdrginitd (adicd este continutd intr-o
bild de raza suficient de mare) si inchisd (dacd limita oricdrui sir de puncte din S este de
asemenea un punct din S).(N. A.)
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(c) Teorema de universalitate are o istorie interesanta. A fost formulata
si demonstrati pentru prima data de A. Kempe!) in 1876, [6].

Desi principiul foarte ingenios de demonstratie si ideile de baza erau
corecte, demonstratia avea o eroare. In termeni abstracti, el a neglijat sa
considere rolul singularitatilor in spatiul de configuratii al unui mecanism.
In termeni concreti, el a neglijat sa considere rolul unor configuratii de genul
contraparalelogramului descris in Exemplul 1.2.

Demonstratia a fost reparata mai bine de un secol mai tarziu de matem-
aticienii M. Kapovich si J. Millson in lucrarea [5]. Demonstratia lor se
bazeaza pe acelagi principiu ca si Kempe, dar pasii intermediari au fost
modificati substantial folosind puncte de vedere gi rezultate moderne de ge-
ometrie. In aceasti lucrare ei demonstreazi rezultate mult mai generale, dar
enunturile lor sunt mult prea sofisticate pentru a le include aici.

In 2005, doi tineri studenti americani 7. Abbot i R. Barton, au re-
abilitat demonstratia lui Kempe in teza lor de Master de la Massachusets
Institute of Technology [1].

(d) Probabil ca cititorul este curios sa afle cat de complicat este de con-
struit concret un mecanism care sa traseze o curba plana data. Metoda de
demonstratie este constructiva, dar conduce la mecanisme extrem de com-
plexe. T. Abbot si R. Barton (care sunt informaticieni) au estimat in [1]
aceasta complexitate. Pentru mai multe informatii privind aceastd teorema
trimitem la recenta monografie [3].

In sectiunea care urmeaza dorim sa schitdm demonstratia lui Kapovich
si Millson a teoremei de universalitate.

3. Reprezentarea aplicatiilor polinomiale cu ajutorul
mecanismelor

Sa explicam, in reformularea moderna a lui Kapovich si Millson, tehnica
de baza propusa de Kempe. Fie M = (G, ¢, V}, $) un mecanism plan abstract.
Ca de obicei, notam cu V multimea de varfuri. Sa presupunem ca I, O sunt
submultimi ale lui V. Multimea I este multimea de inputuri, iar O este
multimea de outputuri. Multimile I gi @ pot avea varfuri in comun. Sa
observam ca avem niste proiectii canonice

m:CYV -l CVs(¢-(¢pech

Reamintim ca in egalitatea de mai sus privim ¢ ca o functie ¢ : V — C.
Atunci (|; este restrictia ei la submultimea I. In mod similar definim o
proiectie canonica 7o : CV — C9. Spatiul de configuratii C(M) este, dupa

D El a fost avocat de profesie, dar mare amator de matematica. Printre altele, a
dat si o demonstratie (incompletd) a problemei celor patru culori. In pofida erorii, ideile
lui s-au dovedit a fi fundamentale. Demonstratia din 1976 a acestei teoreme cu ajutorul
calculatorului se bazeazi pe ideile propuse de Kempe. (N. A.)
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cum stim, o submultime algebrica reals a lui CV. Definim
D(M, ) := m(C(M)) c CL.

Numim aceasta multime domeniul tripletului (M,I, Q). Din teorema
Tarski-Seidenberg deducem ca domeniul este o multime semialgebrica.

Fie F : D(F) ¢ CT — C? o aplicatie definita pe o submultime D(F) a
lui C'. Spunem ci tripletul (M, I, Q) reprezintd aplicatia F daci domeniul
D(M,]) este continut in domeniul D(F') al aplicatiei F' si in plus

To = F(WH(C)) , V(e C(M)v

In limbaj moderm, egalitatea de mai sus spune ca diagrama de mai jos
este comutativa.

(M)

T To

D(F) 7 > °

S& observam ca daca (M, I, Q) reprezinta F, atunci pentru fiecare punct
Z € D(M,I) pot exista mai multe configuratii ¢ € C(M) astfel incat (|; =
z. Toate aceste configuratii au insa proprietatea ca pozitia outputului ¢|g
este unic determinata. Mai precis, daca inputul (|; este punctul Z e CL,
atunci output-ul ¢|g este punctul F(Z) € C% Cu alte cuvinte, pozitia
varfurilor input determina unic pozitia varfurilor output, desi poate exista o
multitudine de configuratii pentru cu aceleagi varfuri input si output.

Exemplul 3.1. (a) S& consideram mecanismul canonic Mg, definit
in Exemplul 1.4. Definim I = {D} si O = {E}. Este clar ca (Mcan, 1, 0)
reprezinta aplicatia identitate C — C.

(b) S& notdm cu M inversorul lui Peaucellier rigidizat!) in care varful
S este liber; vezi Figura 3.1. Am introdus varful F' pentru a elimina unele
degenerari. In Figura 3.1 avem c < b < a

Fig. 3.1. Inversorul lui Peaucellier cu varful S liber.

D Reamintim ci rigidizarea revine la addugarea unei proteze rombului M PN(Q. Pentru
simplitate, nu am mai inclus proteza in Figura 3.1. (N.A.)
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Daca definim I = {M} si (O) = {/V}, atunci tripletul (M, 1, O) repre-
zinta restrictia la coroana circulara

Va2 =+ —c<|z-0|< Va2 -+ +c

a transformirii prin inversiune de centru O si de putere a? — b%; vezi [1,
Teorema 241].

(¢) S& consideram din nou bratul de robot din Exemplul 1.1, Figura 1.1.
Notam cu B acest mecanism plan si definim I = {c¢}, O = {a}. Domeniul
tripletului (B, 1, Q) este discul D(a, 2r) de raza 2r centrat in punctul a. Acest
triplet reprezinta functia constanta F': D(a,2r) — C, z — a.

Inainte de a introduce urmitorul concept cheie datorat lui Kapovich si
Millson trebuie sa mai facem cateva observatii elementare. Sa observam ca
orice bijectie a: A — B induce un izomorfism liniar

of :CB -4
care asociaza functiei ¢ : B — C functia o*(() = (oa : A — C. Astfel,
dacd notam cu [n] multimea {1,2,...,n}, atunci spatiul CI" se identifica
natural cu spatiul C", iar orice bijectie « : [n] — I induce un izomorfism
o :CI - Cn.
Definitia 3.2. Fie F': C"* — C™ o functie polinomiala reala. Spunem

ca I este reprezentabila prin mecanisme plane daca pentru orice raza R > 0,
oricat de mare, exista un mecanism

M = MR = (Gaea Vf7¢)

cu multimea de varfuri V = Vg, submultimi M)
IO C V si bijectii @ : [n] — I, 5 : [m] — O astfel

incat au loc urmatoarele conditii: T T
(a) INO = 0.

(b) Domeniul D(M,I) contine bila de raza R !

in C? cu centrul in origine. a*l lﬁ*
(c) Tripletul (M, I, Q) reprezinta functia po-

linomials (B%)™' o Foa*:Cl — CP, c"— s c™

RV o o .y F
adica diagrama alaturata este comutativa.

Exemplul 3.3. Si consideram aplicatia polinomiald F : C2 — C,
F(z,w) = =(z,w). Aceasta se poate reprezenta cu ajutorul unor mecanisme

2

numite pantografe; vezi Figura 3.2.

Fig. 3.2. Pantograf.
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Sa notam cu P acest mecanism. Rombul CDFFE este rigidizat, dar
pentru simplitate nu am inclus proteza. In Figura 3.2 am notat cu z € C
coordonata complexd a lui A, si cu w € C coordonata complexa a lui B.

1
Atunci coordonata complexa a lui C' este 5(2 + w) deoarece punctul C' este

mijlocul segmentului [AB]. Observam ca |z — w| < 4a. Definim I = {4, B}
si O = {C}. Atunci tripletul (P,1,0) are domeniul:

D(P,I) = {(2,w) € C% |z — w| < 4a}.

Acest domeniu contine bila din C? cu centrul in origine si de diametru

4a,
{(z,w) € C%|2]* + |w]* < 4a*}.

Variind lungimea a deducem ca aceasta familie de pantografe reprezinta
functia F'.

Are loc urmatorul rezultat fundamental care generalizeazda Exemplul
3.3.

Teorema 3.4. (De reprezentabilitate a lui Kapovich-Millson). Orice
aplicatie polinomiald reald C* — C™ este reprezentabild prin mecanisme
plane.

Inainte de a schita demonstratia acestei teoreme dorim sa aratam cum
putem deduce din ea teorema de universalitate.

Demonstratia teoremei de universalitate. Urmam strategia din
[8]. In demonstratie avem nevoie de urmétorul rezultat de geometrte semial-
gebrica.

Lema 3.5. Fie S C R™ o multime semialgebricd compacta. Atunci
exista o multime algebrica compacta A C R™ x R™ astfel incat S = w(A),
unde m: R™ x R™ — R™ este proiectia canonica.

Demonstratia nu este lunga, dar folosegte rezultate delicate de geometrie
algebrica reala gi de aceea nu o includem. Dificultatea consta in a gasi o
multime algebrica compacta A astfel incat m(A) = S. Se pot gasi foarte usor
multimi algebrice necompacte A astfel incat m(A) = S. Cititorul interesat
poate consulta [8, Lemma 3.1].

Sa consideram o multime semialgebricd compacta S din planul euclid-
ian C. Folosind lema de mai sus putem gasi o submultime algebrica reala
compactd A C C" x C astfel incat S = 7(A), unde 7 : C" x C — C este
proiectia canonica

(2’1, e ,Zn+1) = Zn+1- (31)

Folosind Propozitia 2.4 deducem ca exista o aplicatie polinomiala reala
p: C" x C astfel incat A = p~1(0). Deoarece A este compacti,!) este inclusi
intr-o bila Bg de raza R cu centrul in O € C" x C. Din teorema Kapovich-

D Aici avem nevoie de compacitatea lui S. Daca S nu este compact a, atunci A nu poate
fi compacta. (N.A.)
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Millson deducem ca aplicatia p este reprezentabila prin mecanisme. Prin
urmare, putem gasi un mecanism M = (G, i, Vy, ¢), sub multimi disjuncte
I,O C V, o bijectie [n + 1] 5 T astfel incat:

e multimea O are cardinal I, O = {wvg},

e imaginea lui D(M,I) prin izomorfismul o* : C! — C"*! contine
multimea algebrica compacta A, o*(D(M, 1)) D A,

e tripletul (M, I, Q) reprezinta aplicatia C' @ ¢ntl 2 ¢ = 0.

Definim acum un nou mecanism M’ fixand varful vy din O in originea
planului complex. Mai precis

M/ = (G;Ea ‘G/aqb/)? Vf/' = Vf U {UO}’ ¢/(U) - { g;(v)’ ’lqj i"ljg

Atunci o*(C(M')) = A. Sa notdm cu v varful a(n + 1). Atunci
urma C(M’,v) a varfului v al mecanismului M’ coincide cu imaginea lui
A prin proiectia 7 descrisa de (3.1). Aceasta imagine este, prin constructie,
multimea semialgebrica compacta S C C.

4. Demonstratia teoremei de reprezentabilitate

Principiul de demonstratie datorat lui Kempe este simplu: reducem
problema reprezentabilitatii la o clasa de aplicatii polinomiale mai simple
care genereaza prin operatii elementare (adunare, inmultire, compunere etc.)
Intreaga familie de aplicatii polinomiale.

Sa consideram doua aplicatii polinomiale Fy : C* — C™ si F} : C" —
C™:. Atunci avem o noud aplicatie polinomiala Fy x Fy : C" — C™0 x C™..
Daca restrictia lui F}, j = 0,1, la o bild B a spatiului C" este reprezentabild
printr-un triplet (M;,1;,0;) si bijectii

aj:[n] —=1;,  Bj:[mi] — Oy

atunci putem forma un nou mecanism M = Mgy x M; obtinut identificand
varfurile din Iy cu varfurile din I; cu ajutorul bijectiei

]10 ag [n] ﬂ) ]11.

Multimile I si I; se identificd natural cu o submultime de varfuri a
lui My x Mj. Definim O = Oy U Q;. Atunci tripletul (Mg x M1,1,0)
reprezinta restrictia Fy x Fy la bila B a spatiului C". Am aratat astfel ca
daca doua aplicatii polinomiale F} : C" — C™ sunt reprezentabile la cazul
special al aplicatiilor polinomiale reale F': C" — C.

In exemplul 3.1. (a) am ariitat ci aplicatia identic I : C — C. Prin
urmare §i produsul cartezian

A,=Ix...xI[:C—-C,, z~— (z,...,z)

n n

este reprezentabila.
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Lema 4.1. (a) Compunerea a doua aplicatii polinomiale reprezentabile
este o aplicatie polinomiala, reprezentabila.
(b) Daca Fy : C,; — C™i, j = 0,1 sunt doud aplicatii reprezentabile,
atunci functia
(Fo,Fl) : Cno x C™M — C™0 x le,
Ch xC™ > (70, 71) — (FO (70) I (371))) .

este reprezentabild. In particular, aplicatia identica 1, : C* — C" este
reprezentabild.
(¢) Functiile

M, S C _
z2—%cz, ceR, 2522 ceR, z2+—5%Z

sunt reprezentabile. Mai general, operatia de reflexie intr-o dreaptd in plan
este reprezentabild.

(d) Aplicatia de adunare A : C2 — C,> (w) — 2z + w € C este
reprezentabila.

Pentru a nu intrerupe firul logic al expunerii vom prezenta demonstratia
acestei leme ceva mai tarziu. Sa presupunem ca F,G : C" — C sunt doua
aplicatii reprezentabile. Atunci suma lor F'+ G : C" — C se poate scrie ca o

compunere:
I, X1 F.G
cr ' on x on B9 2 4, ¢
Prin urmare, suma lor este de asemenea reprezentabila. Rezulta ca
pentru a arata reprezentabilitatea aplicatiilor polinomiale este suficient sa

aratam ca aplicatiile monomiale

C"+— C(21,y...,Zy) — ,uzflz_lbl o zﬁ”%bn, peC, a;,bjeN, (4.1)
sunt reprezentabile. Identitatea
1
2w =7 ((z+w)* = (z — w)?)

impreuna cu Lemma 4.1 ne arata ca functia produs (z,w) Lo 2w este
reprezentabila. Deducem in acest fel ca produsul a doua functii reprezentabile
este o functie reprezentabila.

Deoarece orice rotatie a planului in jurul originii se poate descrie ca
si compunerea a doud reflexii’ deducem ci orice rotatie a planului este
reprezentabila. O rotatie este echivalentd cu inmultirea cu un numar complex
de lungime 1. Deoarece inmultirea cu orice scalar real este reprezentabila,
deducem ca si inmultirea cu orice scalar complex este reprezentabila.

Exemplul 3.1 (c) aratd cd monomul constant, 1, de grad zero, este
reprezentabil pentru ca este descris de functia constanta.

Pentru a arata ca functia (z1,...,2,) +— 2 este reprezentabild con-
sideram mecanismul D,, care consta din n varfuri V;, = {v1,...,v,} si nici

DStigi sd ardtati acest lucru 7 (N. A.)
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o muchie. Daca notam I = V,,, O = {v;} atunci deducem ca tripletul
(D, I,0) reprezinta functia de mai sus. Avem insd o problemé: conditia
(a) din Definitia 3.2 este violata deoarece multimile I i @ nu sunt disjuncte.
Pentru a repara aceasta problema ne folosim de urmatorul truc:

Inlocuim varful v; cu mecanismul canonic descris in Exemplul 1.4.
Obtinem un nou mecanism D,, ;, a carui multime de varfuri este

Vn,k = (Vn \ {Ud}) @] {A, B, C, D,E},

unde reamintim (vezi Figura 1.5) cd A, B,C, D, E sunt varfurile mecanis-
mului canonic. Singurele muchii ale noului mecanism sunt doar muchiile care
apar in mecanismul canonic. Definim:

Lok = (Vo \{vs}) U{D}, O, :={F}.

Atunci tripletul (D, x, I &, Op k) reprezinta functia monomiala

(Zl,...,Zk) = 2L —.

Deducem astfel ca orice aplicatie monomiala de forma (4.1) este repre-
zentabila. Demonstratia teoremei de reprezentabilitate este incheiata daca
demonstram Lemma 4.1:

Demonstratia Lemei 4.1. (a) S& presupunem ca avem doua aplicatii
polinomiale reprezentabile

¢ o cm By,

Fixam o bila By de raza Ry cu centrul in originea lui C"0. Intrucat Fy
este continua exista o bila By de raza Ry cu centrul in originea lui C™* astfel
incat

FO (3(07 RO)) - B(Ov Rl)

Intrucat aplicatiile Fy si F7 sunt reprezentabile, existd mecanisme

M; = (Gj, 4y, V;, ¢;), j = 0,1, cu multimile de varfuri V;, submultimi

disjuncte I;,@; C V; si bijectii 0, s
aj :[ng] = L, B Inj] — Q5 j=0,1, B o
astfel incat tripletul (M, 1;,0;) reprezinta l‘*? lﬁ;l
functia " e
1 ' C, (C i+1
T
Formam acum mecanismul M = Mo#g,1;M1 obtinut identificand

varfurile din Qg cu varfurile din I; cu ajutorul bijectiei
-1
@0 L [nl] ﬂ> Hl.

Notam cu V multimea de varfuri a noului mecanism. Atunci Iy si Oy se
identifica cu submultimi disjuncte I, O C V, iar tripletul (Mo#ao,1, M1,1,O)
reprezintd functia polinomiald F} o Fy restrictionata la bila By.

(b) Demonstratia acestei afirmatii o lasam ca un exercitiu cititorului.
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(c) Pentru a demonstra ca M, este reprezentabild folosim pantograful
rigidizat cu un punct fix: Figura 4.1.

ra
ra

ra

A B C
Fig. 4.1. Pantograful cu un punct fix.

Notam cu P acest mecanism, in care varful A este fixat in originea
planului. Definim I = {B}, O = {C} si notam cu z coordonatele lui B.
Din teorema lui Thales deducem ca tripletul (P, I, Q) reprezinta functia M.,
¢ = (1 + )z, pe domeniul {|z| < 2a}. Daca alegem a si r arbitrar deducem
ca toate functiile M., ¢ > 1, sunt reprezentabile. Daca schimbam rolurile
lui B si C, adica definim [ = {C'} si O = {B}, deducem ca si functiile M.,
¢ € (0,1), sunt reprezentabile.

Daca in pantograful din Figura 4.1 fixam varful B in origine si alegem
r = 1, obtinem un mecanism pe care-l notam cu Pp. Definim I = {A} si
O = {C}. Atunci tripletul ((P,I,0)) reprezinta functia M_; pe dome-
niul {|z|] < 2a}. Rezultd ca Inmultirea cu orice scalar real ¢ # 0 este
reprezentabila.

1
Deoarece functia (z,w) +— 5(2 + w) este reprezentabila (Exemplul 3.3)

deducem ca si compunerea
1
(z,w) — §(z+w) 24w

este reprezentabila. Aceasta ne aratd ca functia adunare este reprezentabila
si deci partea (d) a lemei este demonstrata.

Notam cu h inversiunea de centru originea si putere t?, ¢ > 0. In
coordonate complexe putem scrie

~

2

h(z) = +—5 z. 4.2
)= 1 (4.2
Dupé cum am vazut in Exemplul 3.1 (b), Figura 3.1, putem folosi in-
versorul lui Peaucellier pentru a reprezenta aceasta inversiune pe coroane
circulare. Daca in Figura 3.1 alegem t = va? — b2 = 4r si ¢ = 3r acest

mecanism reprezinta inversiunea h pe coroana circulara {2r < |z| < 8r}.

Folosind (4.2) deducem imediat egalitatea

22 =12 —th (% (h(t + 2) + h(t — z))) .



L. NicoLAESCU, O INTRODUCERE IN TEORIA MECANISMELOR 19

Daca alegem |z| < r, atunci z + ¢ si z — t se afla In coroana circulara
{2r < |z| < 8r} si deci h(z +t) si h(z —t) se pot reprezenta prin mecanisme
pe discul {|z| < t}. Cu alte cuvinte, functia z? se obtine prin adunare,
compunere §i iInmultire cu scalari din functii reprezentabile si prin urmare
este reprezentabila.

Ca sa reprezentam functia conjugare z — Z folosim un mecanism descris
in Figura 4.2.

Mp M‘]

Fig. 4.2. Simuland conjugarea.

Sa explicam putin aceasta figura. Dreapta punctata este axa realda M,
si M, sunt mecanisme independente continand varfurile p si respectiv g astfel
Incat urma lui p este intervalul [—b, —al, iar urma lui ¢ este intervalul [a, b].
(De exemplu, My, si M, sunt inversoare Peaucellier rigidizate ca in Exemplul
1.3.) In mjilocul figurii avem un romb rigidizat puqv ale carui laturi au
lungimea c¢. Notam cu C acest mecanism si definim I = {u}, O = {v}.
Observam ca tripletul (C,I,Q) reprezinta aplicatia de conjugare intrucat v
este reflexia lui u in axa reald. Daca alegem a, b, c astfel incat

min(b—c¢,c—a) > R >0

atunci domeniul acestui triplet contine discul {|z| < R}. Aceasta arata ca
aplicatia de conjugare este reprezentabila.
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Asupra procedeului de evaluare asimptotica a lui De Bruijin

DUMITRU Popa?)

Abstract. We present an approach for obtaining the asymptotic evalua-
tions for some recurrent sequences. Our approach follows the seminal ideas
of De Bruijin.

Keywords: recurrent sequences, De Bruijin.
MSC : 62G20, 40-99.

In acest articol ne propunem si indicim un mod de a obtine evaluarile
asimptotice pentru unele giruri definite recurent. Pentru aceasta vom urma
ideile lui N. De Brugjn din [2] pag. 154-159. Evaluari asimptotice pana la cele
de ordinul II pe care le vom prezenta in continuare sunt probabil binecunos-
cute cititorilor, vezi de exemplu [6, cap. II]. In cele ce urmeazi vom pune
in evidenta procedeul general de obtinere a evaluarilor asimptotice de ordin
superior, care, din cate cunoastem, este mai putin cunoscut. Rezultatele pe
care le vom prezenta ne-au fost sugerate de cele din [2] in care este analizat
cazul particular al girului de numere reale (x,,),en definit prin

T1 € (0, g} $i Tpy1 =sinz,, VneN.

Nu putem Incheia aceastd scurta introducere fara a mentiona cartea
clasica [4] si o alta, relativ recenta [3], pe care le recomandam cu deosebita
caldura cititorilor interesati de problematica evaluarilor asimptotice pentru
giruri §i nu numai.

Simbolurile o si O ale lui Landau

Vom prezenta, pe scurt, aceste doua simboluri binecunoscute, indicand
acele proprietati de care vom avea nevoie ulterior si care in fapt reprezinta
transpunerea in acest nou limbaj a unor proprietati binecunoscute. Pentru
mai multe detalii, cititorul interesat poate consulta [1].

Definitia 1. a) Fie (b,), oy un sir de numere reale cu proprietatea ca
existd ng € N astfel incit b, # 0, oricare ar fi n > ng. Spunem ca:
(i) Un sir de numere reale (an),cy este o de sirul (b,),cy si scriem

oo . ¢ Qn,
an = o (by) daca si numai daca lim — = 0.
n—oo n

DFacultatea de matematica si informatics, Universitatea Ovidius din Constanta
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(1) Un sir de numere reale (ay,), oy echivalent cu sirul (by),, oy st scriem

an « by, daca si numai daca lim — = 1.
n—oo n

b) Fie g : (a,00) — R o functie cu proprietatea ca g(z) # 0,
Vx € (a,00). Spunem ca functia f : (byoo) — R este o de functia g si
scriem f(z) = o(g(x)) pentru x — oo daca si numai dacd lim 1 (@) =0.

2= g (z)
¢) Fie I interval deschis care confine pe 0, g : I — R o functie cu

proprietatea ca g (x) # 0, Vo € I. Fie J interval deschis care contine pe 0
st f:J — R. Spunem ca f este o de functia gsi scriem f(x) = o(g(z))
pentru x — 0 daca st numat dacd lim ! (@) =0.

20 g (z)
Pentru a nu complica inutil notatiile tot timpul cand vom scrie

an = 0(by), an « by, respectiv f (z) = o(g(x)) pentru x — oo (sau z — 0)
subintelegem ca sunt indeplinite conditiile din definitia 1. De asemenea o (by,)
va desemna un sir (a,), ¢y cu proprietatea a, = o (by,).

Notatia z, = y, + 0 (b,) va inseamna x,, — y,, = o (b,). Sa observam ca
an » by, revine la a,, = by, + 0 (by,).

O semnificatie analoaga au f (z) = h(z) +o0(g (z)) pentru z — oo (sau

x — 0). De asemenea sa remarcam, ca de exemplu, lim f(2)
20 g (x)
f(x)=g(z)+o0(g(x)) pentru z — 0.

Observatia 2. a) Un mod util de a obtine evaluari asimptotice pentru
giruri rezulta din formula lui Mc Laurin. Fie I un interval deschis care contine
peOsif:I—R.

i) Daca f este derivabila in 0 atunci, conform definitiei, f (z) = f(0) +

/" (0)

+T:c + o(z) pentru z — 0, iar de aici, din definitia limitei cu siruri,

1 — 0, Varezultaf(%) :f(O)—i—f/(O) .%—1—0(&).

n 1! n

= 1 revine la

ii) Daca f este de doua ori derivabila in 0, atunci conform formulei lui

Mc Laurin avem f (z) = f(0) + f (O)x n 17 (0)

2240 (x2) pentru x — 0,

1! 2!
1 ! 1 " 1 1

deundef<5) :f(0)+f1—(!0)-5+f2(!0) 'ﬁ+o<ﬁ>‘

b) Deoarece LI 1 —z+o(x), LI 1 —xz+ 2%+ o(z?),

14z 14+

1 —11—x =l—-za+4+22—-22+o0 (:1:3) pentru x — 0, obtinem: pentru orice
sir a, — 0, cu proprietatea ca dng € N astfel incat a, # 0, Vn > ng, avem:

1_'_1an =1—an+o(ay), Tra = 1—an+a%+0(a%),
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1

1+a,
Indicam fara demonstratie, cateva poprietati ale simbolului o, pe care
le vom folosi uneori fara explicatii suplimentare.

:1—an+a%—a%+0(ai).

Proprietati ale simbolului o.

1. Daca z, = o(by) si yn = 0(by), atunci x, + yn = o0 (by).

2. Daca x, =0 (by), A € R, atunci Az, = o (by,).

Proprietatile 1 si 2 se exprimd sub o forma sugestiva astfel: o(by,) +
0(bn) = 0(by) si Ao (by) =o0(by) daca A # 0.

Ca o exemplificare a celor de mai sus indicam urmatorul exemplu. Citi-
torul interesat poate gasi altele in [1], [2], [4], [6].

1 2 3 1 1
Exemplul 3. Avem In(n+1) =Inn+—+—5+-—5+o —),
n n? n

) nt1
1 1+1+ 1\ .In(n+1) Inn lnn+1+lnn+ Inn
= -4+ 4ol |si—L =" "+ -+ " +o| — .
n n?2 nd n3 n+1 n n?2 n?2 nd n3

Demonstratie. Din formula lui Mc Laurin sau direct, cu regula lui

2 3
L’Hospital, avem In (1 + z) = =+ % + % +o (x3) pentru z — 0, iar de aici,

1

cum — — 0, obtinem prima relatie din enunt. Pentru cea de a doua, tindnd
n

cont de observatia 2 b), avem:

1 1 1 1 1 1 1
n n 1+_ n n n n
n

1 1 1 1
:E_ﬁ—’_ﬁ—'_o E .

Pentru ultima relatie folosind cele demonstrate anterior si proprietatile

simbolului o avem: w =
n+1

(el 2 3 (1 SN S R
_nnnn2n30n3 nn2n30n3_

Inn Inn Inn Inn 1 1
Tttt ) tete\m) T

Inn Inn 1 Inn (hln)
= + ol — |-

n n? n2 n3

Definitia 4. Fie (b,), oy un sir de numere reale pozitive. Spunem cd
un sir de numere reale (an),cy este O de sirul (by), cnst scriem a, = O (by,)
daca si numai dacd

M > 0, Ing € N astfel incit |a,| < Mb,, Yn > ny.
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Pentru a nu complica inutil notatiile, scrierea O (b,,) va insemna un sir
(@n),en cu proprietatea a, = O (b,). De asemenea, notatia z,, = y, + O (b;,)
inseamna x, — y, = O (by).

Urmatoarele proprietati rezulta simplu din definitie (omitem demon-
stratia lor), si ele vor fi folosite frecvent, uneori fara explicatie.

Proprietati ale simbolului O.

1. Daca z, = O (by) st yn = O (by), atunci x,, + y, = O (by,).
2. Dacd xp, = O (by), iar X € R, atunci A\x,, = O (by,).
Proprietatile 1 si 2 se exprima sub o forma sugestiva astfel

O (by) + O (by) = O (by) si MO (by) = O (by) dacd X # 0.

3. Daca x, = O (by) si yn = O(cy), atunci xpy, = O (byey). In
particular, dacd x,, = O (by), atunci 22 = O (b3), x5 = O (b)) etc.
4. Daca (xy), oy este marginit si a, = O (by), atunci apzy, = O (by).

Comentariu. Fie (by,),,cy un sir de numere reale pozitive. Dacd notam

O (bn) = {(an)yey CR|IM >0, Ing € N astfel tncat
’a’n’ S Mbn7 vn Z nO}v

atunci, cu aceasta definitie, notatia O (b,) capatd o interpretare algebrica
evidenta. De exemplu proprietatile 1 gi 2 afirma ca O (by,) este spatiu liniar
relativ la operatiile uzuale de adunare si inmultire cu scalari pentru giruri. O
semnificatie analoaga o are o (by).

Din faptul binecunoscut ca orice gir convergent (in cazul nostru catre
zero) este marginit, rezulta

Propozitia 5. Dacd x, = o(b,), atunci z, = O (b,). In particular
orice relatie adevdrata pentru o este adevarata si pentru O.
Din propozitia 5 si observatia 2 b), deducem ca daca a,, — 0, atunci
1
1+ ay, "1+ ay,

Vom avea nevoie de urmatorul rezultat binecunoscut.
x

Propozitia 6. a) Pentru orice o > 0 seriile Z

n=1

=1-a,+ 0 (a?) =1—ay,+a2+0(ad), etc.

In®n

P} sunt conver-
n

gente, in plus:

> lno‘kil In“n In%n
Zka—l—l_a. no +o no :

k=n

In particular,

= In“k In®n
k.a-l—l =0 ( ne ) :
k=n
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oo

b) Pentru orice o > 1 seriile Z — sunt convergente st
n

n=1
S L1 (1
ke (a—1)no-1 no-1)’
k=n
i 1 1 1 1 N 1
—_——_— — — — . — 4o —].
k> (a—1)no"1 2 no ne
k=n

In particular:
[o¢]
1 1 1 1 1
—:—+0<—> :—+0(n2”>.
n n n

k2 n?2
k=n
) A “lnk Inn 1 1 lnn+ Inn
c) Avem _— =4+ —qol=.
k2 n n 2 n? n?
R k=n
In particular:
oo 2
Ink Inn 1 Inn Inn 1 In“n
— =—+—-40|—% | =—+—-40 .
k2 ot ( n? > M ( n? )
k=n
Demonstratie. a) Rezultd simplu din evaluarile pentru serii si inte-
grale, vezi [5] sau [6, cap. VIJ.
=1 1
b) Sa notam Qp = Z ]{;_a - W Atunci:
k=n
1 1 1 1
=it == o et T T )

nafl

b))

—1
Deoarece (1 +z)" =1+7rz + L2):):2 + 0 (2%) dacd & — 0 obtinem:

-«
<1+%> _1—(1—a)-%—w-%+o<%>. )
Folosind (2), din (1) dupa calcule simple, deducem:
o 1 1
Op — Qi1 = 5 W—FO(W)
ie.
S g

T T T e
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0
Conform lemei Stolz-Cesaro, cazul [6} si evaluarile pentru serii si in-

tegrale, vezi [5] sau [6, cap. VI], din (3) obtinem:

0
o 1 a 1 1 1
anm_Ekaa—i—lm R a:_Qna'
=n

2 an
[e.e]
Ink 1 1
c) Analoaga celei de la b). Sa notam [, = % 2% 2 Avem
= noon
Inn In(n+1) Inn 1 1
ﬁn‘ﬁnﬂ—W*(W‘T)*(nﬂ ‘5)7

de unde, folosind exemplul 3, dupa calcule simple obtinem:
Inn Inn
ﬂn_ﬂnJrl = —3+0(—3> )
n n
ie.
Inn

Bn — ﬁnJrl - F (4)
0
Din (4) folosind lema Stolz-Cesaro, cazul [6} si evaluarile pentru serii
si integrale din [5] sau [6, cap. VI] obtinem:
o0
Ink Inn  Inn

— N — = ——
k3 o2nd3  2n?
k=n

571"‘

Urmatoarea propozitie, vezi [2] pag. 156, este un rezultat general care
ne permite sa obtinem evaluarea asimptotica de ordinul I pentru o clasa
suficient de larga de siruri. Demonstratia de mai jos este diferita de cea
din [2].

Propozitia 7. Fie (wy,), ¢y un sir de numere reale astfel incdt wy, — oo

§t
1
wn+1:wn+1+0(_>-
Wn,
Atunci
1 1 1 1
—zO(—), wy, =n+ 0 (lnn), —:——I—O<n—2n>;
Wn, n Wn, n n

in particular

Demonstratie. Relatia din enunt afirma ca:

M
IM >0, 3ny € N astfel incat |wyy1 —w, — 1| < —, V,n>n1. (1)

n
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Cum w,, — oo, — — 0, deci:
Wn,
M 1
dno € N astfel incat — < =, Vn > na. (2)
Wn, 2
. . . o 1
Fie ng = max (ni,n2). Din (1) si (2) rezultd |wp41 —w, — 1] < 2
1
pentru orice n > ng si de aici wp41 —wy — 1 > 5 pentru orice n > ng i.e.
1
Wnt1 = Wn 2 5, Vn > ng. (3)
In (3) dand lui n valorile ng, ng + 1, ..., n — 1 gi adunénd obtinem
Wy, — Wpy > — "o de unde
=< - , Vn>mno+ L. (4)
W, n—"ngo
Wpo + 2

Cum membrul drept din (4) are limita 1, rezulta ca exista L > 0, pgp € N
astfel incat n
- S Lu vn 2 Do, (5)
Wn,
1 1
ie. —=0|[—-).
Wy, n
Folosind (5), din (1) obtinem ca exista A = ML > 0, exista
n3 = max (pg,n1) € N astfel incat:

A
|wn+1 —wy, — 1] < —, Vn > na. (6)
n
Fie a,, = w, — n i.e. w, = a, + n. Din (6) deducem
A
|ant1 — an| < o Vn > ns. (7)
Folosind |z + y| < |z| + |y| din (7) prin adunare deducem:
! \<A1+1++1v>+1
(079 Ans+1| > TL3+1 n3+2 n , VL = N3
de unde:
1 1 1 1
lan| <lang41|+A(1+=+...+— | —A(l+-+...+— ), Vn>nz3+1,
2 n 2 ns
iar de aici:
1 1
| |an3|—A(1—|—§+"'+n—> 1_|_1_|_..._|_l
R 3 +A- 2 n’ (8)
Inn Inn Inn

Vn2n3+1.
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1 1
1—1—5-1--“-1-—
Cum lim . — 1, jar:
n—oo hln
1 1
ol = A (144 o)
. 2 ng
lim =0
n—oo hln

din (8) rezulta ca:
3B >0, 3n, € N astfel incit @ < B, Vn>ny,
nn

ie. w, —n=a, =0 (Inn).
Din w, =n + O (Inn), prin impartire la n rezulta:

&:1+O<m_n>

n n

1 1
si tinand cont ca an ., 0, deci din cleste O (ﬂ) — 0, rezulta Yn 1.
n n n

Conform celor aratate anterior avem:

L_E_M.L_M.OG)_O(M)

w, N n Wy, n n n2
si propozitia este complet demonstrata.
Urmatoarea lema este utilizata implicit in [2] pag. 158.

Lema 8. Dacd 41— 1 = an + O (by), seriile de numere reale pozitive

[e.e] [e.e]
Z an St Z b, sunt convergente, atunci exista lim r, =r € R si in plus:
n—oo

r—rn—ian+0<§:bn>.
k=n k=n

Demonstratie. Relatia din enunt revine la:

n=1 n=1

IM >0, Ing € N, astfel incat |rpr1 — 1 — an| < Mby, Vn >ng. (1)
Din (1) si proprietatea |z + y| < || + |y| rezulta simplu ca:
Pngp =T = (an + -+ anyp)| S M (bn + - + bnyp) (2)
Vn > ng, Vp € N 5i de aici:
ITntp — Tn| <an+-- -+ angp+ M (by+ -+ bpip),Vn > ng,Vp e N. (3)
o0 o0
Din convergenta seriilor Zan, an si (3) rezulta simplu ca sirul

n=1 n=1
(rn)pen este sir Cauchy de numere reale, prin urmare, convergent si fie
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lim r, =7 € R. Din (2) trecand la limita pentru p — oo obtinem:

n—00
oo

T —Tp — Z (079
k=n

ceea ce conform definitiei simbolului O revine la relatia din enunt.

o0
<MY by Yn=ng,
k=n

Propozitia urmatoare constituie cheia evaluarilor asimptotice de ordinul
I1T pentru o clasa suficient de generala de giruri. Cazul particular a = 1 apare
in [2] pag. 157.

Propozitia 9. Fie (wy), oy un sir de numere reale astfel incdt w, — oo

1
a 1
wn+1:wn+1+—+0<—2>

W, w2

Atunci: w n w

(i) lim 2 =1, lim —(—"—1) = a;

n—oo 1 n—oolnn \ n
(ii) exista lim Inn (L (ﬁ - 1) - a) =c € R i in plus:
n—00 Inn n

. Inn
wy,=n+alnn+c+r,, dtar r,=0|—].
n

. 1 :
(iii) Dacd notam x, = —, atunci
w

in particular:
lim nz, =1, lim L (nz, — 1) = —a,
n—oo n—oo Inn

exista: n

lim Inn (l— (nxy, — 1) + a) =—ceR

n—oo nn

1
Demonstratie. Deoarece w,, — 00, rezultda — — 0, de unde:
Wn,

o) o)

care inlocuita in relatia din enunt ne va da:

1

Wn,

Din propozitia 7 rezulta:

i_1+o(m—f). (1)



D. PorA, PROCEDEUL DE EVALUARE ASIMPTOTICA A LUI DE BRULJIN 29

. 1
Inlocuind in relatia din enunt in membrul drept pe — cu relatia (1)
wy,

rezulta:
1 1
Woi1 = wy + 1+ = +O(nn>+0( 2) 2)
n? w
. " 1 1 lnn .
Deoarece din propozitia 7, — =0 | — | = O , din (2) obtinem:
w2 n n?
1
Wnt = Wy + 1+ = +O(n:>. (3)
n

Fie t,, = w, — (n + alnn). Atunci:
tnt1 —tn = Wpy1 —wp — 1 —alln(n+1) — Ilnn]

sau, daca tinem cont de (3):

R p— (ln(n+1) lnn—l>—|—0<lnn). (4)

n

1 2 1
Din exemplul 3, In(n +1) =Inn+ —+ — +o (—2>, iar de aici:
non n

In(n+1) — 1nn—%—o(:2>:o(%>. (5)

Folosind (5), relatia (4) ne va da:

tnal — tn 0(1“"> +O<ln—f) _o(ln—f). (6)
n n n

. Inn . .
Dar cum seria g —- este convergenta, din (6) si lema 8, rezulta ca
n
n=1

sirul (t,,),,cy este sir Cauchy. Fie ¢ = lim ¢, = lim (w, — (n+alnn)) € R.
n—oo n—oo

Din (6) prin sumare, i.e. folosind lema 8 si rezultatul din propozitia

= Ink 1
6 a), % =0 ( I;n), deducem:
k=n

C—tn—Z(thrl_tk)_O(ZIZ—f) _O<ln7n)

k=n k=n

1
sau t, = c+r, unde r, = O (M> i.e.
n

1
wn:n+alnn+c+rniarrn:O(M>. (7)
n

Asgadar (i), (ii) sunt demonstrate.
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(iii) Vom folosi relatia: daca a,, — 0, atunci:
1
1+ap,

vezi cele ce urmeaza dupa propozitia 5.
Din (7) si (8) deducem:

=1—a,+0(a2) (8)

11 1 1 1
Lo __(1_M_£_T_"+O(ai))’(9)
Wp, n 1+ann c T n n n n
n n
1
undean—ann —n

°y
v 1 1 1
Avem a, = (_n) + 0 (M) + -0 (ﬂ) =0 ( nn>’ de unde
n n n n n
(@)

In“n . T Inn In%n
ai:O 7),1&1‘520(—2): <n2> (10)

Inlocuind (10) in (9) obtinem:

1 1 Inn ¢ In®n
=—=——a—7——+0 . 11
n W, N ey n2+ (n3> (11)
Din (11) rezulta imediat limitele din enunt,.
Propozitia 9 ne permite sa putem obtine si evaluarea asimptotica de or-

dinul IIT pentru un sir binecunoscut. Noutatea fata de relatiile binecunoscute

o reprezinta ultimul punct din urmatorul corolar, celelalte fiind binecunos-
cute, vezi [6, cap. II].

Corolarul 10. Consideram sirul de numere reale (Ty,),cg definit prin
x1 € (0,1), Tpy1 = zp — x% pentru orice n € N.

R . . n Lo
Atunci lim z, =0, lim nz, =1, lim — (nz, — 1) = —1,exista
n—oo n—oo n—oo Inn

lim Inn (IL (nxy, — 1) + 1) =—ceR.

n—oo nn

Demonstratie. Avem, dupa cum este simplu de aratat, x, \, 0.

Notam w, = —. Atunci w, — oo gi in plus, din observatia 2 b):
n
1 1 1 1
_ . -~ 2 3 3V) —
Tpnt1  Tp 11—y, xn( +xn+xn—|—xn+o(mn))

:i—i—l—l—xn—l—x —|—0( )
Tn

De aici rezulta, tinand cont de propozitia 5, ca:

1 1
= —+ 14z, +0(27),
Tn+1 Tn
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ie.
1 1
Wy, w2
Din propozitia 10 rezulta enuntul.
Comentariu. Daca in evaluarile asimptotice de ordinul I si II rezul-
tatul era constant, la evaluarea asimptotica de ordinul III, limita, care exista
si este un numar real, va depinde de primul termen 1 € (0,1).

In masura in care spatiul editorial va permite vom reveni indicand pro-
cedeul prin care se obtin evaluari asimptotice pana la ordinul VI inclusiv.
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Clifford chain for equal ellipses

BY ALEXANDRU BOBE AND WLADIMIR BOSKOFF!)

Abstract. The elementary Tzitzeica-Johnson problem has been known by
Tzitzeica since 1908 (see e.g. [8], p.160; [5], p. 16; or [6], p.86) and it is
included as Problem 197 in the sixth edition of his problem book [7]. It
was also known and published by Johnson in Amer. Math. Monthly in
[4], and was proposed in a mathematical competition in Hungary in 1923
(according to [8], p.161). The statement of Tzitzeica-Johnson theorem in
Euclidean geometry is the following: Consider three circles of equal radii
R and centers O1,02,03 that have a common point H. They intersect
also two by two in three other points different than H, denoted A, B,C.
Then the circumradius of AABC is also R. It is known that Tzitzeica-
Johnson configuration is equivalent to Euler’s identity in a triangle and to
Poncelet’s ciclicity theorem (see [5], pp.179-180). Barbilian showed (see [1])
how the configuration can be extended to more than four circles, producing
a Clifford chain. Our goal is to extend the configuration to ellipses and
to see under which conditions the previous results still hold. The intrinsec
properties of the Euclidian geometry are the only used in all proofs of this
article.

Keywords: Clifford chain, Tzitzeica, ellipses.

MSC : 51N20, 01A60

1. Introduction

First of all, for the future developments, we have to prove two results
concerning the geometry of the ellipse.

Lemma 1. Let ABCD be a parallelogram inscribed in an ellipse &,

and {P} = AC N BD. Then the center O of the ellipse coincide with P.
Proof. We suppose that P # O.

Let us denote with A’, B, C’, D’ the
B symmetrical points of A, B,C,D. The
points A’, B’,C’" and D’ lie on & be-
cause O is a symmetry center for the
ellipse.
The four segments AC’, BD’,
CA’ and DB’ are parallel to OP and
equal with 2-OP because OP is a midline in the triangles ACC’, BDD',C AA’

and DBB’', respectively. But for a given direction OP it exists at most 2
parallel and equal segments to the edges on the ellipse. Thus, we have that
P=0.

Definition 1.1. Two ellipses having parallel major axis and the same
semi-azxes lengths are called equal.

We denote by & (01, a,b) and & (02, a,b) such two ellipses, where Oy,
O» are the centers, and a, b are the lengths of the major semiaxis and of the
minor semiaxis, respectively.

D Universitatea Ovidius din Constanta
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Lemma 2. Let & (O1,a,b) and & (O1,a,b) be two equal ellipses. If
E1N & ={A, B} then AO1BOs is a parallelogram.

Proof. We construct C1C5 through A and Dy D5 through B such that
C1Cy and Dy D, are parallel to 010+, Cy, D1 € &1, Cy, Dy € &s.

Since the translation O1 — O overlaps O7 over O, then C7 — A,
A — Cy, D1 — B and B — Ds. So, we have that C1A= ACy = DB =
= BDy = 010,. 1t results that C1ABD; and ACDs B are parallelograms.
According to Lemma 1 we have that A, O; and D are collinear and analo-
gously A, Oy and Dy are collinear. Then O105 is a midline in the triangle
D1 ADy and this implies that AO;BOs is a parallelogram.

Remark 1. Under the conditions of Lemma , if A,O1, 02 have the
affixes 0, z; and z9, respectively, then the affix of B is 21 + 29.

2. A step forward for the Tzitzeica-Johnson configuration for
equal ellipses

First of all, we have to prove the following result:

Theorem 1. If three equal ellipses E; (O;,a,b),i = 1,3 pass through a
common point P, then their other three intersection points Py;, i,j = 1,3,
1 < j lie on an ellipse equal with the initial ones.

Proof. Without loosing the generality of the problem we take P as
the origin O. We consider that the centers of the ellipses have the follow-
ing complex number as affixes: O (z1),02(z2) and O3 (z3). Using Conse-
quence , the intersection points have the affixes: P2 (21 + 22), P13 (21 + 23)
and Po3 (22 + 23).

We'll prove that Pio, P13, Pog lie on an ellipse £123 having as center
O193 with affix z; + 29 + z3. We make the translation 7 (—z1 — 29 — 23).
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It results that O1a3 (21 + 22 +23) — O (0), P2 (21 + 22) — Py (—23),
Pi3(z1 + 23) — P35 (—22) and Py3 (22 + 23) — Phs (—2z1). By symmetry
S (O) we have the following transformations:

Pl (—23) — O3 (23) , Pi3 (—22) — O2(22) , Pa3 (—21) — O1(21) .

Now, we only have to prove that O1, 02,03 lie on an ellipse equal with the
initial ones. Let us observe that if we make the translation 7 (z;) then
04 (21) — Oi (22’1), O (2’2) — P19 (21 + ZQ), O3 (23) — Pi3 (2’1 + 23) ie.
the triangle 010,03 is translated into the triangle O] PioPi3. Taking into
account the fact that O] (2z1) is the symmetrical point of O (0) with respect
to Oq, the triangle O} P12 P13 obviously becomes inscribed into the ellipse &;.

Having the the Tzitzeica-Johnson configuration for equal ellipses (The-
orem 1), we cand make a step forward:

Theorem 2. Let & (O;,a,b),i = 1,4 be four equal ellipses, all passing
through a point P and let & and £; meet also in Pi;, i,j = 1,4, 1 < j. Then
the four ellipses (according Theorem 1) &E;jk (Oyjk,a,b), 4,5 =1,4,i < j <k
through P;j, Py, and Pj, have a common point Pia34.

Proof. Without loosing the generality of the problem we take P to be
the origin O. Considering that the centers of the ellipses are O; (2;) ,i = 1,4,
we have from Consequence that the affixes of the intersection points are
Pij (zi + 25), 4,5 = 1,4, i < j and from Theorem we have that the centers of
the ellipses &;j; have the affixes Oyji, (2 + zj + 2), 4,5 = 1,4, i < j < k.

We’ll prove by transforming the configuration in two steps that the
ellipses €193, £124, £134 and &34 have as common point Pjo34 with the affix
21+ 29 + 23 + 24.

Making the translation 7 (—z1 — 2z — 23 — 24), we have: Pjagq — O (0),
O123 — Olg3(—24), O124 — Olgy (—23), O134 — Ol34(—22) and O34 —
— Ohsy (—21). Using the symmetry S (O), we obtain that Oy — Oy (z4),
Oloy — O3 (23), O34 — O2 (22) and Ohsy — O (21). So we transformed
our configuration of four ellipses €123, E124, €134, 234 in the initial configu-
ration for which we know that O is the common point. By inverting the two
transformations (7 (z1 + 22 + 23 + 24) oS (O)) we have that the ellipses £123,
€124, €134 and Er34 have as common point Pjasg (21 + 22 + 23 + 24) .
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3. The generalization

Theorem 2 asserts the existence of a common point Pjs34 of intersection
of the four ellipses determined by Theorem 1 in a configuration having four
equal ellipses passing through a given point P. Is natural to think forward
what’s happen in a configuration of five equal ellipses passing through a
common point P. According to Theorem 2, each four determine a point. Do
the five points obtained above lie on an ellipse equal to the given one? If
so, we can continue. Consider a configuration of six equal ellipses passing
through a common point P. Each five will produce one ellipse equal to the
given ones. Will the six ellipses meet in a common point Pjogs567 Can
we obtain such results? Can we find the general results corresponding to
Theorem 1 and Theorem 2 ? The answer is yes.

Definition 3.1. In the FEuclidian plane, a sequence of theorems of
increasing complezity, each building on the last in a natural progression are
called Clifford Chain Theorems.

Let us prove the general results corresponding to Theorem 1 and The-
orem 2:

Theorem 3. Given 2n + 1 equal ellipses &€ (O;,a,b),i = 1,2n+ 1,
n € N*, all passing through a point P, then the 2n + 1 points Py 7 5,1,
1 =1,2n+1, each given by the intersection of the 2n ellipses 512”5.“3”'2n+1,
j=1,2n+1, j # i, liec on an ellipse equal with the initial ones (where i
means the omission of ).

Proof. Without loosing the generality of the problem we take P to be
the origin O. We consider that the centers of the ellipses have the affixes
O; (z;). We want to prove that the 2n + 1 points lie on an ellipse having as
center the point O1. 2,41 with affix 21 + ... + 22,41.

Following the ideas from Theorem 1 we’ll make three transformations:

T - T n
Pl...f...2n+1 (Zl +oo+Z+ o+ ZQnJrl) (== _>Z2 ) 1,”'{'”2”+1 (_ZZ') ,
Pll...i...zn+1 (—2i) (—2 i (zi),i=1,2n+1,
T (z1)

01,01' (ZZ) — 0/1 (221),]311' (21 + Zi) ,i = 2,2n + 1.

The last points O] (2z1), P1; (21 + 2i) ,i = 2,2n + 1 lie on the ellipse &;
because O] (2z1) is the symmetrical point of O (0) in the ellipse &, and the
points Pi; (21 + z;) are the intersection points of & with &;,7 = 2,2n + 1.

Making the inverse transformations we conclude that the 2n 4 1 points
Pl...f...?n-i-l’i =1,2n + 1 lie on the ellipse 51...2n+1 (Ol...2n+17 a, b) .



36 ARTICOLE

Theorem 4. Given 2n + 2 equal ellipses & (O;,a,b), i = 1,2n+ 2,
n € N*, all passing through a point P, then the 2n + 2 ellipses
&1 Goonte (01...2...2n+27 a, b), i =1,2n+ 2, each determined (according Theo-
rem 3) by the 2n+1 points P1...E...3...2n+2vj =1,2n 4+ 2,5 # i, have a common
point Pi. onia.

Proof. We'll prove that the 2n + 2 ellipses meet in P; 2,42 witch has
the affix 21 + ... + 2zop42. Consider two transformations:

T(—z1—...—22n42)
) —

O1. 7 on42 (B1 + o +Zi 4 o+ 22042 O] 3 onsn (=2,

o (—2) 29 0, (z),i =T,2n 7 2.

These transformations overlap the ellipses &, ; ,, ., to the initial ellipses
&i,i = 1,2n + 2 which meet in P = O. But in the same time Pj 2,12 is

overlapped to O, thus we can conclude that P; 2,42 is the common point of
the 2n + 2 ellipses & ; 9,,0,1=1,2n+2.
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Teste de primalitate si de factorizare. Aplicatii

DANIELA CHENDREAY, CRISTINA FLAUT? §1 MIHAI POLCEANU®)

Abstract. There are reviewed some primality tests.
Keywords: prime numbers, primality tests.
MSC : 11-01.

Problema verificarii primalitatii unui numar sau a descompunerii in fac-
tori primi este o problema ugoara din punct de vedere teoretic dar foarte grea
din punct de vedere practic, atunci cand numerele sunt foarte mari. Tocmai
pe aceasta dificultate, a descompunerii in factori primi a numerelor foarte
mari, se bazeaza securitatea unui sistem criptografic i anume criptosistemul

cu cheie publica RSA.

In cele ce urmeaza, dorim sa aratam unele aplicatii ale Micii Teoreme
a lui Fermat in verificarea primalitatii unui numar.

Mica teorema a lui Fermat. Fie p un numdr prim. Atunci pentru
orice a € Z cu (a,p) = 1 avem aP~! = Imodp.

Propozitia 1. Este urmatoarea reciproca a Micii Teoreme a lui Fermat
adevdrata:

wFiep € N*, p # 1. Dacd 2P~ = 1 mod p pentru orice z, cu = nedivizibil
prin p, atunci p este prim”?

Demonstratie. Daci pentru orice z astfel incat p { = avem zP~! =
1 mod p, atunci, orice element nenul = € Z, are un invers gi anume
~2. Deci p este numir prim.

2 11

Propozitia 2. Este urmatoarea reciproca a Micii Teoreme a lui Fermat
adevarata:

Fie p € N*, p # 1. Dacd P! = 1mod p pentru orice x, cu (x,p) =1
atunci p este prim?

Demonstratie. Nu, in acest caz sunt inversabile in Z, doar acele
elemente T cu proprietatea ca (x,p) = 1, deci nu toate. Obtinem ca p nu este
prim.

Observatia 3 R
i) Se observa diferenta dintre enunturile Propozitiilor 1 si 2. In cazul in
care p este prim, pentru un numar natural nenul a, conditia (a,p) = 1 este

echivalentd cu p { a. Dacd p nu este prim, se poate intampla ca p { a dar
(a,p) =d > 1.

1)Scoala generala Ciprian Porumbescu din Constanta.
2 Facultatea de Matematici si Informatica, Universitatea Ovidius din Constanta.
3)Facultatea de Matematici si Informatica, Universitatea Ovidius din Constanta.
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ii) Daca vom calcula a"~! mod n pentru un a € {2,3,...,n — 1} cu
(a,n) =1 gi nu vom gasi 1, atunci vom sti ca n este compus.

iii) Daca aplicam testul Fermat pentru numarul n si anumite baze
a€{2,3,...,n—1} cu(a,n) =1 si gdsim c& a"~! = 1 modn, putem trage
concluzia ca n este probabil prim. Ca sa stim cu siguranta ca n este prim,
trebuie ca sa facem verificarile pentru orice baza a € {2,3,...,n — 1}. Pentru

numere foarte mari, acest lucru este practic imposibil.
Cum putem calcula mai repede a” 'mod n pentru un numir n foarte

mare? Putem face acest lucru cu exponentierea rapida pe care o prezentam
in cele ce urmeaza.

Exponentierea rapida

Daca avem dati intregii pozitivi, a, k,n, vrem sa calculam:

a® mod n.

Aceasta Inseamna si gasim intregul b satisfacand relatiile:

b= 1mod n, 0<b<n.

Cat dureaza si facem acest calcul? Metoda obignuitd este sa calculam
as = a - a, sa-1 reducem pe as modulo n, sa calculam a3 = as - a, sa-1 re-
ducem pe a3 modulo n, etc. Dacd am calculat az, am gasit raspunsul facand
urmatoarele calcule: cele k operatii in care fiecare operatie consta dintr-o
multiplicare i o reducere modulo n. O metoda mai buna ar fi exponentierea
rapida pe care o prezentam in cele ce urmeaza.

Exemplul 4. ([5]) Fie k = 1000. Il vom scrie in baza 2, si obtinem:
1000 = 2% +2° + 26 4 27 + 28 4 29,

Atunci:
3 5 6 7 8 9
ql000 _ 23 2% o6 oT | 98 09

< i o TV
Numirul a?" poate fi calculat doar prin ¢ multipliciri a ridicarilor suc-

cesive la patrat. Notam Ag = a gi facem urmatoarele calcule:

Ay = Ay Ag = a® mod n

A2:A1-A1:a4modn

Vom avea:
a9 = A;. A5 - Ag- A7 - Ag - Ag mod n.
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Deci vom avea 9 operatii sa-i gasim pe A; i incad 6 operatii pentru
calculul lui a'%%, Este mult mai convenabil decat 1000 de operatii efectuate
cu metoda initiald. Daci numarul k ~ 10'° se salveazi foarte mult din
calcule.

In general, pentru a calcula a* mod n vom scrie:

k=ko+ki -24ky -224ks-22+ ... +k -2,
unde fiecare k; este 0 sau 1. Pe urma, vom calcula:

A():a, Aleg, AQZA%,...,ATZA2

r—1s
toate calculele ficandu-se modulo n. In final, vom gisi a¥ ca fiind:
a® = produs de A; pentru k; = 1.

Vom face r operatii pentru a gasi A; si inca cel mult r operatii pentru a-1
calcula pe a®. Viteza acestei metode depinde de marimea lui 7. (Presupunem
ca avem k, = 1 deoarece k ar avea o dezvoltare in baza doi mai mica).

Obtinem:
k=ko+k -24+ky 224k - 224+ ... +k -2">2",
deci r < logy k.

Propozitia 5. ([5]) Se poate calcula a* mod n in cel mult 2logy k ope-
ratit, unde fiecare operatie consta dintr-o multiplicare si o reducere modulo
n.

Deoarece functia logaritm cregte foarte incet, obtinem o metoda foarte
practicd de a calcula a® mod n pentru un k foarte mare.

Definitia 6. Fie N un intreg impar. Numarul N se numeste pseudo-
prim in baza a, cu ged(a, N) =1, dacd a™~' =1 mod N. Spunem cd acest
numar trece testul lui Fermat.

Se numeste numar Carmichael un numdr N care trece testul Fermat
pentru orice bazd a cu ged(a, N) = 1. (De exemplu, 561 = 3-11-17 este primul
numar Carmichael. Urmatoarele numere Carmichael sunt: 1105, 1729, 2465,
2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, .... Existd o infinitate de numere
Carmichael.)

Propozitia 7. Fie n un numar natural nenul impar, n > 7 si

N = 11..1. Daca n | N, atunci n este prim. FEste adevaratd aceastd
n—1 ori
afirmatie?

107t —1
Demonstratie. Nu este adevarata. Se observa ca N = ——.

Cum n | N, rezulti ca 10"~ —1 = 9nt, t € N*. Obtinem ca 10"~! = Imodn.
Atunci n este sau prim, sau pseudo-prim in baza 10, cu (n,10) = 1.
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Observatia 8. in,propozi@ajanteﬁoaré,faptulcéj(n,lO) = 1 este de
la sine inteles pentru ca niciodata nu vom verifica primalitatea unui numar
daca el are ultima cifra 2 sau 5. Deci, baza 10 este foarte bine aleasa. Primul
contraexemplu 1n acest sens, este al treilea numéar Carmichael gi anume 1729.
Utilizand Python, acest test a mers pentru toate numerele pana la 1729
§i chiar gi pentru altele foarte mari, dupa cum se vede in programul care
urmeaza;

Cod:
def mytest(n):
"""Test primalitate"""
c=n-1
nrstr=’"’
while c!=0:
nrstr=nrstr+str(1)
c=c-1
if int(nrstr)%n==0:
return ’ (prime)’
else:
return ’(not prime)’
return ’(error)’

Rezultat:

>>> mytest (561)
> (not prime)’
>>> mytest (1729)
> (prime)’

Definitia 9. Fie N un intreg impar. Dacd N —1 = 2's, cu s un
numar intreg, atunci numarul N se numeste puternic pseudo-prim in baza a,
cu ged(a, N) =1, dacd a® = 1mod N sau exista un intreg k,0 < k <t astfel
incat a®* = —1mod N.

Testul Miller-Rabin

Propozitia 10. ([3]) Fie p > 2 un numar prim si p—1 = 2's, cu s un
numar impar. Fie a € Z, cu ged(a,p) = 1. Atunci o® = 1mod p sau existd
un intreg k,0 < k < t astfel incat a?** = ~1mod p.

Demonstratie. Daca notam a; = a2"s mod p, 0 < k < t, din Mica
teorema a lui Fermat, avem a; = 1mod p. Atunci avem ca a; = 1mod p,
pentru orice k, sau exista k € {1,2,...,t — 1}, cu p{ (ax — 1) §i a1 =
= 1mod p.

Rezulta ca apy1 = a% = 1mod p, deci ap = —1mod p.
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Propozitia 11. Fie n un intreg impar si n — 1 = 2ts, cu s un numdr
impar. Daca gasim un element a € Z, 2 < a < n—1, astfel incit n{ (a®*—1)
sint (anS +1), pentru orice k € {1,2,....,t — 1}, atunci n nu este un numar
prim.

Algoritmul

Input: N un numar intreg impar pentru a fi testat daca este prim.
Output: Compus, daca N este compus, altfel N poate fi prim.

1) Fie N un numar intreg. Il vom scrie N — 1 = 2's.

2) Cautam intdmplator un intreg a astfel incat 1 < a < N. Daca,
pentru orice k, N { (a®* — 1) i N { (ans + 1), atunci N este compus. Altfel,
N este probabil prim.

Observatia 12. ([4]) Complexitatea acestui algoritm este O(kxlog>N),
unde k este numarul diferitelor valori ale lui @ pe care le testam. Din
pacate, exista numere care trec acest test gi care sunt compuse. De exem-
plu, numarul N de mai jos nu este prim dar trece testul Miller-Rabin pentru
bazele a € {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31} :

N = 1195068768795265792518361315725116351898245581 =
= 24444516448431392447461 - 48889032896862784894921.

Testul Miller-Rabin este un test bun de primalitate.

Daca stim ca un numar nu este prim, atunci dorim sa-1 descompunem
in factori primi. Cum putem face acest lucru? O prima metoda ar fi sa
calculam toti divizorii pana la y/n, si atunci cu siguranta vom gasi un factor
pentru n. Aceasta procedura este, in general, ineficienta. Un procedeu mai
bun ar fi metoda p (RHO) a lui Pollard.

Metoda RHO (sau metoda MONTE CARLO)

Este datorata lui J. M. Pollard si are ca punct de plecare ,,paradoxul
zilei de nagtere“: daca intr-o camera sunt mai multi de 23 de oameni, atunci
exista doi, dintre cei numerotati impar, care sa aiba aceeasi zi de nagtere.
Putem reformula astfel: daca avem o multime cu n elemente si alegem la
intamplare o metoda de parcurgere a acestei multimi, atunci ne agteptam ca
dupa 1,2,...,4/n pasi s ne intoarcem in unul din locurile in care am mai
fost. Exploatand acest lucru obtinem metoda p a lui Pollard. Acest algoritm
a fost primul algoritm care a fost semnificativ mai rapid decat ,testul \/n*.

Algoritmul

Se cautd o functie f : Zy — Ty, de obicei f(x) = 22+ 1. Fie p un factor
prim necunoscut al lui n. Se porneste de la o valoare initiala x = xq, si se
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calculeaza succesiv x1 = f(xg),x2 = f(f(x0)), 23 = f(f(f(x0)))..... Definim
deci:
xjp1 = f(xj), j=0,1,2,..... §i Yr = xp mod p.

Aceasta secventd yy, este periodicd si se aratd ca aceastd perioadd este de
ordinul /p. Dacd avem ygyy = yg implicd xpy = xpmod p, deci
d = ged(xpt — zk, n) > 1. Avem foarte rar d = n. In felul acesta obtinem
un divizor al lut n nu neaparat prim.

Exemplul 13. 1) n = 91. Luam f(x) = 22 + 1,29 = 1. Atunci avem
r1 = 2mod n, r9 =5, x3 = 26 mod n, r4 = 40mod n, etc. Avem:

ged(xe — x1,91) = ged(3,91) = 1, ged(zg — x9,91) = ged(21,91) = 7,
deci 7 este factor.

2) n = 1357 Luam f(z) = 2® + 1, 39 = 0. Avem x; = 1 mod n,

ro= 2mod n, x3 = dbmod n, r4 = 26 mod n, x5 = 677 mod n,

xrg= 1021 mod n, x7v = 266 mod n, xg = 193 mod n, 9 = 611 mod n,

x190 = 147mod n, x11 = 1255mod n, 12 = 906 mod n etc.

Se observa ca ged(z12 — 26, n) = 23, deci 1357 = 23 - 59.

Complexitatea: O(n'/*1n’n).
Metoda RHO se aplica cu succes pentrut numere ce au intre 8 gi 15
cifre.
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1. Introducere

Studiul problemelor de stabilitate pentru ecuatii functionale are la ori-
gine o problema propusa in 1940 de catre S. M. Ulam relativ la stabilitatea
homomorfismelor de grupuri, anume:

Fie G un grup metric cu metrica d. Dat e > 0, existd k > 0 astfel incat
daca o functie f: G — G satisface:

d(f(x-y), f(z) fly) <&, Va,yed,

existd un automorfism a ol lui G pentru care:
d(f(z),a(x)) <ke, VzeG?

Un an mai tarziu, D. H. Hyers ofera un raspuns afirmativ pentru cazul
spatiilor Banach.

Teorema 1. ([4]) Fie E gi F doua spalii Banach gi f : E — F o
functie astfel incat pentru un § > 0 are loc:

If(z+y) = fl@) - fl <o, Va,ye k.

f(2"z)
on
If(x) = ¢(2)]| <6, Vazek.

Mai mult, ¢ este unica functie aditiva care satisface inegalitatea de mai
3)

Atunci:

(i) pentru orice x € E, ezistd ¢(x) = nlglgo , ¢ este aditivd si:

sus.
ii) Daca, in plus, pentru orice x € E, functia t — f(tx) este continud,
atunci ¢ este liniard.
Scopul lucrarii de fata este de a prezenta (v. Teorema 5 si Teorema 7)
demonstratii directe pentru proprietatile de omogenitate ale solutilor exacte

D Lucrarea a fost prezentata la faza nationald a concursului ,, Traian Lalescu®, primind
premiul IIT in cadrul sectiunii de Ecuatii functionale si Matematici Aplicate (sectiunea a
II-a). Coordonatorul lucrarii este prof. univ. Viorel Radu de la Universitatea de Vest din
Timigoara. (N. R.)

2 Universitatea de Vest din Timigoara

3) f se numeste solutie aproximativi (6— solutie), iar ¢ se numeste solutie exactd pentru
ecuatia lui Cauchy. (N. A.)
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corespunzatoare solutiilor aproximative ale ecuatiilor functionale aditive si
cuadratice in cazul stabilitatii Ulam- Hyers generalizate.

2. Stabilitate generalizata pentru ecuatia lui Cauchy

O prima generalizare a rezultatului lui Hyers (i) este data de T. Aoki
in 1950.

Teorema 2. (Aoki, [1]). Fie E gi F' doud spatii Banach si f : E — F.
Daca ezista § > 0 gi p € [0,1) astfel incat:

[f (e +y) = F(z) = fI <ol=zllP +lwll"), Vao,yekE,

atunci exista o unica functie aditiva ¢ : E — F cu:
1f(x) = p(x)|| < olf][”.

Pentru p = 0 se obtine teorema lui Hyers (i). In 1978, Th. M. Rassias
([7]) reia acest rezultat i, in ipoteza suplimentard (i) ca t — f(tx) este
continua pentru orice x € E, demonstreaza ca ¢ este liniara. Z. Gajda ([3])
obtine un rezultat similar pentru cazul p > 1, arata ca teorema este valabila
gi pentru p < 0, dar nu si in cazul p = 1, oferind un contraexemplu in acest
sens. O prezentare unitara a tuturor acestor rezultate este urmatoarea

Teorema 3 (Hyers - Aoki - Rassias - Gajda). Fie E un spatiu normat
real, F' un spatiuv Banach real, f: E — F o functie si p € [0,00) \ {1} astfel
incat are loc:

1f(z+y) = f@) = FWI <ol +lyllP), Va,ye k. (1)
Atunci exista o unica functie aditiva ¢ : E — F astfel incat:
20
_ < p )
1f(z) — o) < |2_2p|||~’0|| , VzeE (2)

Acest fenomen de stabilitate este numit stabilitate generalizata de tip
Hyers- Ulam. Demonstratiile folosesc ideea lut Hyers, anume de a construi
explicit functia aditiva ¢(z) astfel:

1
1. Daca p < 1, ¢(x) = lim 2—nf(2":1:);
n—oo

2. Daci p > 1, é(z) = lim 2"f (i);
n—00 AL

Demonstratia cazului p € [0, 1), datd de Aoki, se gasete in [1]. Celelalte
cazuri se trateaza similar.

In [5] este prezentata o altd demonstratie, care utilizeaza urmatoarea
alternativa de punct fix:

Teorema 4. ([8]) Fie (X,d) un spatiu metric complet generalizat i
J: X — X o contractie strictd) adicad:

1L <1: d(Jzx,Jy) < Ld(z,y), Vz,yeX.
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Atunci, pentru fiecare element x din X fixat, este posibila una din
urmatoarele situatii:

d(J"z, J"z) =400, ¥n >0 (A1)

sau:
d(J"z, J" ) < 400, Vn>ng (As)

pentru un ng natural. Daca are loc (Az), atunci:
(Ag1) Sirul (J"x) este convergent la y*, un punct fix al lui J;
(A22) y* este unicul punct fixallui JinY = {y € X : d(J™z,y) < oo};

1
(Ags) d(y,y*) < ﬁd(y, Jy), pentru orice y € Y.

Daca punctul fix y* exista, el nu este In mod necesar unic In tot spatiul
X, ci poate depinde de x. In cazul in care (Ay) are loc, (Y,d) este spatiu
metric complet si J(Y) C Y. Prin urmare, proprietatile (Ag;) — (Agg) deriva
din principiul contractiei al lui Banach.

In fapt, Teorema 4 se aplicd operatorului functional definit prin .J h(z) =
h(2z) sau Jh(z) = 2h (g)

Teorema 5. Daca sunt satisfacute ipotezele teoremei 3 si in plus
aplicatia t — f(tx) este continuda pentru orice x € E, atunci functia ¢ care
verifica (2) este liniara.

Observatie. In [7], Rassias demonstreaza acest fapt cu ajutorul unei
teoreme a lui Banach referitoare la continuitatea functiilor masurabile. Pro-
punem in continuare o demonstratie mai simpla decat cea data de Rassias.
Aceasta foloseste doar proprietatea de continuitate a normei.

Demonstratie. Fie z € E fixat. Definim: f : R — F prin f(t) =
= f(tz), functie care din ipoteza va fi continud. Deoarece

[F(t+s) = F(t) = F(s)l| = || f(tz + sz) — f(tx) — f(s2)l],
presupunerea:
f (b + sz) — [f(tx) = f(sz)l] < 0 ([[tz|]” + [[sz[[") = 6 ([¢[" + [s]”) [|=] 17,
se transcrie echivalent:
[t +s) = F(t) = F(s)|| < & ()t + |s[P)
pentru &' = §||x|[P. B B
Aplicand Teorema 3 pentru f obtinem ca existd o unica functie ¢ : R —
— R aditiva cu proprietatea ca

- 20

Hf(t) —E(t)H < m

1
2

[t|P, VteR. (3)

Deoarece ¢ este aditiva, ¢(t) = t¢(1), pentru orice t € Q. Vom arata
ca aceasta relatie are loc pentru orice ¢ real.
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Fiet € Rsi (t,) C Q cu lim ¢, =¢. Atunci:

[76) = 3] = || tim_ F(ta) — tim £,6(1)|| =
_ _ 26 20
= nll_{{.lo Hf(tn) - ¢(tn)” < nh_{go m’tn‘p = m‘t‘p‘

Aplicatia t — t¢(1) este evident aditiva si, din unicitatea lui ¢ aditiva
care satisface (3), rezulta ca
() = 13(1), VieR. ()
Sa consideram functia & : R — F definita prin relatia £(t) = ¢(tz) si sa
observam ca aceasta este aditiva. Dar din Teorema 3:
20 20

[F(t) =€) = ||F(tz) — o(ta)|| < mlltwllp Y

Din unicitatea lui ¢ va rezulta ci ¢ = £, deci ¢(t) = ¢(tx) si tinand
cont de (4), vom obtine:

e

o(tr) =tp(x), VteR
adica ¢ este omogena.
3. Stabilitate generalizata pentru ecuatii cuadratice
Alternativa de punct fix poate fi folosita pentru a dergonstra proprietati
de stabilitate si pentru alte tipuri de ecuatii functionale. In cele ce urmeaza

ne vom referi la ecuatiile functionale cuadratice.
Fie X g1 Y doua spatii vectoriale si f : X — Y o functie cu proprietatea:

flx+y)+ flx—y)=2f(z) +2f(y), Vz,yeX. (5)

Deoarece functiile definite pe R de forma z + ra? satisfac (5), aceasta
se numeste ecuatie functionald cuadratica si orice solutie a unei ecuatii func-
tionale cuadratice se va numi functie cuadratica. S. Czerwik ([2]) a obtinut
rezultate de stabilitate in sens Aoki - Rassias pentru aceasta ecuatie. Are loc
urmatoarea teorema de stabilitate generalizata:

Teorema 6. ([6]) Fie E un spatiu liniar (real sau complex), F un

spativ Banach, si:
2, i=0
—J 1
i 5, ’L - 1
Fie f : E — F care satisface conditia f(0) =0 si o inegalitate de tipul:

1f(@+y)+ fle—y) —2f(x) —2f W) < ¢(z,y), Vz,yecE, (6)
unde ¢ : E x E — [0,00) este o funcije data.
Daca exista L = L(i) < 1 astfel incat aplicatia:
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are proprietatea:

Q,Z)(sc)gL-r%-i/)<£), VreE (Hi)
T
$t @ are proprietatea:
n n
Jim PERTY) g vy e, (1)

(2
atunci exista o unica functie cuadraticd ¢ : F — F care satisface ecuatia
functionala (5) si inegalitatea:

1f(x) = q(@)] <

Putem acum demonstra
Teorema 7. Daca sunt satisfacute ipotezele teoremei 6 si in plus
aplicatiile t — f(tx) si t — @(tx) sunt continue, atunci q verifica relatia
q(tr) = t*q(x), Yaxc E, VtecR. (8)
Demonstratie. Fie z € F fixat gi aplicatiile

FiR—=F, f(t)=f(tz),

P:RxR—[0,00), o(t,s)=p(tz,sx)

Lifl
1-L

Y(x), Vx€E. (7)

P:R—[0,00), (t)=1p(ta).
Se observa usor ca f satisface conditia

| f(t+s)+ F(t—s)—2f(t) —2f(s)|| <B(t,s), Vi, s€ER,

iar ¢ i P verificd respectiv (H;) si (H;). Conform Teoremei 6, existi o unica
functie cuadratica g : R — F' cu proprietatea ca:

_ 1=t

I7) —a®)| < 7= () (9)

Deoarece g este cuadratica, ea verifica relatia g(t) = t>g(1) pentru orice t € Q.
FieteRsit, € Qcut, — n — oott. Atunci:

76— 2a()|| = | im F(ta) — tim 2q0)| = 1im [|F(ta) - 2a(1)]| =

o Ll—i o Ll—i o

= Jim_ [[7(tn) = q(tn)|| < T lim @) = T ¥

Sa observam ci aplicatia t +— t2g(1) este cuadratica si satisface (9). Din

unicitatea lui § cu aceste proprietiti rezulta ci g(t) = t?g(1), pentru orice
teR.

Fie acum 7 : R — F', 7(t) = ¢q(tz). Deoarece ¢ este cuadratica, si r va

avea aceasta proprietate gi in plus avem ca:

[F() =7 = I (tz) — q(t)] <

Ll—i Ll—i
t) =
VW =1-1

o(1).
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q

Din unicitatea lui ¢ obtinem ca § = T, ceea ce este echivalent cu

(t) = q(tz). Prin urmare,

alte) = 7(t) = £27(1) = q(a), VieR.
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NOTE MATEMATICE SI METODICE

Dreapta lui Euler si cercul celor 9 puncte. Generalizari

LAURENTIU HOMENTCOVSKIY) gi CRISTINA HOMENTCOVSKI?)

Abstract. We present generalizations in RY of two famous problems of
Euler, Euler’s line and Euler’s points.

Keywords: Euler line, Euler points.

MSC : 50-03, 01A55.

Este binecunoscut faptul ca, Intr-un triunghi, centrul cercului circum-

scris, centrul de greutate i ortocentrul sunt coliniare (dreapta lui Euler), iar
picioarele inaltimilor, mijloacele laturilor gi mijloacele segmentelor ce unesc
varfurile triunghiului cu ortocentrul sunt conciclice (cercul celor 9 puncte).

Scopul prezentului articol este de a prezenta o generalizare a acestor

rezultate in R™. Vor fi abordate mai intai cazurile R? si R3, pentru o buna
calibrare a instrumentelor ce vor fi folosite in demonstratie. Metoda de lucru
va fi cea vectoriala.

D Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Ovidius din Constanta.

2) Liceul Ovidius din Constanta.
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A) Cazul R?

Lema 1. Intr-un triunghi ABC notam cu H ortocentrul gi cu O centrul
cercului circumscris. Atunci OH = OA+ OB + OC.

Demonstratie. Pentru demonstratie am ales o metoda ce va permite
ulterior o generalizare in R".

o — —_— —_— e —_— . o o o —

Notam v = OH — OA — OB — OC. Trebuie sa demonstram ca v
este vectorul nul. Pentru aceasta vom arita ci v este perpendicular pe toti
vectorii unei baze, fapt din care va rezulta concluzia . Calculam produsul

. — . -

scalar dintre v si AB :

v -AB =OH-AB—OA-AB— OB - AB

<A
—_— = = —

— AB(OH — OC) + OA-BA - BO-BA =

)

%‘51
81

— =5, OA’+ BA> - 0B*> BO?+4 BA? - 0A?
=AB-CH + i 5 — i 5 =
R?>+ BA? - R?> R?+ BA? - R?
=0+ - =0.
2 2
— —
Deci 7 - AB = 0. Analog, ¥ - AC = 0. Rezults ci v este perpendlcular

— —
pe vectorii AB si AC, vectori ce formeaza o bazi in R2. In concluzie v = O

adica:
— —_— s — —
OH =0A+ 0B+ OC.

Teorema 1. In triunghiul ABC, fie O centrul cercului circumscris, H
ortocentrul si G centrul de greutate. Atunci H, G, O sunt coliniare, G este
intre H g1 O s1 HG = 2GO.

Demonstratie. Vom utiliza Lema 1 gi faptul ca

— 1 — — —
OG = =(0A+ 0B +00).

— _— s — — —

Avem ca OH = OA+ OB + 0OC = 30G.

De aici rezulta concluzia teoremei.

Teorema 2. Intr-un triunghi ABC, notam cu O centrul cercului cir-
cumscris, cu H ortocentrul, cu Ay, B1, C1 mijloacele laturilor, cu As, Ba, Co
picioarele inaltimilor si cu As, Bs, Cs mijloacele segmentelor (AH), (BH),
(CH). Atunci Ay, By, C1, Ag, By, Cy, Az, Bs, Cs sunt situate pe un cerc
avand centrul la mijlocul segmentului (OH) si raza egala cu jumdtate din
reza cercului circumscris triunghiului.

Demonstratie. Vom folosi, de asemenea, Lema 1.
Notam cu W mijlocul lui (OH).

— 1 — —
Avem: OA; = §(OB + 0C) si A3H

—_—

AH =

—

(OA + OH) —

DN | =

1
2
—

1 — = — = 1 —
—§(AO+OA+OB+OC):§(OB+OC) OA,
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A

A3

el

B A 4 &

—_— —
Deci AsH = OA, de unde rezulta ca HA30OA; este paralelogram.
Atunci, W va fi gi mijlocul lui (A;A3).
Triunghiul A; A3 A3 este dreptunghic, iar W este mijlocul ipotenuzei.
Rezulta ca |WA1| == |WA2| == |WA3|

~ — N _ — ] — — 1—
In plus: WA; = WO+ OA; = 0A; — OW = §(OB +0C) — §OH =

_— s = =

:%(()T’B+(TC3-%(OA+OB+O ):—%&i.

R 1— R
Deci |WA1| == | - 50A| == 5
Obtinem astfel cd Ay, A, Az se afla pe cercul cu centrul in w si de

raza —.

Procedand analog, obtinem ca si celelalte sase puncte se afla pe acelasi
cers, demonstratia fiind astfel incheiata.

B) Cazul R?

Consideram acum un tetraedru ABC D. Stim ca exista O, centrul sferei
circumscrise gi G, centrul de greutate. Dreapta OG o vom numi dreapta lui
Euler a tetraedrului.

In cazul in care inaltimile tetraedrului sunt concurente, punctul lor
de concurenta il vom numi ortocentrul tetraedrului, il vom nota cu H, iar
tetraedrul se va numi ortocentric.

Pentru un tetraedru oarecare, cele sase plane ce trec prin mijloacele
muchiilor si sunt perpendiculare pe muchiile opuse se intersecteaza intr-un
punct M care este simetricul lui O fata de G (anticentrul tetraedrului). Acest
lucru rezulta usor, deoarece, de exemplu, simetricul fata de G a planului ce
trece prin mijlocul lui (AB) si este perpendicular pe (C'D) este chiar planul
mediator al segmentului (C'D).

Cum planele mediatoare ale muchiilor tetraedrului se intersecteaza in
O, si cele sase plane considerate se vor intersecta intr-un punct M, simetricul

lui O fatd de G.
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Vom demonstra c&, in cazul tetraedrului ortocentric, H (ortocentrul)
coincide cu M (anticentrul), deci H, G, O vor fi coliniare, G va fi intre H si
Osi HG = GO.

Lema 2. Intr-un tetraedru ortocentric ABCD fie H ortocentrul i O

centrul sferei circumscrise. Atunci

— 1] = = —
OH = §(OA +O0OB+0C+0D).
Demonstratie. Vom proceda analog ca in Lema 1. Fie

¥ =20H — (OA+ OB + OC + OD)

T -AB =20H-AB - (OA+ OB +0C + OD)AB =
— —_— — — —_— — _— — —_— —
= (OH — OC)AB + (OH — OD)AB — OA- AB — OB - AB =
—_— — —_ — —_— — _— —
=CH-AB+ DN -AB+ AO-AB— BO-BA=
AO? + AB?> - OB?> BO?+ BA? - 0A?
_R2+AB2—R2_R2+AB2—R2_O
N 2 2 -
Deci?~A—B):0.Analog,7-A_C>’:O§17-E:0.

Cum v este perpendicular pe vectori AB, AC si AD, vectori ce for-

meaza o bazd in R3,va fi vectorul nul, de unde rezulta concluzia lemei.

Teorema 3. Intr-un tetraedru ortocentric, H,G si O sunt coliniare, G
este intre H s1 O gt HG = GO.
Demonstratie. Conform Lemei 2, avem

—

1 — — — =
OH = E(OA—I—OB—FOC—{—OD) =
1] = = @ — —
:2-Z(OA+OB—|—OC—|—OD):2-OG.
Generalizarea Teoremei 2 o vom face direct iIn R™.

C) Cazul R"”

Fie A1, Ao, .., Ap+1, n+ 1 puncte afin independente in R™. Structura
indusa de aceste puncte o vom numi n-simplex.

Analog cazurilor n = 2, n = 3, pentru orice n > 4 exista O, centrul sferei
circumscrise si G, centrul de greutate. Hiperplanele ce trec prin mijloacele
celor C2 muchii si sunt perpendiculare pe fetele opuse se intersecteaza intr-
un punct M, numit punctul lui Monge. Trebuie precizat faptul ca in cazul
n = 2, punctul lui Monge este ortocentrul triunghiului gi in cazul n = 3,
este anticentrul tetraedrului. In general, M, G si O sunt coliniare, iar OG
se numeste dreapta lui Euler. Deci, intr-un n-simplex, punctul lui Monge
se afld pe dreapta lui Euler. Apare naturald urméatoarea intrebare: intr-un
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n-simplex putem vorbi de ortocentru? La fel ca in R3, in anumite cazuri
raspunsul este afirmativ.

Vom numi inaltime a n-simplexului orice dreapta ce trece printr-un varf
si este perpendiculara pe fata ce nu contine varful respectiv. In cazul in care
cele n+ 1 drepte sunt concurente, vom spune ca n-simplexul este ortocentric
si vom nota ortocentrul sau cu H. In plus, acesta coincide cu punctul lui
Monge, deci se va afla pe OG.

Vom generaliza in continuare rezultatele din R?.

Lema 3. Fie A1As... A1 un n-simplex in R™, ortocentric. Notam cu
H ortocentrul sau si cu O centrul sferei circumscrise. Atunci:

—

OH =

— — —
———(OA1 + 04y + ..+ OAuya).

n+1
Demonstratie. Fie v = (n — 1)07—1 —d > OA;.
=1

=
=

Calculdm o - A1 Ay :

—_— —_— n+1_) —_—
7 . AlAQ == (n - 1)OH . A1A2 - 014Z . A1A2 ==
=1
n+1
—_— —_— —_— —_—
= (OH — OA;) A1 Ay — (OA; - A1 Ay + OAy - Ay Ay) =
=3
n+1
1=3

= T
Deci v - A1A5 =0
.y -
Analog v - AjA3=0,..., v - A1Ap+1 = 0.
Cum AjAs,...,A,41 sunt afin independente, AjAg, AjAs, ..., A1A,+1
formeaza o baza in R™. Vectorul ¥ fiind perpendicular pe toti vectorii unei
baze, va fi vectorul nul.

Teorema 4. Intr-un n-simplex, H, G si O sunt coliniare, G este intre

-1
H 50 5i0G="""0H.
n+1
Demonstratie. Vom folosi Lema 3
0G = — (04, + 04 Odnii) = 2200
—n+1( 1+ 2+ ...+ n+1)_n+1 .

Teorema 5. (Sfera celor 3(n + 1) puncte) Fie AjAs, ..., Apy1 un n-
simplex ortocentric. Notam cu H ortocentrul, cu G centrul de greutate , cu
O centrul sferei circumscrise, cu R raza sferei circumscrise, cu H; piciorul
perpendicularei duse din A; pe fata ce nu contine A;, cu G; centrul de greutate
al acestei fete si cu D; punctul ce imparte segmentul A; H in raportul n+1 : 1.
Atunci punctele D;, G; si H; sunt sferice.
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1 n+1
Demonstratie. Fie punctul W € (OH) astfel incat OW = — Z A;.
n
i=1

Avem urmatoarele relatii:

— 1 /— — _—
OG1 = E (OAQ + OA3 + ...+ OATH—I) )

— 1— n—1—— 1— 1 /— —
OD; = ~0A, + OH = ~OA, + = (OA1 oo+ OARH) .
n n n n
. —_— — 1 |— R
Atunci WG, = (OW _ oal( == ‘OAl‘ ==

0OG1+ 0D 1 /— — —
Deoarece % = — <0A1 + .+ OAnH) = OW, rezulta ca W
n

este mijlocul lui (G1Dy).
Dar triunghiul H1G1D; este dreptunghic in H;.
R
Rezulta WH; = WG, = WDy = —. Deci Hi, Gy, D se afla pe sfera
n

. R . . .
de centru W si raza —. Prin analogie, obtinem in final ca:
n

HZ',GZ‘,DZ‘ES<VV,E>, Vi=1,n+ 1.
n
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A note on some limit connected with Euler constant

CATALIN GHINEAD

Abstract. We compute a limit in which Euler’s constatn is involved.
Keywords: Euler’s constant, convergent sequences.
MSC : 26A03.

Theorem. Let c, be the intermediate point from the Mean Value The-
orem applied to a differentiable function f on the closed interval |a,x]. Then

Cy — @ 1

lim —.
T—a T —a 2

The Stolz-Cesaro lemma. Let (x,)pen C R such that x, — 0 and
(an)nen C R —{0} such that an, \, 0 (or an /0 ). If the limit

Tp — Tp—1

m
=

lim
n—00 Gp — Ap—1

DUniversitatea Ovidius din Constanta, e-mail:cghinea@univ-ovidius.ro.
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T
exists then also the limit lim == and:

n—00

. T, . Tp — Tn—1
hm —_— = hm _—.
n—00 Aap n—0o0 Ap — Ap—1

Proof. Let us choose the sequence (a,)nen to be nonincreasing. Let

Tp — Tn—1

a= lim € R.
n—=00 Gp — Ap—1
Then: Ve > 0,9n. € N such that: In Z %1, < g,Yn > n. or, using
Gp — Qp—1
an "\, 0,
(2, — Tp—1) — a(ap —an—1)| < e(an —an—1),Vn > n.. (1)

Let n >k >n.+1. Forn=k+1,k+2,...,n in relation (1) we get:
|Tk+1 — 2k — alag+1 — ax)| < e(ag—ag+1), [Tht2 — Tr1 — alapte — aps1)] <
<elagsr — ags2), -y |Tn — Tn_1 — a(an — an—1)| < e(an—1 — ay,) and, sum-
ming them, we obtain:

|-Tn ) a(an - ak:)| < |-Tn — Tp—1 — a(an - anfl) + o+ T2 — Tpg1—
—a(ag+2 — ap41) T Top1 — 2 — agrr — ag)| <
<l|wp —wp—1 — alan — an-1)| + . + [Ty — Tp1 — a(apy2 — agy1)| +
+zpr1 — 2k — alapyr — ag)| < elag — ags1) + e(aprr — agro)+
+...t+elan-1 —an) =c(ag — an)
ie.
|zy — 2 — aan — a)| < e(ar — ay) (2)

Let k > n. + 1. Then, using (2), we get:

| T — 21 — a(an —ag)| < elag —ayn), Vn>k.

Passing to limit for n — oo and using that z, — 0, a, — 0 we have

x .
|-z + aag| < eay, or, because ap > 0, =k —a‘ < e Vk > n.+1, ie.
ag
. In
lim — =«
n—00 (U,
If @ = 0o then Ve > 0,3 n. € N such that
Ty — Ty
ninl > E’Vn Z Ne,
an — An-1

and using that a, \, 0,
Ty — Tp—1 < e(an — ap_1),Yn > ne.
As above, we obtain: z, — xp < €(a, —ag),Vn > k > n. + 1, and in

. T
the same manner we deduce that: —xp > —eag,Vk > n. + 1 i.e. LIS g,
ag

Vk > n.+1ie. lim x—:oo.

n—oo (U,
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The case @« = —oo can be shown in the ame manner. If a,, / 0 then
. . Tp — Tp-1 . X Tp—1
denoting b, = —a, we have b, \, O and lim ——"— = — lim == e,
n—=00 Ap — Gn-1 n—00 by — by

1
Exercise. Show that the sequence (gn),cn>9n = Dope1 P logn is

convergent. If we denote
v = lim g,
n—oo

(v is called the Euler constant) prove that

_ 1
Jimn (g =) = 3 (3)
and
. 1 1
tim o ol -~ 5| = -7 (1)

Proof. Using The Mean Value theorem we can find ¢, € (n,n+ 1)
such that:

1
In(n+1)—lnn=—-(n+1-n)

Cn

from where we get:

1
n+1<ln(n+1)—lnn<g,Vn21. (5)

Summing the left part of (5) for k = 1,n — 1 we get that g, < 1,Vn > 1
and summing the right part of (5) for k = 1,n we get g, > 0 which implies
gn € (0,1) ie. (gn),ey is bounded. Also:

In+l — Gn = —In(n+1)+In(n) <0

n+1

so the sequence (gy),cy is strictly decreasing. By Weierstrass’ theorem we
get that (gy),cy is convergent and let us denote

v = lim g, € (0,1).

Let us justify the limits.
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For the first one, using the Stolz-Cesaro lemma we get:

Jmn (g =) = Jim St = lim S
n ntl n
1
—log (n+1)+logn
o ntd g(n+1)+log
n—o0 B 1
n(n+1)

1 1

— dloe(1- ——

. +1+0g< n+1> . r+log(l—2)
= 1 = lim —————~=
n—00 . 1 z—0 —z2

n(n+1)
1 1
= hmﬂ:l
z—0 —2x 2

For the second one, using again the Stolz-Cesaro lemma we get:

1 1 1
ngn ) - L (14 1) (=) = 5| [ 0= - 5]
L=1lm — 2 — Iim =
n n+1 n
_ (n+1)gng1—ngn—" . [(n+2)gni2— (n+1 Gny1]—[(n+ gn+1_ nGn) _
— 1 — —
“n(n+1) (n+2 < >
n-+ 2 n
1-— 2)1 — —_
zllim (n+ )Ogn—i—l n+1+n gn—l—lz
2 n—oo 1
(n+1)>*
1 1 1
— 1)1 14— -1 1
_Qn—>oo 1
(n+1)°
n n
1)1 1— —— 1 1-—
(n+ )Og( n—|—1>+0g< n+1> B
_ : —
(n+1)>

1 1

x——log(1+x)—log(1+x)——log(l—z)+log(l—ux)

= — lim L z =
2 2—0 3




C. GHINEA, A NOTE ON SOME LIMIT CONNECTED WITH EULER CONSTANT 57

1. 22— (x+1)log(l+2)—(1—x)log(1—2x)
= - lim =
2 z—0 x4
1
= hmﬂzl
z—0 —2x 2

Exercise. Show that:

Y\ 2n
L= lim (g—”> -
n—oo f)/gn

g'y 2n e
L'= lim n (—n> - —
n—oo ’)/gn y

Proof. For the first limit we will show two different solutions.
First solution: 1t is easy to see that:

Y\ 2n Y Agn\ 2N
L = lim (9—"> = lim <1+u>
n—oo \ yIn n—00 y9n

2|

and

gn T _~NIn

In—
Y ~9n T _~gn g 2N
. agn Y gn—yI" h
= lim 1 4+ —
n—00 y9n
Y _A9n Y _,9n gn _ . gn
2 lim 2on ) gy nlomoon) o gy, mlen” —2%")
— e n—oo v = e n—oo v e n—oo Y
— e2L162L2

For L, using The Mean Value Theorem there exist 6,, € (v, g,) such
that:
g = gn = gy (108 gn) (90 — ) -
Then:
ngh (loggn) (v —gn) _ logy

Y _ . 9n
Ly= lim M0 —90) _
n—00 y9n n—o0 y9n 2

For Ly using again The Mean Value Theorem there exist 6,, € (v, gn)
such that:

gor =7 = g (gn =) -
Then:

ngh' —4%) _ o g (ga =) 1

n— oo ’)/g’n n—oo fygn 2

So:

g'y 2n e
L = lim ( - ) = e2lig2le — g7 logve —
v
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Second solution: Let us observe that:

Y\ 2n
logL, = log lim (g—n) = lim 2n (vylog g, — gnlog~)

n—oo \ yIn
= lim 2n (ylog gn — gn 108 gn + gn 10g gn — gnlog7)
= lim 2n(yloggn — gnloggn) + lim 2n (g, log gn — gnlog~y)
n—00 n—00
= —logy + 2y lim n (logg, — log~)
n—oo
(we have used (3) and (4)). Using The Mean Value Theorem there exist
On, € (7, gn) such that:
1
log gn —logy = 2= (90 — 7).
n

Then:
1 1
lim n (logg, —log~y) = lim n— (g, — ) = —.
n—o00 n—o0o Qn 27

(by (3)). Finally we get:
Y\ 2n e
log L = log lim <g—n> =—logy+1=1log—
n—oo n ’)/

e
so L = —.

v
For the second limit we will use the same technique as in the second
solution of the first limit and we will evaluate:

Y\ 2n e
L= lim n [log (g—n> — log —] .
n—oo f‘)/gn f)/
We have:

L" = lim n[2n (vlog g, — gnlog~y) — 1+ log~]
= lim 7 [2n (ylog gn — vlog~y +vlogy — gnlogy) — 1+ log]
= lim n[2n (ylog gn —vlogy) — 1] + lim n[2n (ylogy — gnlog7) + log]

log v
6 b

where for the second part of the limit we used (4). For L] we have:

=L+

L) = lim n[2n (ylog g, —vlog~y) — 1]
n—oo

2ny n 1 1 1

= tim n |22 (g —7) — 1| = lim 290 |2 (gn —7) — —— + —— — —

lm”[e (9n =) ] e ST [en (9n =) = 25+ 5, 27}
1

n 1 1
=2~ i —(gp —v) — — 2~ 1i _— = —
i[5 =0 = g |+ i (- 5
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(3n =) 3
. L 2 . Y nn(’)/_gn)
= 27v lim + lim

n—00 Hn n—0o0 7y — (pn Hn
1 1 342y
6 4y 12y

(we used Theorem 1 and again (3) and (4)). So

I logy  3+2v
6 12y
Getting back to L1, using The Mean Value Theorem, there exist 0,, between

Y\ 2n e
(g_n> and — such that:
v

y9n

Then:

g'y 2n e g'y 2n e
L' = limn|[= — —| = lim né, |log [ == —log—| =
9 9
n—00 yIn 0 n—00 yIn ¥

e (logy 342y
v\ 6 12y )

EXAMENE SI CONCURSURI

Solutiile problemelor date
la examenul de titularizare din 16 iulie 2008

VASILE CHIRIACY i BOGDAN CHIRIAC?)

Enunturi
Subiectul I ( 30p )

1. Fie numerele intregi a, b, ¢, matricea

a b c
A= 5¢ a b
50 b5c a

si functia f : C — C, f(x) = a + bx + cx®. Se noteaza cu xy, 2,23 € C
solutiile ecuatiei 3 — 5 = 0.

b Profesor, Baciu
2 Student, Facultatea de Matematica, Universitatea ,Al. I. Cuza* lasi
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a) Sa se determine x1, z2, 3

b) Fie
1 1 1
B = Tr1 T2 I3
v w3 a3

Sa se arate ca:

flz1)  flz2)  f(xs)
A-B=| zf(z1) xaf(v2) w3f(x3)
w3f(z1) a3f(xa) a3f(xs)

c) Sa se arate ca det(A) = f(x1)f(x2)f(x3).

d) Sa se demonstreze ca daca det(A) =0, atunci a =b=c¢ = 0.

2. Fie triunghiul ABC cu AB =8, AC = 7 si BC = 5. Fie O un
punct situat in interiorul triunghiului ABC astfel incat cercurile circumscrise
triunghiurilor AOC, BOC si COA si aiba aceeasi raza R.

a) Sa se calculeze masura unghiului ABC.

b) Sa se determine raza cercului circumsecris triunghiului ABC.

c) Fie P si @ centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor AOB, res-
pectiv COA. Sa se demonstreze ca AQOP este romb.

d) Sa se determine R.

e) Fie O’ centrul cercului circumscris triunghiului ABC'. Sa se arate ca
punctele A, O, O’ si C sunt conciclice.

Subiectul II (30p)
1. Fie polinomul:

f=X"+2X" 143X 24 4nX -1,

cu n natural, n > 3.

a) Sa se calculeze f(0) si f(1).

b) Sa se arate ca f are o radacina in intervalul (0,1).

c) Sa se arate, folosind schema lui Horner, ca exista o € (0,1) si
bi1,bo,....bp_1 ERcul <b <by<...<b,_1, astfel incat:

f=(X—a) (X" '+ 01 X"+ b X" 4 bpo X 4 bya)
d) Fie polinomul:
g=X"14 e X" 24 X" P+ 49X 4en1 €R

cul <e¢p <ecg<...<cp1s8z€Cecug(z) =0. Sa se demonstreze ca
|z| > 1.

e) Sa se demonstreze ca polinomul f nu poate fi scris ca produs de doua
polinoame cu coeficienti intregi, fiecare avand gradul cel putin 1.

2. Se considera functia f : R — R, f(x) = v423 — 3z. Pentru fiecare
a € R se defineste sirul (z,),>0 astfel: zo = a si 2,11 = 423 — 3z,.

a) Sa se determine asimptota spre +o0o a graficului functiei f.
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b) Sa se determine toate punctele b € R cu proprietatea ca functia f
nu este derivabila in b.
c) Sa se arate ca f(x) € [—1,1], oricare ar fi x € [—1,1].

d) Pentru a = 2, sa se demonstreze ca lim x,, = oc.
n—oo

e) Sa se arate ca exista o infinitate de valori ale lui a € R pentru care
sirul (z,,)n>0 este convergent.

Subiectul III (30p)

Stabiliti corelatii intre metodele didactice, mijloacele de invatamant si
formele de organizare a activitatii, cu aplicatii la disciplina de concurs, avand
in vedere:

— definirea conceptelor: metoda didactica, mijloace de invatamant,
forme de organizare a activitatii didactice;

— trei aplicatii/exemple de combinare eficientd a metodelor, mijloacelor
si formelor de organizare a activitatii didactice la disciplina de concurs.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 4 ore. Se acordad
10 puncte din oficiu.

SOLUTII
Subiectul I

1. a) Ecuatia se scrie: 2% = 5(cos0 + isin 0) de unde solutiile ecuatiei:

2 2 4 4
m:\?’/g;:cz:\s/g' <:os—7T—|—isir1—7T ;901:\3/5' COS—W‘HSiH—W .

3 3 3 3
b)

3 3
Cum <COS2?7T —|—isin? =1, cosl%7T + isin ?) = 1, deducem
usor elementele produsului A - B de pe fiecare linie.
Elementele de pe prima linie sunt:
a+bry + cx? = f(x1), a + bry + cx3 = f(x2), a + bxs + cxi = f(x3).
Elementele de pe lina a II-a vor fi:
5¢+ axy + by = x1 - (cxf + bxy +a) =z - f(21),
5¢+ awa + by = xy - (cxd + by + a) = xa - f(22),
5c + axs + br3 = w3 - (cx% + bxs + a) =x3- f(x3).
Elementele de pe linia a III-a vor fi:
5b+ 5exy + art=a% - (a+bxy + ca?) =z} - f(z1), cici bexy = exf;
5b + bexg + axg = a3 - (a + bry + ca3) = x3 - f(wo);
5b + bexs + axi = a3 - (a + brg + cal) = x3 - f(w1).
inlocuind, aceste elemente in produsul matricial, obtinem:

flz1)  flz2)  f(xs)
A-B=| mf(z1) xaf(v2) z2f(z2)
wif(z1) a3f(xa) a3f(x2)
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c¢) Avem:
det(A) = a® + 5b> + 25¢® — 3 - Sabe =

=a’+ (b%)?, + (0\3/%)3 —3a - (b\?’/g) . (c%) = (a+b%+cﬁ) .
~<a2—|—b2~\3/%+62-\3/%—ab~V—Sbc—cawg’/%), (1)
conform formulei:
P+ + 2 = Bryz = (et y+2) (PP + 27 —ay —yz—2m).
Dar
fxo) - f(xs) = (a + bxo + c:c%) . (a + bxs + c:c%) = a® + b2xoxs+

+c? (z923)% + ab (x5 4 x3) 4 be - xox3 (x9 + 23) + ca (x5 +23).  (2)
Folosind relatiile dintre radacinile si coeficientii ecuatiei 23 — 5 = 0,
avem: x1 + xo + x3 = 0; 2129 + xox3 + 2321 = 0; 212923 = 5, de unde
deducem x5 + 23 = —+/5; zoxz = —1 (29 + 23) = V/25; (x2x3)2 = v/252;
ToX3 (CCQ + 563) = —5gi CC%-F.’E% = (CCQ + 563)2—2562.’E3 = \3/%—2\3/2—5 = —/25.
Inlocuind aceste valori in egalitatea (2) obtinem:

flag) - fas) = a4+ 0% V254 ¢ - V252 —ab- /5 — 5be — ca - V/25,

care reprezinta al doilea factor din egalitatea (1), primul factor fiind egal cu

f(z1). Deci det(A) = f(x1)f(22) f(23).
d) Din egalitatea:

det(A) = (a+b%+0\3/%> : <a2+b2-\3/%+02 V252 —

—ab-V/5 — 5bc — ca - \3/25) =0,
rezultd a+bv/5+c/25 = 0, cici a®+b%- 25+ V252 > ab-/5+5bc+ca-/25.

Presupunem ca numerele intregi a, b, ¢ sunt prime intre ele, caci in caz
contrar exista m, n, p astfel ca a = dm, b = dn, ¢ = dp, cu (m,n,p) = 1.
Deci a + bv/5 + ¢v/25 = 0 este echivalenti cu m 4+ nv/5 +p\3/% =0.

inmult_;ind aceastd egalitate cu v/5, obtinem egalititile:

m\?’/g—l—n\?’ﬂ = —bp
n%—i—p\?’@ = —m.

Interpretand aceste egalititi ca un sistem in necunoscutele /5 si /25,
punem conditia ca sistemul s& nu admiti solutii, cici in caz contrar /5 si
/25 s-ar exprima in functie de m, n, p ca numere rationale. Contradictie !

Deci:

m n

n o p

Pe de alti parte, considerand ¢t = /5 € R \ Q, relatia
m +n/5 + pv/25 =0,

:0<:>n2:mp.
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se scrie pt? + nt +m = 0.

Interpretand aceasta egalitate ca o ecuatie de gradul II, despre care
stim c& admite raddcina reald t = /5, rezultd c& discriminantul este pozitiv,
adica n? — 4mp > 0

Dar, n? = mp, astfel ca n?> — 4mp > 0, implicid n? = 0, adica n = 0.
Inlocuind pe n = 0 in egalitatea m+n/5+p</25 = 0, se obtine m = —p+/25,
m
de unde, in mod necesar p = 0, cici, in caz contrar, v/25 = —— € Q.
p
Contradictie!

Pentru n = 0, P = 0, din egalitatea data, la inceput, rezulta m =0 si
decia=b=c=0.

Pentru alta solutie se poate consulta lucrarea: V. Chirita, Probleme de
algebra si olimpiada — Metodologia rezolvarii problemelor, Editura Enciclo-
pedica, Bucuresti, 2005.

2. a) Din teorema cosinusului, obtinem:

BC? + AB? — AC* 254+64—49 40 1

osB="5peap - s s 2 mOB=60"
b) Fie R’ — raza cercului circumscris AABC. Din teorema sinusurilor
rezulta:
'b :2R’$R/:Lfi:7_\/§.
sin B V3 3

[\
[\]
S

Altfel: R = %bc’ unde S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) = 10V/3 etc.

c) Cum cele trei cercuri care trec prin O € IntAABC au razele egale
cu R, din figura alaturata i enunt rezulta: QA = QO = OP = PA = R.
In plus QP 1 AO, conform teoremei: , daca doua cercuri sunt secante, atunci
dreapta care uneste centrele lor este perpendiculara pe coarda comuna“. De
aici, rezulta ca AQOP este romb cu latura ¢ = R.
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d) Cercurile cu centrele in P gi ) sunt simetricele cercului cu centrele
in S fata de OB, respectiv OC'; deci punctul lor comun A este ortocentrul
triunghiului OBC' adica AOLBC. Dar la pct. c¢) s-a aratat ca AOLQP
si atunci BC—— QP. Analog, avem OBl AC si OCLAB si deci O este
ortocentrul triunghiului ABC. In plus, avem CO_LQS, de unde QS||AB. De
aici si din faptul ca cercurile sunt congruente, rezulta ca patrulaterele PQC B
si AQSB sunt paralelograme. Deci ASQP = ANABC si cercul cu centrul in

O’ este congruent cu cele trei cercuri, adica R = R = —.

e) Triunghiul ABC este ascutitunghic si atunci O’ € ItAABC. Cum
JABC este inscris in cercul cu centrul in O’ si m(xABC) = 60°, rezulta
m(AE’) = 120°. Dar arcul AOC al cercului cu centrul in @’ este congruent
cu arcul AC' al cercului cu centrul in O’. Deci m(<AOC) = % -240° = 120°.
Pe de altd parte, teorema cosinusului aplicatd triunghiului AO’C' da
0'A2+0C? — AC? 1

2-0'A-0C 2’
de unde rezulta <AO'C = SAOC, fiecare avand masura de 120°. Prin

urmare O’ € arcAOC ceea ce ne spune ca punctele A, O, O’ si C sunt
conciclice.

Subiectul II
1. a) Avem f(0) = -1 <0,

cos(¥A0'C) =

1
f(l):1+2+3+...+n—1:%—1>0,

pentru orice n > 3. B

b) Cum functia polinomiala f(x) =
continua pe intervalul [0, 1] si cum f(0)- f(1
astfel incat f(a) = 0.

Schema lui Horner pentru x = « radacina, arata astfel:

a4+ 22" 4+ ..+ nx — 1 este
) < 0, rezultd ca exista o € (0,1)

x» xnt xn2 X X0
1 2 3 n —1
o ag=by by bp—2 bp—1 O

unde: ag = bgp = 1, by = a+2 > 1, by = oz2+2oz+3 > by,...,
bn—1=a" 1 +20"2+3a"3+...+(n—1)-a+n > b,_2, pentru
orice n > 3.

Deci f= (X —a) (X" 14+ 0 X" 2+ b X" 3+ ...+ bypoX + by1),
cul<by <by<...<bp_q.

d) Din g(2) =0 cu z € C, rezultd z - g(z) — g(2) =0 &

2"+ (ep—1)- 2" (e —c1) 2" 24 A (Cnel —Cna) -2 — Cuo1 = 0.
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Deci
Cn—1= |Ca—1]| = ‘Zn + (a1 —1)- 4 (c2—¢q) - 224

oot (enet —cno) 2| <2 (e = 1) - 2] o (et — ens2) - 2]
Presupunem ca |z| < 1; atunci
l1<cp1<1l4cg—14co—ci+...4+Ccn1 —Cpho =cCpn_1.

Deci pentru z # 0, existid A > 0 astfel ca 2" = - (c; —1)-2""1, de unde
z=A-(c1 —1) € (0,400), adica polinomul g are o radacina strict pozitiva,
ceea ce este fals, caci g(z) > 0, pentru orice x > 0, conform pct. ¢). De aici
rezulta |z| > 1.

e) Presupunem ca f = p- ¢ cu p si ¢ polinoame cu coeficienti intregi,
fiecare avand gradul cel putin 1. Dar, din punctele c) si d) obtinem:

f=(X —a)-g, cu «aradacina simpla a lui f i :

g=X""1 40 X" 2 4 b X" 3 4 4 by o X 4 by
cul <b <by <...<bp_q. Cum g(a) # 0, rezulta ca « este radacina
pentru unul din polinoamele p sau q.

Fie p(a) # 0 i 21, 29, ..., 2 radicinile lui p, atunci g(z;) =0, i = 1, k,
cu |z;| > 1. Dar f are coeficientul dominant 1, atunci p si ¢ au coeficientul
dominant 1. Cum f(0) = p(0) - ¢(0) = —1, rezulta ¢(0) = 1 si din ultima
relatie a lui Viete pentru polinomul p, avem |21 - 29 - ... - 2| = |p(0)] = 1.

Dar |z1| - |z2| ... - |zx| > 1 si atunci 1 = |21 -22-... 2, > 1 sunt
contradictorii. Contrazicerea la care s-a ajuns demonstreaza faptul ca f nu
poate fi scris ca produs de doua polinoame cu coeficienti intregi, fiecare avand
gradul cel putin 1.

2. a) Avem
. 3 3 BT 3 3 _ . 7 f(x) _ 3
lim V4z® — 3z = lim z - {/4— — = +00; m= lim —~ = V/4,
n = lim (\3/4x3—3x—{°/1~:c> =
n—od

. 4a3 — 3z — 423
= lim 3 — =0,
n—oo 3/(4x3 — 3x2) + x - V1623 — 122 + 22 - V16
caci numitorul are gradul doi, pe cand numaratorul are gradul unu.
Deci y = V/4 - x este asimptota oblici la ramura de la 400 a graficului
functiei f.
b) Avem:

f'@) = (12 = 32) ") =

cux#O@x#:l:?.

2 _
(2%~ 32)5 (1202 - 3) = 2 L

O/ a2 (423 — 3)?

Wl
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Cum:

lim f/(z) = —c0 si lim f'(z) = oo,
fm )= 5 Im 1)

V3

rezulta ca f nu este derivabila in punctele x1 = 0 i x93 = j:T.

c) Fie x € [-1,1] si @ € [0,7] astfel incat cosaw = 1, atunci
f3(x) = 4cos® —3 cos a = cos 3a € [—1,1], de unde f(z) € [-1,1].

Altfel: Functia g : R — R, g(z) = 423 — 3z este continua siin plus avem:
g(—1) = =1, g(0) = 0, g(1) = 1. De aici, rezulta ca g(x) € [—1,1], pentru
orice z € [—1,1] si atunci f(z) € [—1, 1], pentru orice z € [—1,1].

d) Pentru @ = 2, avem: xg = 2, 1 = ¢ - (4:1:8 — 3) =265l xpy1 — T =
= 4x} — 4z, = 4y, - (ac% — 1) > 0, pentru orice z € N. Deci sirul (x,)n>0
este strict crescitor, avand limita +o0o in R: (in R sirul este divergent).

2
e) Pentru a = cos 3—:, k € N*, sirul (xy,)n,>0 este convergent.
A 27 1 1
Intr-adevar, pentru £k = 1, avem a = cos 5 = 3 Ty = 5

1
ri=—3-(=3) = Tsiar—ar- (12 =3) = 1,...

Subsirul (:cnp)

are termenul general x,,, = 1, constant, deci conver-

p=1
gent la 1.
2r 27 . . .
Cum, pentru k > 1, avem 3 > 3 > ... > 0 si cum functia cosinus pe
. 2w . o o 21 2T .
intervalul |0, 3 este descrescatoare rezulta ca cos 5 < cos £v) <...<1si

T
deci girul definit prin x¢ = cos P Tpy1 = 43 — 3z, pentru orice k = 2,3, ...

este strict crescator, caci in cazul particular k = 2 avem:
cos40° - (4 cos 40° — 3) > 0.

Deci, exista o infinitate de valori ale lui a < 2, pentru care girul (x,),,~
este convergent.

Subiectul III

e Metoda didactica este parte a didacticii generale care studiaza meto-
dele si formele de predare, adaptate la specificul fiecarui obiect de invatamant.
Ca metode didactice mentionam: metode de predare ale profesorului, cum
ar fi: metoda expozitivd a expunerii clare si pe intelesul elevului; metoda
activa in sensul de satisfacere a tuturor cerintelor elevului pentru invatare,
cerand elevului efort personal; metoda euristicd consta In invatarea pe baza
cunostintelor asimilate anterior; metoda exercifiului consta in exemple pen-
tru insusirea demonstratiilor teoremelor si mai ales pentru formarea de de-
prinderi si priceperi de activitate intelectuala si practica; metoda analogiei;
metoda intuifier; metoda invatarii prin descoperire in care elevul, cu ajutorul
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profesorului, descopera rezolvarea unei probleme sau demonstrarea unei teo-
reme etc.

e Mijloacele de invatamant reprezinta baza tehnico-materiala a invata-
mantului, adica ansamblul materialelor folosite de profesor pentru predarea
lectiilor in vederea intelegerii si asimilarii cunostintelor predate, cum ar fi
programa si manualul; materiale intuitive (insectare, animale conservate, mu-
laje); materiale audiovizuale, proiectoare, calculatoare etc.

e Formele de organizare ale activitatilor didactice sunt: lectia, desfasu-
rata cu colectivul clasei in vederea activizarii elevilor, a insusirii cunostintelor
i aplicarii lor in practica si forme de organizare a invatarii pe clase gco lare,
in vederea instruirii unui numar de cel mult 25-28 elevi si minimum 1415
elevi. Cunostintele se predau, pe obiecte de invatamant, la nivelul mijlociu
al clasei, adica pentru cei circa 60% dintre elevii unei clase care au inteligenta,
mijlocie si ritm de munca mijlociu.

In baza celor expuse se pot da exemple de combinare eficienta a metode-
lor, mijloacelor si formelor de organizare a activitatii didactice la disciplina
de concurs.

DIDACTICA MATEMATICII

Scurta prezentare a programului masteral

de Matematica Didactica

CONSTANTIN COSTARAY gi VIviaNa ENE?)

Programul masteral de Matematica Didactica are deja o traditie de
mai bine de 10 ani in Facultatea de Matematica si Informatica a Univer-
sitatii Ovidius din Constanta. El a fost infiintat in anul 1999, mai intai cu
finantarea oferita de Banca Mondiala printr-un program de Pregatire Initiala
si Continua a Profesorilor si in colaborare cu facultati, departamente de
matematica si colegii de stiinte ale educatiei de la Universitatile Northern
Towa din Cedar Falls, Nevada din Las Vegas si National din San Diego, toate
din Statele Unite ale Americii, precum si cu Universitatea Bretania Occi-
dentald din Brest, Franta. Programul masteral a fost aprobat de Ministerul
Educatiei gi Cercetarii in anul 2001 cand a absolvit si prima promotie de
studenti ai acestui masterat. In prezent, masteratul de Matematica Didac-
tica este acreditat ARACIS.

DFacultatea de Matematica si Informatica, Universitatea Ovidius, Constanta,
cdcostara@univ-ovidius.ro

2 Facultatea de Matematici si Informatica, Universitatea Ovidius, Constanta,
vivian@univ-ovidius.ro
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El are ca scop sa pregateasca absolventi ai studiilor de licenta in dome-
niul matematicii sau domenii conexe, pentru predarea matematicii in inva-
tamantul preuniversitar.

Programul de masterat vizeaza atat pregatirea stiintifica in domeniul
matematicii cat si pregatirea didactica si pedagogica a cursantilor. Planul de
invatamant este subordonat acestei directii, dar urmareste si deschiderea de
perspective catre doctorat in domeniul Didacticii Matematicii.

Actualul program de masterat continua buna traditie a celui vechi,
dar este adaptat schimbarilor survenite in cadrul programului de licenta in
matematica, impuse de aderarea la sistemul Bologna.

In primul an de studiu se oferd cursuri de bazi in pregatirea stiintifica
(aritmetica si algebra, geometrie si analiza matematica) si pedagogica a
studentilor. In plus, planul de invatamant pentru anul I include un curs
insotit de activitati practice de Instruire asistatd de calculator. Acesta acope-
ra diverse aspecte ale utilizarii tehnologiei moderne in predarea si invatarea
matematicii in scoald: notiuni de baza despre Internet, Intranet si spatiul
Web; structura unui sistem e-learning; proiectarea unei lectii (sau curs) on-
line; metode de testare on-line; elemente multimedia in Web realizate in
HTML si XHTML.

In al doilea an de studii se oferd cursuri specializate In urmatoarele
directii:

Curriculum si evaluare in matematica scolard. Cursul prezinta principi-
ile si ideile fundamentale ale curriculumului pentru matematica in gimnaziu
si liceu, face comparatii Intre diverse tipuri de manuale scolare si analizeaza
examenele nationale. Toate acestea sunt insotite de multiple aplicatii practice
si diverse forme de evaluare. Evaluarea este examinata atat din perspectiva
nationala cat si internationala.

Complemente de matematici scolare. In cadrul acestui curs se prezinta
aplicatiile matematicii la nivelul programei de liceu, avand ca scop pregatirea
viitorilor profesori de matematica. Cursul este extrem de util profesorilor din
invatamantul preuniversitar pentru ca insista asupra diverselor aplicatii ale
matematicii in domenii conexe.

Predarea matematicii pentru elevii performanti. Cursul propune metode
specifice activitatii de predare pentru copiii performanti si cateva teme de sin-
teza In aceasta arie care sa constituie baza unui program individualizat pentru
acesti copii. Cursul pledeaza pentru o intindere tematica si un nivel mai inalt
de complexitate al temelor destinate pregatirii lor si este insotit de un sem-
inar practic de rezolvare de probleme. Studentii care au participat la acest
curs au avut posibilitatea sa exerseze In mod direct cunostintele asimilate in
cadrul Centrului de pregatire pentru copiii performanti care functioneaza in
facultate si in cadrul activitatilor comune organizate de facultatea noastra
impreuna cu Societatea de Stiinte Matematice din Romania si Inspectoratul
Scolar Judetean. In plus, in fiecare an, studentii sunt implicati in toate
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etapele de desfagurare a Concursului de Matematica al facultatii noastre or-
ganizat in colaborare cu filiala locala a SSMR si cu Inspectoratul Scolar
Judetean.

Istoria matematicii. Cursul este destinat initierii viitorilor profesori
de matematica in istoria matematicii, in vederea formarii unei solide culturi
matematice.

De-a lungul timpului, in cadrul acestui program de masterat, au fost
organizate sesiuni deschise in care invitati din alte facultati din tara, din licee
din orag sau experti ai unor companii de software cu departamente puternice
de software educational au sustinut conferinte pe diverse subiecte.

In toate cele 4 semestre studentii au ore de practica pedagogica, iar in
primul an de studii au posibilitatea sa urmeze cursuri specializate de peda-
gogie si psihologie in cadrul Modulului psihopedagogic.

In al doilea an de studii studentii elaboreaza o lucrare de disertatie
sub indrumarea unui cadru didactic. Subiectul lucrarii trebuie sa ilustreze
preocuparea masterandului pentru problematica predarii matematicii in inva-
tamantul preuniversitar, dar totodata sa constituie gi un debut in cercetarea
viitoare in didactica matematicii.

Disciplinele din Planul de invatamant corespund la 120 de credite obli-
gatorii; credite suplimentare se pot obtine prin parcurgerea unor cursuri
optionale gi/sau facultative suplimentare.

Cadrele didactice folosesc resursele noilor tehnologii (ex. e-mail, pag-
ina personala de web pentru tematica, bibliografie, resurse in format elec-
tronic si dialog cu studentii) si materiale auxiliare, de la tabla, la notebook
si videoproiector. Profesorii au ore de permanenta la dispozitia studentilor
si personalizeaza Indrumarea la cererea studentului. Existda indrumatori si
tutori de an. Toti studentii programului de masterat sunt antrenati in semi-
narii stiintifice studentesti coordonate de cadre didactice ale catedrei. Relatia
dintre student si profesor este una de parteneriat, in care fiecare igi asuma
responsabilitatea atingerii rezultatelor invatarii. Rezultatele invatarii sunt
explicate si discutate cu studentii din perspectiva relevantei acestora pentru
dezvoltarea lor.

Facultatea asigura resurse de invatare (manuale, tratate, referinte bib-
liografice etc) in format clasic (facultatea dispune de o biblioteca proprie)
sau electronic cu acces de pe site-ul facultatii.

Experienta neintrerupta din ultimii 11 ani in organizarea acestui pro-
gram masteral ne-a demonstrat ca el igi are un rol bine determinat i im-
portant in pregatirea tinerilor absolventi si in perfectionarea profesorilor
care au deja experientd In activitatea de predare. De altfel, multi dintre
studentii acestui program sunt cadre didactice cu cel putin 5 ani vechime in
invatamant.

Incepand cu acest an universitar, Facultatea de Matematici si Infor-
matica din Constanta organizeaza gi un program masteral de Informatica
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Didactica, acreditat ARACIS. Speram ca el se va bucura cel putin de acelagi
succes ca si masteratul de Matematica Didactica.

IN SPRIJINUL CURSURILOR OPTIONALE

Propunere: Curs optional de matematica la clasa a VIII-a
Relatii metrice

DAN Grurciub)

Argumente pentru alegerea optionalului

— Elevii sunt foarte receptivi la ceea ce este practic, nou si le trezeste
curiozitatea.

— Necesitatel obiectiva cere ca elevii sa se adapteze mai usor vietii co-
tidiene atunci cand se folosesc de modelele matematice.

— Lectiile care abordeaza o astfel de tematica sunt captivante si prezinta
mare interes pentru elevi si pentru profesori deoarece ele conduc la dez-
voltarea gandirii creatoare a elevilor.

— Necesitatea de a obisnui elevii cu unele eforturi personale care sa
depaseasca exigentele scolare de la orele obignuite de clasa si care sa-i mobi-
lizeze in a nu ceda usor in fata problemelor mai dificile.

— Pentru atingerea performantei la geometrie este necesar ca, pe langa
insusirea notiunilor teoretice, sa se desfagoare si o activitate intensa si de
lunga durata in ceea ce priveste rezolvarea de probleme.

Obiective de referinta

La sfargitul clasei a VIII-a elevii vor fi capabili:

— sa utilizeze proprietati calitative gi metrice ale figurilor geometrice in
plan pentru a rezolva probleme;

— sa determine, folosind metode adecvate (méasurare gi / sau calcul),
lungimi de segmente, masuri de unghiuri, arii si volume;

— sa utilizeze proprietati metrice ale figurilor geometrice situate pe fetele
unor corpuri geometrice;

— sa se formuleze cat mai multe consecinte posibile care decurg dintrun
set de ipoteze date;

— sa construiasca probleme pornind de la un model,;

— sa identifice si sa diferentieze etapele unui rationament matematic
prezentat in diferite forme.

— sa prezinte In mod coerent solutia unei probleme utilizand modalitati
variate de exprimare.

1)SC. nr. 37, Craiova
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— sa argumenteze logic in cadrul unui grup idei si metode matematice
si sa utilizeze diferite surse de informatie in verificarea si sustinerea opiniilor
lor.

— sa manifeste perseverenta si gandire creativa in rezolvarea proble-
melor.

— sa manifeste interes pentru folosirea tehnologiilor informatiei in studiul
matematicii.

— sa discute in cadrul unui grup avantajele si dezavantajele utilizarii
unei metode de rezolvare sau a unei modalitati de prezentare a unui demers
matematic.

Activitati de invatare

— Calculul unor lungimi de segmente utilizand relatiile metrice in tri-
unghiuri, patrulatere si cerc.

— Exercitii si probleme in care sa fie formate si aprofundate notiunile
matematice.

— Rezolvarea de probleme cu continut practic.

— Abordari de situatii problemé si abordarea lor matematica.

— Compunerea de probleme ca urmare a unor consecinte posibile ce
decurg dintr-un set de ipoteze.

— Argumentarea orala a demersului de rezolvare a unei probleme.

— Discutarea in grup a metodei de rezolvare a unei probleme.

— Elaborarea de referate sau proiecte care presupun utilizarea unor surse
suplimentare de informatii.

Continuturi

1. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic.................. 3 ore
— Teorema Inaltimii
— Teorema catetei
— Teorema lui Pitagora
— Relatia lui Van-Aubel
— Relatia lui Carnot
— Probleme
2. Relatii metrice in triunghiul oarecare...................... 10 ore
— Teorema bisectoarei
— Teorema lui Menelaus
— Teorema lui Ceva
— Relatia lui Steiner
— Relatia lui Van - Aubel
— Teorema cosinusului
— Relatia lui Stewart
— Teorema medianei
— Relatia lui Leibnitz
— Probleme
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3. Relatii metrice in patrulatere ................. ... ... 6 ore
— Relatia lui Euler
— Relatia ce caracterizeaza patrulaterul ortodiagonal
— Relatia lui Pitot (caracterizeaza patrulaterul circum-
scriptibil)
— Teoremele lui Ptolemeu (caracterizeaza patrulaterul in-
scriptibil)
— Probleme

4. Relatii metrice Incerc........ ... 5 ore
— Puterea unui punct fata de un cerc
— Axa radicala a doua cercuri
— Relatii ce caracterizeaza patrulaterele inscriptibile

— Probleme
5. Probleme diverse........ ... .. .. 4 ore
6. Evaluari, discutarea testelor, proiectelor, portofoliilor. ... .. 6 ore

Modalitati de evaluare

— Teste de evaluare

— Fise de lucru

— Referate, proiecte, portofolii

— Lucrari in grup, urmate de autoevaluare

— Discutii permanente, chestionari orale continue
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PROBLEME PROPUSE

275. Let
n—1
A(z) =2" + Z a2
k=0

be a polynomial with complex coefficients of degree n > 2 that has n distinct
Z€ros z1, . ...z, and let a be a nonzero complex number such that no ratio of
two zeros of A(z) is equal to a. Prove that

- 1 1
2 (A(a A T A e A’(zk.)) =0

n=1
José Luis Diaz Barrero and Pantelimon George Popescu

276. Fie d un intreg liber de patrate i (2, ) sirul solutiilor ecuatiei
Pell 22 — dy? = 1. Si se arate ca pentru orice numar natural N, exis-
ta o infinitate de perechi de numere naturale diferite m si n astfel incat
(Tm,zpn) > N. (Prin (a,b) notam cel mai mare divizor comun al numerelor
asib.)
Marian Tetiva
277. Daca u € C' ([0,1)) si u(0) = 0, «/(0) = 1, atunci si se arate ci:
1

1
/e“(c)dx + / (u’(m))de > 4.
0

0
Rébert Szasz
278. Sa se arate ca exista o fractie rationala R cu coeficienti real astfel
incat: ) ) )
ﬁ+?+...+$:R(n)
pentru o infinitate de numere naturale n.
Marius Cavachi
279. Fie f : [0,+00) — R o functie continua, strict crescatoare, de
doud ori derivabila in 0 cu f(0) = f/(0) =0, f”(0) > 0, lim f(x) = oo, iar
n—oo
a > 0.
Sa se arate ca pentru orice n € N ecutia

- kx
s (G) =

are o unica solutie in intervalul (0, c0), notata cu x,, si ca:

lim I _ Ga
e i\ F0)

Dumitru Popa
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SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

253. Fie f : (a,b) — R o aplicatie continud $i strict pozitiva, iar ¢ : R — (a,b) o
aplicatie derivabild astfel incat

pentru orice x € R.
Sa se arate cd aplicatia ¢ este inversabila.

Dan Radu

Solutia autorului. Sa facem mai intai observatia ca deoarece f este strict pozitiva,
rezultd ¢’ (z) > 0 pentru orice € R. Conchidem c# ¢ este strict crescitoare. Prin urmare,
pentru a ardta ci ¢ este inversabild, este suficient s& probam ca ¢(R) = (a,b). Tinind
seama cd @ este continud (si deci are proprietatea lui Darboux) si strict crescdtoare, urmeaza
cd pentru a demonstra egalitatea de mai sus, este suficient sa aratam ca:

lim ¢(z) =aq, lim p(z) =0.
T — — 00 xr—+00
Sa presupunem, prin absurd, de exemplu, ca:

Igrﬁx} (x) =€ <b.
Vom arita ci x — +oo daci si numai daci ¢(z) — £. Intr-adevir, daci = — +oo, atunci,
in baza ipotezei ficute, rezultd ca ¢(x) — ¢. Reciproc, si presupunem ca ¢(z) — £ cdnd
x — xo, unde zo este fie un punct al dreptei reale, fie —oco. Atunci, existd un ¢ € R,
astfel incat ¢ > wo. Deorece ¢ este strict crescitoare, pentru orice z € (—oo, ¢), vom avea
o(x) < p(a) si deci:
£=lim ¢(z) < ¢(c) < sup p(z) = ¢,

T—00 z—R

ceea ce constituie, evident o contradictie. (Faptul cd [ = sup este o consecintd imediata tot
z€ER

a calitdtii lui ¢ de a fi strict crescatoare). Rezultd asertiunea. Tinand seama de rezultatul
stabilit si de faptul ca f este continua, deducem cé exista:

Jim f(p(@) = _Jim f(o(0) = F©)
Ori aceasta ne arata ca exista si:

lim_¢(x) = lim_f(p(x)) = /(0).

Tr—+o00

In altd ordine de idei:
lim M = lim <M _|_g) = /.

xr—+00 €T Tr—+00 xT

Deoarece am demonstrat mai inainte existenta limitei lui ¢’(z) cand z — +o0,
urmeaza ca suntem in conditiile teoremei lui I’Hospital si deci:

@)t le L (p(x) ) /
A T T T (@O
Egaland cele doua limite calculate in mod diferit, conchidem ca f(£) = 0, ceea ce
constituie — evident — o absurditate, intrucat functia f a fost presupusa strict pozitiva.
Urmeazi cd ipoteza ficutd (si anume cd £ < b) este falsi. Rdméane ci:
lim ¢(z) =b.

Tr—+00
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In mod analog se demonstreaza si ca:

lim ¢(z) =

Tr——00
Aceasta incheie demonstratia.

Solutie data de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National ,,Gh. Rosca-Codreanu
din Barlad. Deoarece f este pozitivd, din relatia din enunt rezultd ci ¢’ este pozitiva, deci
ca @ este strict crescatoare pe R; implicit, ea este injectiva. Pentru a-i demonstra si
surjectivitatea, vom folosi urméatoarea:

Lema. Fie h: (¢,d) — R o functie derivabild, care are limita oo in d (sau —oo in
c). Dacd existd limita derivatei h'in d, respectiv in c), atunci aceastd limitd este co.

Améan am deoacamdatd demonstratia lemei (de altfel foarte simpld) pentru a putea
urmari nestingheriti solutia problemei.

Deoarece ¢ este continu a i strict crescatoare, ea transforma R intr-un interval
deschis; fie deci p(R) = (¢,d) C (a,b) si h = ¢ : (¢,d) — R functia inverss a lui ¢.
Deoarece ¢ este bijectiva, strict crescatoare si derivabila cu derivata nenula, rezulta ca si
h are aceleasi proprietati, proprietati din care deducem imediat ca h are limita —oo in ¢
gi limita oo in d. In plus, relatia din enunt poate fi scrisi ¢’ (ap_l(t)) = f(t), pentru orice

€ (¢,d), sau inca:
1
f(t) = 0k

Daci, sd zicem, am avea d < b, atunci f ar avea limita f(d) # 0 In punctul d (care
ar fi strict cuprins intre a si b). Aceasta ar conduce si la existenta limitei derivatei A’ in
1
f(d)’
s-ar putea aplica lema, conform cireia h’ trebuie si aiba limita oo in d si astfel se ajunge

la contradictia:

Vi€ (cd).

punctul d (anume, aceasta ar trebui si fie conform egalitatii anterioare). Dar atunci

. . 1
(@) = lim £(6) = lim £(8) = 305 =01

Contradictie ce se obtine si dacd presupunem ci a < ¢, exact In acelagi mod (pen-
tru limita in ¢, desigur). R&méane atunci c& ¢(R) = (¢,d) = (a,b), ceea ce dovedeste si
surjectivitatea lui ¢. Ne mai ramane de facut.

Demonstratia lemei, care, cum spuneam, nu este deloc grea. Fie ¢ < p < ¢ <
d; conform teoremei lui Lagrange aplicate functie h pe intervalul [p,q] existd un punct
ap,q € (p,q) astfel incat:

h(q) —h(p) | ,/
DD =P b ().
s (op.q)
Pentru un p fixat avem:
lim @) = h(p) _
q—d q—p
(deoarece lim h(q) = 00). Atunci, pentru fiecare p € (c.d) se poate gdsi ¢ > p, q € (¢, d),

q—

)-

h(q) = h(p)
q—p

sir de numere din (c,d) cu limita d, existd pentru orice n un ¢, € (pn, d) astfel incat:

h(gn) — h(pn)
dn — Pn

ceea ce Inseamnd, pentru an = Ap,, g, € (Pn,qn) C (Pn,d), ci:

B (an) >n, VYn> 1.

astfel incat raportul si fie cat de mare dorim. In particular, daci (pn) este un

>n,
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Dar pn < an < dsi lim p, = d implicd si lim a, = d, deci

n—oo n—oo

lim A'(z) = lim A'(an) = co.

z—d n—oo

Pentru limita in ¢ se procedeaza analog.

Observatie. Este important in enuntul lemei ca d (dacd este vorba de limita In acest
punct) s fie finit. Dar problema raméane valabild si daci a = —oo sau b = co (sau ambele),
deoarce ipoteza ci (¢, d) este strict inclus in (a, b) ar duce si In asemenea cazuri la un ¢ (sau
d) finit, deci rezultatul lemei s-ar aplica si contradictia s-ar obtine la fel. Important este
faptul ci f este pozitivd pe tot intervalul (altfel un exemplu simplu ca f(z) = z definitd
pe R si p(x) = €%, consideratd cu valori reale, ar infirma rezultatul).

Nota redactiei. O solutie a problemei a dat si domnul inginer Marius Olteanu de
la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior“ din Ramnicu-Valcea.

254. Sa se arate ca, pentru orice numere naturale p > q > 1, avem

—q+1 i . [(p—a)/2]
pi 207 fp—j _ pzq 1 p
2. 5 \lg—1 2o 2k 1\q+2k)

j=1

Marian Tetiva

Solutia autorului. Incepem cu un rezultat ajutitor (probabil cunoscut):
Lema. Are loc identitatea:

p—1 p—2 q—1\ »—q _
) R e e P B
_ [P p p p—q
_<q>+<q+1>(m1)+...+<q>(x1)

pentru orice numdar compler x $i orice numere naturale p > q > 1.
Demonstratie. Sa notam:

_(p—1 p—2 -1\ »—¢

si s& observam ca, folosind relatia de recurenta a coeficientilor binomiali, avem:

_ p
(x —1)Sq = Sg-1— <q 1)

(pentru p fixat si ¢ < p). Tterand aceastd si utilizand S; = 1z + ... + 2P~ ! rezults imediat
ca:

(m1)q15q_xp1+...+1<<’1’> +<’2’>(m1)+...+<qp1>(m1)q2>,

Aceasta egalitate Inmultita cu z — 1 se mai scrie:

(Jc—l)qu:xp—i<€>(x—1)i

i=0
si identitatea din lema este demonstrata deoarece:

xp—(x1+1)p—i<€>(xl)i.

i=0
Tot ce mai avem de facut pentru a justifica enuntul este sa egalam integralele de la
0 la 2 (in raport cu ) ale celor doi membri ai identit&tii din lema.
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255. Sa se calculeze

i 13521
nﬁoonk_ \/n2+8k2 8k)+4
Gheorghe Sz6ll6sy

Solutie data de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior“ din Ramnicu-Valcea si Toan Ghita, profesor la Colegiul National
L. M. Clain din Blaj.

1
Considerm functia f : [0,1] — R% definitd de f(t) = ———; diviziunea A,, =
12 22 (n —1)?
(O<E<F,<T<1 cu;
n>—(n-17% 2n-1
) = =t 2ol
si sistemul de puncte intermediare:
1
k> —k+ 3
gk = n2 ’
k=1,n
unde:
1
2
n k —1 2 k,' - k + = If2 1
xg,1<£k<x2<:>( 2) < 3 2<—2<:>l€>—
n n n 2

(evident adevirat).
Suma Riemann astfel obtinut este:

S F(E) (@ —af) =

k=1

[
—_
/N
=
V]
|
—
=
|
—_
N
(V]
~_

B
Il
A
o~
)
|
o~
+
|

_ 1 Z”: 2k — 1
n = \/n?+8k% -8k +4
deci limita cautata este:

1

-v1+4+ 8x

0

1
4

g

Solutie data de Nicusor Minculete, Universitatea Crestind Dimitrie Cantemir,

Bragov. Fie a, = L Z 2k — 1 . Observam ca:
noe— vn?+8k% -8k +4
o1 = 2k —1 1 < 2k —1
n Z\/7124-8/%2—81@4- n ; V/n?+2(2k — 1)2

. 2k—1
Z = = bn.

k=1 _+2 2k —1
4 2n

§|>—‘
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Ludm f:[0,1] —» R:

1 2
f(m):#v Dn:<07_7_3'
1 02 n’'n
Vit
1 . . .
cu || Dy = . 0 si alegem punctele intermediare &, =
k € 1,n, de unde deducem ca:
2%k — 1 L

n

2n

2k —1 k—1 k
S " , pentru orice

n

2n

: 1 2n /

lim — - =

nee kzzl 1 2% —1\> \/1+2x2
+2( ) 2

adica:
1

5.

by —

N | =

Acum vom cauta o margine inferioara pentru a,, astfel:

Ly % — 1
n &= \/n? +8k% — 8k

T2

2

§I>~

1
n

k=
z”:%—ﬂ_l.z
Pt Vn?2+22k+1)2 n —

§I>~

-1

3

= 2k +1 _
2 <\/n2+2 (2k + 1)2 \/n2+2(2k+1)2> B

2

3 1> S A[O,l]

2122kt 12

§I>~

Ludm f:[0,1] —» R:

2k +1 + 2n +1 B 1 n
V2 +202k+1)2 0 ny/n?+22n+1)2 nvn? +2
S 2
+_4 e
n kzzl n? +2(2k +1)2
n—1
) 71) GA[0,1]
n

1 2
f(.’L'): Z ’ Dﬂ:(07_7_a"'
1 02 n’'n
4—|— T

2k+1 {k k+ } .
—,— |, pentru orice
n

1
cu || Dy = i 0 si alegem punctele intermediare & =

k € 0,n — 1, de unde deducem ca:

2n

’
n

iar:

on+1 1 1 @
( 7 _EZ

deoarece

n? 4+ 2(2k + 1)2

2

— 0,

: >
n? + 2(2k + 1)°
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2
Z \/n2+2 (2n+1)2 \/n2+2(2n+1)2’

iar cu ajutorul criteriului cle§telu1 pentru n — oo, obtinem:

>1.
n

—F 07
Z\/n2+2 (2k +1)2 -

iar:
2n+1 1
_ -0,
ny/n?+202n+1)2 nvn2+2

ceea ce Inseamna ca:

. (+4)

Cn — —=.
2

Cum ¢, < an < by si din relatiile (x) si (#%), cu ajutorul criteriului clestelui, pentru
n — oo, rezulta ca:

k—1 1
lim .3 -1
n—oo M 1 n2+8]€278k+4 2
256. Sa se arate ca, in orice tetraedru, are loc inegalitatea

2R 4 3%p° > 97 . g+ SVE,

unde notatiile sunt cele uzuale din tetraedru, iar o € R, a > 1.
Nicusor Minculete

Solutia autorului. Demonstram, pentru inceput, inegalitatea din enunt in cazul
in care o = 1, adica:

3v3
2R +3r > Tf& 3V. (1)
Se stie ca pentru orice punct M din spatiu, are loc inegalitatea lui Leibniz:
43 MA* > + b2+ + 12 +m? +n?, (2)

unde [ABC D] este tetraedru oarecare cu notatiile |BC| = a, |AC| = b, |AB| =¢, |AD| =1,
|[BD| = m, |CD| = n; V este volumul tetraedrului, Sa — aria fetei BC'D (analog Sg, Sc,
Sp), S — aria totald a tetraedrului, R — raza sferei circumscrise, iar r — raza sferei inscrise
in tetraedru.

Daca M = O, centrul sferei circumscrise tetraedrului, atunci:

16R* > a® +b* + & + 1 + m? +n?,
de unde:
2R > (P + 0+ )+ O+ P +n?) + (E+ 1P+ m®) + (¢ + m® +0n”),
iar prin utilizarea inegalitatii lui Weitzenbock in triunghiurile ABC, ACD, ABD si BCD,
deducem inegalitatea:
32R* > 4V/3(Sa + Sp + Sc + Sp) = 4V/3S,

deci

oI5

de unde, prin Inmultire cu r, avem:

w
oo%
wW
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80
Aplicam inegalitatea mediilor aritmetic si geometrice, astfel:
(din (3)), prin urmare:
2R +3r > i V3V.

Consideram functia f : (0, +00) — R, f(x ) =z% a€eR, a>1 Cum f’(z) = a(a—
1)z® 2 > 0, rezultd ci aceasta este o functie convexi, iar prin intrebuintarea inegalititii
lui Jensen avem:

f(R)+ f(R)+ f(3r) > 3R+ 3r
> f ;
3 3
adica:
o [ @ (1) @
2R 43" 1% (2R+3r\" V3 v 7
3 3 2
agadar:
2 R 43%.r% >27% . 31 Y5,
Observatie. Pentru oo = 3 obtinem o inegalitate interesanta gi anume
2R +27r° > % V.
257. Sa se arate ca
Z”: 14+ k> (k+ 1 Z”: K +k
k(k + ) T~ n+ 1 E+k—1
Mihaly Bencze

(1)

Solutia autorului. Daca = > 0, atunci
1+vV1+2a2 1

In{ ——— ) < -—.

x x

Intr-adevar, daca vom considera functia f data de

o) = (L) L

atunci:
, 1/1 1
r)=—|—-———1] <0
f@) z (95 1 +$2) B
Prin urmare f(z) < lim f(z) = 0, pentru orice = > 0, i. e

<1+\/1+m2> <l
x Y

In

k(k + 1)

In particular, pentru z = k(k + 1), obtinem:
14+ /1+k2(k+1)2 1
lc(lc +1)’

n

~ 1+ k2 (k+1)2+1 = 1
,;f“( RSy )S;m—n—n

de unde:




SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE 81

Daca z > 0, atunci:
T
In(1
(+e)z 77
intr-adevér, daca vom considera functia g data de:

9@) = h(1+2) = —,

m >0, deci g(x) > g(0) = 0, pentru orice z > 0.

(z+1)

Daci in (2) ludm = =

atunci g'(z) =

1
m §l Slll’IléI’Il7 ob‘ginem:

k> +k - 1 n
In > - =
S (Erts) 2 X e — e
Nota redactiei. O demonstratie prin inductie a inegalitatii a dat loan Ghitd,
profesor la Colegiul National I. M. Clain din Blaj. De asemenea, o solutie corecta, similara

cu cea a autorului, a dat prof. Nicusor Minculete de la Universitatea Cresgtind Dimitrie
Cantemir, Bragov.

258. Flie
1

I, = /(x —z°)"dz, neN.
0
Sd se arate cd sirul (In), o este convergent si sd se afle limita sa.
Laurentiu Modan

Solutie. (Rezolvarea standard.) Functia continui si pozitivd = € [0,1] — f(z) =

= z — 22 are maximul 1 (atins pentru x = 5), deci, din proprietatea de monotonie a

ogngoj(i)"dx_ ()" 0

1 n
Din aceasta dubla inegalitate si din relatia lim (Z) = 0 rezultd, in baza criteriului

n—o0

integralei, decurge:

majorarii, ca sirul (I5),, cy este convergent si ca nlingo I, =0.

Nota. Datorita faptului ¢ functia f este neidentic nuld pe (0, 1) si isi atinge maximul

1. . . . . o c s
doar pentru z = 3 inegalitatea (1) se scrie mai precis sub forma stricté:

1 n
I, = 1
0<In < ( 4) , (1)
concluziile de convergenta mentinandu-se valabile.
Observatii. (Andrei Vernescu) In afard de obtinerea convergentei la 0, integrala

2k

poate fi si calculata, prin stabilirea unei relatii de recurenta, anume I, = 1 ohg e
i iterarea acesteia pentru k = 1,2,3,...,n. Dar o cale mai interesanta si totodata mai
rapida de calcul consta in reducerea integralei la una din integralele cunoscute:

z 1-3:5-...-(2n—1

2 2 i (n2 )%, pentru m = 2n

/sinmmdx: 3483 2)

entru m=2n+1
0 357 ... @2nt1) P i

anume la cea de ordin impar (m = 2n + 1).



82 PROBLEME

Reamintim cé integralele (2) apar in demonstratia uzuald a formulei lui Wallis (a
se vedea, de exemplu, Caius Iacob, ,Lectii de matematici superioare“, Editura Tehnica,
Bucuresti, 1957, pp. 466-467) si, din aceastd cauzd, au fost numite si integralele lui Wallis,
desi Wallis nu le-a folosit, pentru simplul motiv ca la jumatatea secolului al XVII-lea
Calculul diferential si integral, al lui Newton si Leibniz nu fusese inventat (mai avea de
agteptat cateva decenii!). Cu privire la aceasta, este interesant de consultat articolul lui

George A. Dickinson ,,Wallis’s product for g“, The Mathematical Gazette, Vol. XXI

(1937), pp. 135-139.
Revenind la integrala din enunt, intr-adevar, efectuand schimbarea de variabila

1
r=t+ 3 (care o reduce la o integrald pe un interval simetric fatd de origine), utilizdnd

. . o . . 1 R . .
paritatea, efectudnd o noua schimbare de variabila ¢t = 5 cos s i utilizdnd prima egalitate

din (2), se obtine succesiv:
1 1

2 2 %
— 1_2 " _ 1_2 " _ 1 " o2n41 _
In—/(4 t) dt—2/(4 t) dt—2(4) /bm sds =
0 0

[N

B <i>" 3?36(231 1) (3)

Pe o cale perfect asemanatoare se poate obtine, pentru integrala J,, =

o _
—
8
I
8
(V)
~
—
+
ol
~
[oN)
5

ca:

just

ntg f "1.3.5.. ..
Jn =2 (1) /sinQ"Jr2 sds =2 (1) 1-3-5-...-@n+1) . g
0

4 4) 2-4-6-...-(2n+2)

Ordinul de marime al integralelor lui Wallis este dat de inegalitatea lui A. Lupas:

=
T [
D A E— sin”™ — =1,2,3,... 4
’/Q(m—l—l) </51n zdr < 5 M ,2,3, (4)
0

(a se vedea problema 17554 din Gazeta Matematicd Seria B, nr. 12/1978), care poate fi
demonstrata analizand succesiv cazurile cand m = 2n, respectiv m = 2n + 1 si utilizand
inegalitatea:

(5)

1 1-3-5 <
( 1) 2:4-6-...:2n /TN
™ n+§

Din (3) si (4) se obtine se obtine nlgr;o 4"\/n= /m, deci I, =0 (4n%>

Toate calculele precedente se extind fara dificultate pentru sirurile de termen general:
b
I = / (=2® + (a+b)z — ab)" da,

a

D Inegalitatea (5) se gaseste in D. S. Mitrinovié, P. M. Vasié ,,Analytic Inequalities®,
Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1970, pag.192. Pentru demonstratia sa, ca
si a altora asemanatoare, se va putea consulta A. Vernescu , The Natural Proof of the
Inequalities of Wallis Type“, Libertas Mathematica, 24 (2004), 183. (N.R.)
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respectiv:
b

J?) = / (—2® + (a+b)z — ab)" da
(unde a,b € R, a < b), adica :
1° Se poate gasi direct relatia de recurenta care duce apoi, prin iterare, la explicitarea
lui 7%, respectiv J$*;
2° Se pot reduce integralele I,(la’b), respectiv Jfla’b) la cate o integrala pe un interval
b—a b—a
2 0 2

simetric fata de originea axei Oz, anume {f } , apoi, folosind paritatea, la cate

. . b— ‘s A . o . o o
o integrala pe intervalul {0, Ta} si In final, la cate o integrala a lui Wallis, inmultita cu

b—a\" especti b—a m
—_— res 1v .
2 ) TP 2

Nota redactiei. O problema bazata tot pe sirul de integrale de termen general
1

I, = / (x — x2)n dz, dar cu alte cerinte si altfel puse, a aparut in variantele de bacalau-

0
1

Za
1
pentru orice = € [0,1], 0 < I, < 1 [fard a se cere valorificarea ultimeia la enuntarea ex-

reat din 2006, varianta 22, subiectul IV. Acolo se cereau inegalititile 0 < z — 2% <

plicitd a convergentei I, —— 0 (poate se subintelegeal)], apoi se cerea stabilirea relatiei

1 2

de recurenta I, = 12—11171_1, pentru orice n € N*, n > 2, valorificarea acesteia la
n
explicitarea I, 2. 4 2n Ly oricare ar fi n € N*, stabilirea prin inductie
X = ... .. . -t
P 35 m+1\4) " ’ P
2 4 2

a inegalitatii 35 o :L_ 1 < 271\/_?13, pentru orice n € N* gi determinarea limitei
lim 4"1I,, care este egala cu zero.

Solutii corecte ale problemei au mai dat: Nicusor Minculete de la Universitatea
Crestind Dimitrie Cantemir din Brasov, loan Ghitd — profesor la Colegiul National I. M.
Clain din Blaj si Marin Tetiva — profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu
Barlad.
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Premii de 1 milion de dolari in matematica
(Istoria unor probleme matematice, ,,Problemele Mileniului“)l)

ADRIAN ALBU?

Abstract. We review briefly some of the outstanding problems of contem-
porary Mathematics. We avoid specific technical aspects.

Keywords: History of Mathematics, Millenium problems.

MSC : 01A61, 00A05.

Scopul acestui articol este informativ. Desi discuta despre cele mai dificile probleme
matematice ale epocii noastre (cu o scurtd incursiune in istoria mai veche), el evita aproape
complet orice aspecte tehnice, mentinandu-se la un nivel general de informare al unui public
intelectual cat mai larg. Pentru o mai completd informare a celor interesati peste nivelul
general, am mentionat cateva repere bibliografice fundamentale.

Scurt istoric

Dacd nu putem spune intr-o frazi ,ce este matematica® (dupd cum se stie, este
nevoie de o carte Intreaga sau de o serie de carti pentru un raspuns, nici acela, probabil,
foarte complet), putem, totusi, constata c& matematica a ,inceput® cu enunturi si re-
zolvari de probleme concrete. Intr-adevir, protomatematica vechilor civilizatii egipteana,
babyloniana, chineza, hindusa, care se sfargeste cam odata cu secolele VIII-VII i.e.n., o
cunoastem in principal din ,,culegeri de probleme®, in care solutiile sunt date sub forma de
retete, cu indicatia, uneori, imperativa: ,Fa aga“; aceste retete sunt precursoarele antice
ale formulelor gi algoritmilor de astazi. Astfel de texte sunt papirusurile egiptene Rhind
si Golesnikov (sau de la Moscova), tablitele de lut babyloniene, vechiul text chinezesc
Matematica in noud carti si chiar Arithmetica lui Diophant (sec. III en.) din epoca
postelenistica. Odata cu Thales si Pitagora si succesorii lor, prin trecerea la matema-
tica deductiva, aceasta se dezvolta pe doua linii principale: necesitatile puse de practica
si probleme interne ale matematicii. Pe ambele cai se pun si se rezolva probleme; unele
dintre acestea primesc o forma general abstractd si devin teoreme, iar solutiile lor nu mai
sunt retete empirice, ci deductii logice, numite demonstratii. Matematica antica cunoaste
primele ,mari“ probleme, numite in Istoria matematicii ,,probleme celebre“ sau ,clasice*:
cuadratura cercului, dublarea cubului si trisectia unghiului. La acestea se adauga, ceva
mai tarziu, problema constructiei geometrice (cu rigla si compasul) a poligoanelor regulate
si celebra problem# a postulatului paralelelor. Incercand s& le rezolve, omenirea a invitat
matematica, dezvoltand-o pana in timpurile moderne. Este suficient s amintim ca ul-
tima problema mentionata, aceea a postulatului paralelelor lui Fuclid, a contribuit in mod
esential la descoperirea geometriei neeuclidiene (hiperbolice), de citre N. I. Lobacevski si
J. Bolyai, in prima jumatate a secolului al XIX-lea.

Se Intelege ca acestea au fost ,mari“ probleme nerezolvate (sau deschise, conjecturi)
la vremea lor, de o dificultate si de o amploare deosebite. Daca am incerca o clasificare, in
acest caz inevitabil subiectiva, le-am numi pe acestea, si pe cele de nivelul lor, probleme
(conjecturi) de ,rang zero“, iar cele de dificultate in descrestere, probleme de rang unu, doi
etc. Toate problemele matematice ale antichitatii, mentionate mai sus, au fost rezolvate

1 O formi reduss a acestui text a fost prezentata la a IX-a Conferinti anuals a S.S.M.R.,
Lugoj, 6-7 mai 2005.
2) Universitatea de Vest din Timisoara
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in decursul istoriei matematicii. In matematica, in fiecare perioada de-a lungul istoriei
sale de aproape 30 de secole, au existat probleme nerezolvate remarcabile (de rang zero,
unu) sau probleme deschise, cu un termen tehnic — conjecturi, care au atras uneori, ca un
magnet, generatii de matematicieni la rezolvarea lor. Matematica nu gi-a epuizat niciodata
marile ei probleme. De altfel, in matematica moderna, dar nu numai, multi matematicieni
gi-au cagtigat un renume tocmai prin rezolvarea data la o astfel de problemé& deschisa
remarcabild. Un al doilea mod important de a obtine recunoagterea in matematica consta
in a construi gi dezvolta o teorie matematica noua si a rezolva problemele care se pun acolo.

Dar si revenim la problemele deschise. D. Hilbert (1862-1943), celebrul matematician
german, spunea, in 1900, cad un domeniu al matematicii este atat timp viabil, consistent
si interesant din punct de vedere matematic, cat el ,produce® un numar cat mai mare de
probleme. Prin urmare, prin contrapozitie, un domeniu sarac in probleme devine steril,
fara interes, se stinge. Istoria matematicii cunoaste situatii de acest fel.

Istoria marilor probleme deschise ale matematicii este interesanta, de multe ori cap-
tivanta si chiar imprevizibila. S& nu ne lasam inselati de enuntul foarte simplu al unora.
Este adevarat ca exista conjecturi cu un enunt foarte tehnic, de neinteles pentru cei care
nu sunt specialisti ai domeniului; pentru cunoscatori mentionam, ca exemple, ,,Conjectura
lui Poincaré“ gi ,Ipoteza lui Riemann*, despre care va fi vorba si mai departe. Dar exista
probleme matematice nerezolvate, care s-au dovedit de mare dificultate, dar al caror enunt
este deconcertant de simplu. Iatd un exemplu de astfel de problema deschisa, pe care o
intelege chiar gi un elev de gimnaziu care stie ce este un numéar prim (un numér natural care
nu se Imparte exact decét la 1 si la el insusi). Este celebra ,conjecturd a lui Goldbach¥, care
apare intr-o scrisoare a lui Chr. Goldbach din 1742 citre marele matematician L. Fuler (in
acea perioadd profesor la Academia de Stiinte din Berlin): Orice numé&r par mai mare sau
egal cu 6 este suma a doua numere prime. Exemple: 96 = 13 + 83, 168 = 71 4+ 97. Con-
jectura lui Goldbach s-a verificat numeric pentru un numar foarte mare de numere pare,
progrese modeste s-au facut in secolul trecut in abordarea ei, dar problema a ramas pana
azi nerezolvati." Un enunt simplu il are si ,conjectura (sau marea / ultima teoremi a)
lui Fermat“ (cca. 1620), in total contrast cu dificultatea enorma intAmpinatid de matema-
ticienii care au abordat problema, pe care acum o putem perfect aprecia datorita faptului
ci ea a fost rezolvatd in ultimii ani ai secolului trecut. Conjectura lui Fermat a cerut sa
se arate ca ecuatia " + y™ = 2" nu are solutii intregi nenule pentru orice numar natural
n > 3.

In epoca modernd, de prin secolul XIX, au inceput sa fie contabilizate marile proble-
me deschise din matematica; se alcatuiesc ,liste“ cu problemele remarcabile nerezolvate,
periodic se analizeaza stadiul rezolvarii lor. Enunturile acestora sunt, in general, foarte
specializate. Probabil, cel mai cunoscut exemplu este acela al ,problemelor lui Hilbert*;
este vorba de o lista cu 23 de probleme remarcabile nerezolvate pana la sfarsitul secolului
al XIX-lea, alcatuita de D. Hilbert si prezentata de el la al doilea Congres International
al Matematicienilor, care a avut loc in august 1900 la Paris. Printre problemele de pe
Hlista lui Hilbert“ mentiondm: 1) Ipoteza continuului (problema nr. 1): (Existd un numér
cardinal situat strict intre cardinalul numarabil si continuu?); 2) problema dotérii unui
grup topologic cu o structurd de grup diferentiabil (grup S. Lie) (celebra ,problemi a 5-a“
a lui Hilbert); 3) problema transcendentei unor numere reale (ca 2V2 o™ etc.): (Existd sau
nu ecuatii algebrice cu coeficienti rationali care sd admitd aceste numere ca radécini?); 4)
Ipoteza lui Riemann, referitoare la zerourile ,functiei zeta* a lui Riemann care are forma

1) Existd un interesant roman, a carui poveste se desfigoara in jurul conjecturii lui
Goldbach, pe care-1 recomandam in special matematicienilor: A. Doxiadis, Unchiul Petros
st conjectura lui Goldbach, Ed. Humanitas, 2003.
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C(z) =1+ 2% + SLZ +..., unde z = a+1ib este un numéar complex; 5) existenta unor algoritmi
pentru rezolvarea ecuatiilor diophantice (ecuatii cu coeficienti intregi pentru care se cautd
solutii numere intregi sau rationale) g.ab

Este, poate, interesant sa remarcam ca printre omisiuni le importante ale lui Hilbert
se gaseau urmatoarele trei probleme celebre din acel timp: conjectura lui Goldbach, conjec-
tura lui Fermat (ambele mentionate mai sus) si Problema celor trei corpuri din Mecanica
teoreticd (H. Poincaré, 1889-1890); este adevirat cd ultimele doud au legituri cu unele
probleme din ,lista*.

In genul ,listei lui Hilbert“ se alcatuiesc in ultimele decenii, oarecum periodic, liste
cu probleme deschise din matematica, avand diverse nivele de dificultate si grade diferite
de impact in matematica de astazi. Stadiul de rezolvare al problemelor lui Hilbert a fost
periodic analizat in seminarii gi conferinte stiintifice. Astfel, la conferinta anuala a pres-
tigioasel societdti matematice americane American Mathematical Society (AMS) din mai
1974, subiectul fixat a fost ,Dezvoltarea matematicii ca o consecinta a Problemelor lui
Hilbert“. Cunoscutul matematician francez J. Dieudonné (decedat In 1992, in varsta de
82 de ani) a facut atunci Comitetului de organizare a conferintei propunerea sd constituie
o comisie de matematicieni eminenti care sa alcatuiasca o lista a celor mai importante
probleme matematice nerezolvate la acea datd. Se spera, pe buna dreptate, ca o astfel
de lista poate servi la concentrarea interesului tinerilor matematicieni cétre subiecte va-
labile, importante, i sd-i ajute sa-si gaseasca domeniul de cercetare in conditiile cresterii
considerabile a lucrarilor matematice ce se publica. Nu cunoagtem urmarile imediate ale
propunerii lui Dieudonné, dar constatdm ca in ultimul sfert al secolului trecut au aparut
mai multe carti si articole In care se enunta problemele deschise dintr-un anumit domeniu al
matematicii, se comenteaza posibile moduri de abordare a solutiilor, se evalueaza impactul
rezultatului in ipoteza stabilirii lui.?) Evident c& in afara acestor texte si ,liste* riman inci
un numar mare de probleme nerezolvate din diverse domenii ale matematicii, sa le spunem
probleme de rangul 2, 3 etc., in sensul ipoteticei noastre clasificari de mai sus, care si ele
stau In atentia matematicienilor cercetatori.

Strategii de abordare

Inainte de a prezenta preocuparile ,la zi* in privinta problemelor deschise (conjecturi)
ale prezentului, sa vedem, pe scurt, care sunt aspectele matematice generale gi ce strategii
generale pot fi adoptate in abordarea conjecturilor matematice. Totul, ne straduim, cu un
numar minim de detalii tehnice.

Mai Intai sa observam ca Istoria matematicii ne arata ca exista doua explicatii majore
pentru aparitia si constituirea unor conjecturi remarcabile, care obstructioneaza gasirea
solutiei:

Eaplicatia 1. Intr-un cadru (context) matematic dat (sau subinteles), conjectura
constituie un enunt independent.

U Pentru completiri se pot consulta: P. S. Alexandrov (Edit.), Problema Gilberta, Na-
uka, Moskva, 1969; 1. Grattan-Guiness, A Sideway look at Hilbert’s twenty-three problems
of 1900, Notices of AMS, 47 (7), 2000, pp. 752-757 si, mai recent, B. Yandell, The Honour
Class: Hilbert’s Problems and their solves, A. K. Peters Ltd., 2002.

2 Aga sunt, de exemplu: J. van Mill and G. M. Reed, Open problems in Topology,
North-Holland, 1990; H. T. Croft, K. J. Falkoner and R, K. Guy, Unsolved problems in
Geometry, 2nd print., Springer, 1994; R. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, 3rd
edit. Springer, 2004; P. Odifreddi, The Mathematical Century: The 30 Greatest Problems
of the last 100 years, Princenton Univ. Press, 2004.
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Ezxplicatia 11. Nu existd (Incd) tehnicile necesare sau/si nu sunt stabilite unele rezul-
tate intermediare, care sa permita demonstratia, intr-un cadru matematic dat, a conjecturii
considerate.

In conditiile constructiei formale (axiomatice) a teoriilor matematice moderne, sub-
liniem importanta determinarii precise a cadrului matematic al problemei considerate, cum
am mai mentionat, pentru ca de acesta depind strategiile de abordare a ei.

Cele doua explicatii de mai sus comporta evidente aspecte fundationale. Explicatia
1 ne amintegte ca, in unele cazuri, o problem& deschisd este suspectd de a fi un enunt
independent.

Strategia rezolvarii unei conjecturi C' in teoria T' poate urma cateva cai posibile:

(1) Se demonstreaza direct independenta lui C' in teoria T' (deci, c& din T' nu rezulta
(nu se deduce) C); existd o metodd matematicd pentru realizarea acestei demonstratii —
constructia de ,contraexemple® (metateorema lui A. Padoa, v. A. C. Albu, Fundamentele
matematicii. O introducere, Editura Gil, Zaldu, 2004, p. 62).

(2) Daca T este o teorie axiomaticd completd (sau complet saturatd, deci, ea are
proprietatea cé orice enunt in termenii teoriei, deci si C, este el, sau negatia lui, teorema),
atunci explicatia I cade si deci trebuie incercate demonstratiile T = non C' (semnul =
inseamnad ,implica logic* sau ,se deduce®) sau T' = non C (non C' este negatia conjecturii
C); acesta este cazul unor teorii matematice ca aritmetica numerelor naturale, analiza
reald, geometria euclidiana s.a.

O varianta de abordare in acest caz este urmitoarea: (2’) se enunti o nou# conjectura
C'’ si se demonstreazd ca i) C' = Csiil) T = C'.

Daci conjectura C nu a fost decisd in nici una din situatiile (1), (2) sau (2') de mai
sus, atunci urmatoarele rezultate partiale pot fi incercate:

(3) se formuleazd o noud conjecturd C’ i se demonstreazd cd C' = C; (3') ,intarind
teoria T la T", se poate demonstra T’ = C sau (3") ,sldbind“ conjectura C la C’, se poate
demonstra T = C’.

In cazul succesului in una din aceste situatii (3) — (3”), nu se rezolvi de fapt conjec-
tura C, ci se obtine un anumit rezultat partial, fie reducind conjectura C la C’, fie lucrand
intr-o teorie mai tare 7", fie, in sfarsit, relaxdnd conjectura consideratd C. In toate aceste
demersuri, scopul final este demonstratia lui T'= C sau T' % C (C este independenta in
7). In strategia demonstratiei 7'= C' mai mentionam existenta unui posibil ,,Principiu
general de transfer“, care transferi conjectura C din teoria T Intr-o conjecturd C’ dintr-o
teorie T”, pentru care au loc proprietitile: i) daci demonstrim 7= C’, atunci rezulti
T=C, ii) putem face demonstratia lui 7" =-C". Dupi
cum se vede, in acest caz succesul demonstratiei conjecturii C' in teoria T este asigurat de
reusita demonstratiei conjecturii transferate C’ in teoria T”.

Sa dam cateva exemple. Celebra problema a Postulatului paralelelor al lui Euclid
(veche din sec. IV i.e.n.) s-a dovedit o problema de independentd; solutia ei decurge din
consistenta (necontradictia) geometriei hiperbolice (E. Beltramsi (1868), H. Poincaré (1882)
g.a.). Conjectura lui Fermat a fost rezolvati de A. Wiles (1995)") in aritmetica numerelor
naturale, urmand strategia (2') de mai sus, utilizand tehnici de teoria analiticd a numerelor.
In Analiza Nestandard, o teorie matematica noua construita in anii 1960 - 1970, se asigura
o fundamentare riguroasa pentru utilizarea unui principiu special de transfer in rezolvarea
unor probleme deschise.

DPovestea conjecturii lui Fermat este interesant expuss in cartea lui S. Singh, Marea
Teoremd a lui Fermat, Humanitas, 1998; o schitd a demonstratiei lui A. Wiles (n, 1953)
si Imprejurarile in care a fost obtinuta pot fi gésite in A. C. Albu, Marea conjecturd a lui
Fermat este o teoremd, Gazeta Matematica, ser. ISPM, XV (2), 1977, pp. 73-80.
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Cunoasterea acestor strategii generale, evident cd nu rezolva efectiv o anumita pro-
blema deschisa, ci ofera doar cateva indicatii generale despre modul cum ea trebuie abor-
data. Rezolvarea unei probleme matematice, demonstratia unei teoreme, ramane, in ultima
instanta, o arta, ars in sensul clasic, de maiestrie, de inventie personala. In legatura cu
aceste consideratii, ne amintim de legenda tanarului chinez de demult, care s-a instruit
cu ardoare gapte ani in arta de a vana dragoni, dar, dupa aceea n-a intalnit si deci, n-a
vanat nici un dragon-, pentru a-si dovedi astfel miiestria; atunci, completeazi René Thom"
legenda, ...tanarul chinez a inceput sd-nvete pe altii arta de a vana dragoni!

Lista lui Smale

»,Problemele lui Hilbert“, prezentate comunitatii matematice in anul 1900, au ju-
cat un rol deosebit de important in dezvoltarea matematicii in secolul XX.2) Initiative
asemanatoare au avut loc in jurul anului 2000 vizand catalogarea si impulsionarea re-
zolvarii, in decursul secolului nostru, a unor probleme deschise remarcabile ramase restante.
Un astfel de exemplu important este urmatorul: la inceputul anilor '90 din secolul trecut,
renumitul matematician rus V. I. Arnold (n. 1937) a invitat, din partea Uniunii Matema-
tice Internationale (IMU), un numér de matematicieni de primul rang s formuleze ,,marile
probleme matematice “ nerezolvate ale secolului al XXI - lea. ,,Problemele lui Smale* consti-
tuie rdspunsul celebrului matematician american Stephan Smale (n. 1930, Premiul Fields,
1966) la sugestia lui Arnold. Ele au fost prezentate intr-o conferintd tinutd cu ocazia
aniversarii a 60 de ani a lui V. I. Arnold, la Fields Institute din Toronto, in iunie 1997.

,Lista lui Smale* contine 18 probleme,s) enuntate fie sub forma de conjecturi, de
probleme sau intrebari, pe care autorul lor marturiseste ca le-a ales dupa urmatoarele
criterii: i) s fie propozitii cu un enunt, cat mai simplu si precis; ii) s& fie probleme dificile,
apdrute in cadrul cercetdrilor proprii (aceasta este o limitare importantd!); iii) probleme
alese cu speranta ca abordarea lor, eventuale rezultate partiale sau rezolvarea lor, vor avea
o importanta deosebita pentru dezvoltarea matematicii in secolul nostru.

Daca unele din problemele lui Smale sunt relativ simplu de enuntat, in general ele nu
sunt deloc simplu de inteles. De aceea, dintre ele nu vom mentiona aici decat primele doua.
Prima problema este o mai veche cunostinta a noastra, si anume Ipoteza lui Riemann; dupa
cum am vazut, ea este singura problema nerezolvata de pe lista lui Hilbert. Smale o trece
acum pe lista lui. K. Devlin, in cunoscuta sa carte Vdrsta de aur a matematicii (Theta,
2000), o numeste ,cea mai importantd problemd nerezolvatd din matematicd“ (desigur,
contemporand), afirmatie cu care nu toti matematicienii sunt de acord. Problema nr. 2,
tot asa de celebra si dificild, este Conjectura lui Poincaré in dimensiunea 3 (1904): aceasta
se referd la caracterizarea topologicd a sferei cu 3 dimensiuni din spatiul euclidian cu 4
dimensiuni. Mai multe rezultate partiale au fost obtinute in secolul trecut; o generalizare
in dimensiuni n > 5 a fost stabilitd chiar de Smale (1961), iar in 1983, M. Friedman
(Premiul Fields, 1986) a dat demonstratia pentru n = 4. Restul problemelor lui Smale pot
fi grupate pe sapte domenii de interese.

In ideea unei comparatii Hilbert-Smale la o primi examinare se poate constata ci
lista lui Smale are o arie de cuprindere mai restransa decat aceea a lui Hilbert. Probabil
cd, avand in vedere dezvoltarea spectaculoasd a matematicii in secolul trecut, la sfarsitul

YUR. Thom (n. 1923), matematician francez, laureat al Premiului Fields (1958), creatorul
Teoriei Catastrofelor (anii 1960).

2)Pentru un survey al evolutiei matematicii In secolul XX, v. lucrarea autorului Matem-
atica XX. O gncercare de retrospectiva, in Aspecte ale Istoriei si Filosofiei Stiintei, Coord.
C. Grecu, Ed. Univ. de Vest din Timigoara, 2001, pp. 119-152.

3) Pentru aminunte i lista problemelor, v. S. Smale, Mathematical Problems for the
next Century, Math. Intellig., 20 (2), 1998, pp. 848-859.
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lui nu mai era posibila existenta unui ,Hilbert“ universal de la 1900. Pot fi semnalate
omisiuni importante de pe lista lui Smale, dar sa nu uitam ca el a prevenit asupra limitarii
problemelor la domeniile lui de interes. In ce priveste dificultatea problemelor alese de
Smale si a importantei lor pentru matematica secolului nostru, acestea le va arata viitorul.

Problemele Mileniului

Exista si alte incercari ale unor matematicieni de prim rang, societati sau fundatii
matematice, care, ca si cele de mai sus, monitorizeaza marile probleme deschise ale Ince-
putului de veac XXI. In cazul unor societati sau fundatii mai ales, acestea stimuleaza, de
obicei, rezolvarea unor probleme prin acordarea de premii substantiale. Procedeul nu este
nou, este suficient s ne amintim de celebrele premii ale Academiei de Stiinte din Paris, din
sec. XVIII, ale céror recipienti au fost mari matematicieni ai timpului (Johann Bernoulli,
Daniel Bernoulli, L. Euler, J. L. Lagrange s.a.), sau Premiul de 100.000 DM, instituit de P.
Wolfskehl in 1908 pentru rezolvarea Conjecturii lui Fermat (premiul, in valoare de 75.000
DM, a fost inméanat lui A. Wiles la Academia de Stiinte din Gottingen, in iunie 1997).

Diverse societati matematice, academii, universitati etc., nationale si internationale,
acorda In prezent o multime de premii pentru activitatea matematica deosebita, publicarea
unor lucrari sau carti de specialitate exceptionale, premii care fac renumele celor care le
primesc. incepénd din 1936, IMU acordé, din 4 in 4 ani (cu o intrerupere pand in 1950,
din cauza celui de-al doilea razboi mondial), cu ocazia Congreselor Internationale ale Mate-
maticienilor, prestigioasele Premii Fields pentru rezultate matematice remarcabile, un fel
de corespondent — In Matematica — al celebrelor Premii Nobel. Dar premiile instituite in
anul 2000 de Clay Mathematical Institute, pentru 7 probleme matematice speciale numite
»Problemele Mileniului“, sunt diferite de toate premiile mentionate mai sus. Pe scurt, iata
povestea lor.

Inc# din 1992, IMU a hotarat sa declare anul 2000 ca ,Anul Matematic Mondial ¢
(World Mathematical Year, WMY), avand in vedere impactul considerabil al matematicii
in lumea contemporana. In cadrul WMY, continuand practicile in acordarea unor premii
in bani pentru stimularea rezolvarii unor probleme matematice, la 24 mai 2000, la College
de France de la Paris, au fost lansate sapte premii de cate 1 milion USD, fiecare, pe timp
nelimitat, pentru rezolvarea unei probleme dintr-un set de 7 probleme de matematica,
considerate ca cele mai dificile gi mai importante probleme ale momentului (probleme de
yrang zero“). Problemele au fost prezentate de renumitii matematicieni Sir M. Atiyah
(Marea Britanie) si J. Tate (SUA). Ele n-au fost numite ,,Problemele secolului XXI¥, ci
mai pretentios (urméarind, probabil, si efectul mediatic) — ,Problemele Mileniului*.

Cele 7 premii pentru ,Problemele Mileniului“ sunt oferite de Clay Mathematical
Institute, fondat In 1999 de omul de afaceri american Landon T. Clay, ca o organizatie
nonprofit cu sediul la Cambridge (Mass., USA). Problemele premiate au fost selectate de
un grup de matematicieni de renume format de A. Jaffe (directorul lui Clay Math. Instit.),
M. Atiyah, J. Tate, A. Wiles, A. Connes si Ed. Witten (Atiyah, Connes si Witten sunt
laureati ai Premiului Fields).

impreuné cu cele 7 premii de 1 milion de dolari, a mai fost de asemenea, instituit
un premiu tot de 1 milion USD, oferit, insd doar pana in martie 2002, pentru rezolvarea
vechii conjecturi a lui Goldbach (1742). Premiul nu a fost adjudecat.”

Y Donald E. Knuth, specialist in gtiinta computerelor si parintele TEX, intr-o conferinta
tinutd in octombrie 2001 la Technische Universitdt Miinchen, isi exprima, in mod curios,
pérerea ci conjectura lui Goldbach nu poate fi demonstratd (deci, ca este independentil!?),
motivul, dupa el, ar fi c& proprietatea de a fi numar prim este multiplicativa, in timp ce
conjectura se referd la o proprietate de aditivitate a numerelor (cf. Notices of AMS, 49
(3), 2002, p. 321).
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Toate aceste premii au fost pe larg mediatizate in lumea matematicé;l) incercam,
acum, sa le facem cunoscute si la noi. Tinerii matematicieni romani, talentati, pot sa rea-
lizeze ca au o sansa de a castiga un milion de dolari nu numai jucand la Loto sau marcand
goluri, ci angajandu-se In competitia, este adevarat extrem de dura, a rezolvarii uneia din
,Problemele Mileniului“. (S& remarcdm, in acest context, ci niciun roméan nu a primit,
pand In prezent, Premiul Fields sau Premiul Nobel (activand in tard); este, deci, justifi-
cata intrebarea, ce se intampld cu medaliatii nostri cu aur la Olimpiadele Internationale
de Matematicd, Informaticd, Fizicd, dupd obtinerea acestor premii?). Viitorul va arita
daca premii de marimea celor mentionate, neobignuite pana acum in domeniul cercetarii
matematice (in unele sporturi de performantd se vehiculeazi sume de zece ori mai mari),
vor contribui efectiv la cregterea interesului pentru matematica de varf si la stimularea
dezvoltarii, pe mai departe, a ei. Pentru ca trebuie inteles c& rezolvarea unor astfel de
probleme de mare dificultate nu este doar un capriciu al matematicienilor (desi are loc si
un ,efect Everest*: ele trebuie rezolvate ,,pentru c& existd“!) sau al unor fundatii bogate.

Nu este In intentia noastra sa prezentam aici, in detaliu, ,,Problemele Mileniului“;
ar fi necesard o carte.?) Desi enunturile celor 7 probleme sunt foarte specializate, pentru
cei care vor sd-si facd o idee, le prezentam pe scurt in Anexa. Pentru matematicienii
profesionisti este inutil s& precizam, cum o face K. Devlin inca In Introducere la cartea
sa de ,popularizare“ a faimoaselor probleme, Devlin (2002) (de altfel foarte interesanta,
una din sursele noastre bibliografice principale), cd ,Problemele mileniului sunt ca Super
Bowl; ele nu sunt o intrecere pentru amatori®. (p. viii); noi am spune, in Europa, ci ele
sunt ca finala Cupei Campionilor la fotbal. Cu alte cuvinte, cad rezolvarea unei astfel de
probleme este o performanta matematica cu totul exceptionala. Doar pentru intelegerea
acestor probleme este nevoie de o pregatire matematica speciala, de profesionist expert si,
in nici un caz de amator, ceea ce, de altfel, era valabil i in cazul multor probleme deschise
prezentate mai Inainte. Prin urmare, ne multumim si mentiondm doar doud aspecte: 1)
din cele 7 Probleme ale Mileniului, doud sunt cunostinte ale noastre de pe liste mai vechi:
problema nr. 1 este Ipoteza lui Riemann, iar nr. 5 este Conjectura lui Poincaré; 2) patru
probleme ale Mileniului, dintre care doua sunt cele mentionate anterior, figureaza si pe lista
propusd de Smale (problemele nr. 1,24, 5, v. Anexa).

Pentru cele doud probleme de la pct. 1) cateva completiri putem face, totusi. Pentru
Ipoteza lui Riemann, the state of art poate fi gasita in cartea lui K. Sabbagh, The Riemann-
tan Hypothesis: The Greatest Unsolved Problem in Mathematics (Farrar Straus & Giroux,
2003).%) In ce priveste Conjectura lui Poincaré, in ultimii 2 - 3 ani s-au ficut progrese
insemnate. In baza Conjecturii Geometrizate (Geometrization Conjecture) a lui Thurston,
pusa la punct de W. Thurston in anii 1980, din care se deduce Conjectura lui Poincaré, si,
utilizdnd rezultatele lui R. Hamilton din anii 1993 - 1999, G. Perelman (ndscut in 1966,
in fosta URSS), Intr-o serie de trei preprinturi din 2002 - 2003, pretinde ci a demonstrat

DV, de exemplu A. Jackson, Million - dollar Mathematics Prizes Announced, Notices of
AMS, 47 (8), 2000, pp. 877 - 879; ac. aut., Mathematical Challenges of the 21 st Century.
A Panorama of Mathematics, Notices of AMS, 47 (10), 2000, pp. 1271-1273; mai completa
este cartea lui K. Devlin, The Millenium Problems, Basic Books, New York, 2002, citata
in continuare Devlin (2002).

2) Cei interesati pot gisi enunturile celor 7 probleme, impreuni cu explicatii asupra lor,
in cartile Devlin (2002) si Carlson, Jaffe, Wiles, Edits., cit. in Nota de subsol 2), pag. 10.
Pentru detalii asupra premiilor oferite de Clay Math. Instit. se poate consulta adresa de
Internet www.claymath.org/millenium/.

3) Se poate vizita E. Bombieri (2001), Problems of the Millenium: The Riemann Hypo-
thesis, www.claymath.org/prizeproblems/riemann; J. B. Conrey, The Riemann Hypothesis,
Notices of AMS, 50 (3), 2003, 341 - 353.
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Conjectura Geometrizata a lui Thurston si, prin urmare, Conjectura lui Poincaré. Spe-
cialigtii in domeniu nu s-au pronuntat asupra corectitudinii demonstratiei lui Perelman,
existd chiar importante retineri. Istoria (si suspansul) pare sd semene cu aceea din cazul
demonstratiei lui Wiles a Conjecturii lui Fermat, in care s-a urmat strategia din (2'),
mentionata in sectiunea a 2-a a articolului nostru. Pentru cei interesati in aceasta prob-
lematicd, mentionam lucrarea survey recentd a lui J. Milnor din Notices of. AMS, 50,
2003, pp. 1226-1233 si lucrarea de ultima ora a lui J. W. Morgan, ,Recent progress on the
Poincaré Conjecture and the classification of 3 - manifolds, in Bull. of AMS, 42 (1), 2005,
pp. 57 - 78. V.

Provocarea lansata elitei matematicienilor din intreaga lume, prin cele 7 probleme
»ale Mileniului“ si premiile instituite pentru rezolvarea lor, sunt fara precedent in Istoria
matematicii. Se apreciaza ca ele sunt cele mai dificile probleme matematice deschise ale mo-
mentului. Controversele n-au intarziat sa apara: premiile sunt indecente, ridicd probleme
complicate de prioritate, mai existd (incd) sindromul savantului pasionat si dezinteresat,
este putin probabil ca aceste premii sa conduca la rezolvarea Problemelor Mileniului etc.,
etc. Se speri, insd, ca rezolvarea Problemelor Mileniului va duce la o mai buna intelegere
a unor teorii matematice, la stabilirea unor noi conexiuni intre acestea, care vor permite
rezolvarea altor probleme, in ultima instanta va fi stimulata — pe mai departe — cercetarea
matematica si dezvoltarea matematicii. In ce fel aceste agteptari, ca si temerile, se vor
adeveri, va arata viitorul; probabil ca un prim bilant edificator al stadiului Problemelor
Mileniului se va putea face la sfargitul acestui secol.

Anexa: Lista Problemelor Mileniului

Problema nr. 1: Ipoteza lui Riemann (1859); ea afirmd c& zerourile functiei zeta

1 1
a lui Riemann au partea reald egala cu 5 (adica, dacd ¢(a + ib) = 0, atunci a = 5).

Din 2007 putem consemna urmatorul epilog al ,afacerii Perelman . In cele din urma,
demonstratia lui Hamilton - Perelman (2002 - 3) a Conjecturii lui Poincaré a fost validatd
de specialigti si lui G. Perelman i-a fost acordat Premiul Fields la IMU 2006 de la Madrid
(un survey al lucrarilor lui Perelman, pentru care a fost premiat, este articolul lui John W.
Morgan, care contine si o bogata bibliografie, The work of Grigory Perelman, in Notices
of AMS, 53 (3), 2007, 393-399, 24 ref.). Un articol al matematicienilor chinezi Cao si
Zhu, de 324 pag. (!!), apdrut In 2006 in Assian Journal of Maths. (v. mai jos), in loc si
lamureasca lucrurile, a starnit mai multe discutii datorita titlului sdu: ,,O demonstratie
completd [sublin. n.] a conjecturilor lui Poincaré si geometrizati ... “ In loc s& constituie
o ezplicitare a lucrarilor lui Perelman, articolul — de dimensiunile unei carti — a lui Cao si
Zhu a fost considerat de unii o completare a gap-urilor din demonstratia lui Perelman.

Si acum vine lovitura de teatru: din motive necunoscute, Gr. Perelman a refuzat in 2006
Premiul Fields, starnind o mare valva in jurul lui, a Conjecturii lui Poincaré, al Premiului
Fields si a matematicii de varf, in general. Pentru Premiul Fields este o premiera. In ce
privegte premiul de 1 milion USD, fundatia are un regulament foarte strict, care cere un
interval de timp dupa care se inméaneaza premiul. Oare si acesta va fi refuzat?

Pentru informatii suplimentare despre Problemele Mileniului si ,afacerea Perelman*,
mai pot fi consultate: Huai-Dong Cao and Xi-Ping Zhu, A complete proof of the Poincaré
and Geometrization conjectures — Application of the Hamilton-Perelman theory of the Ricci
flow, Asian J. of Maths., 2006, 169-492; J. Carlson, A. Jaffe, A. Wiles, Edits., The Millenium
Prize Problems, AMS & Clay Math. Instit., 2006; A. M. Jaffe, The Millenium Grand
Challenge in Mathematics, Notices of AMS, 53 (6), 2006, 652-660.
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Problema nr. 2: Determinarea solutiilor generale ale ecuatiilor Navier-Stokes din
teoria fluidelor si gazelor.

Problema nr. 3: In Fizica cuantici, rezolvarea ecuatiilor Yang-Mills (1954) si
aga-numita ,Mass Gap Hypothesis“.

Problema nr. 4: Este singura problema referitoare la efectivitatea computerelor:
ea se referd la faptul dacd un anumit tip de probleme (notate cu N P) sunt efectiv calculabile
(notate cu P) sau nu; problema cere si se stabileascd dacd P = NP sau P # NP.

Problema nr. 5: Conjectura lui Poincaré (c. 1904): Orice varietate 3-dimensionala,
compacta, Inchisi, simplu conexa, este homeomorfa cu sfera cu 3 dimensiuni din spatiul
euclidian cu 4 dimensiuni.

Problema nr. 6: Conjectura lui Birch si Swinnerton - Dyer, Inrudita cu Ipoteza
lui Riemann.

Problema nr. 7: Conjectura Hodge (prima juméitate a sec. XX) se referd la o
proprietate a ciclurilor Hodge ale varietatilor algebrice proiective.

Acei tineri care au schimbat cursul matematicii

MIRELA STEFANESCUY

Tinerii la care face referire titlul sunt norvegianul Niels Hendric Abel (1802-1829) si
francezul Evariste Galois (1811-1832). Desi au triit atat de putin, cei doi au revolutionat
matematica secolului al XIX-lea, secol deschis sub frumoase auspicii pentru aceasta gtiinta.
Caci in 1801, Carl Friedrich Gauss, cel care avea sa fie numit , princeps mathematicorum“,
a publicat Disquisitiones arithmeticae; era, la acea data, si el foarte tanar. La 24 de ani,
Gauss era deja cunoscut pentru inventarea metodei celor mai mici patrate, demonstrarea
posibilitatii de a construi poligonul regulat cu 17 laturi numai cu rigla si compasul si era
considerat un geniu in matematica, iar pana in 1807, cand implinise 30 de ani, publicase
multe dintre articolele sale cele mai bune.

Abel s-a nascut in familia unui pastor de tard; abia la varsta de cincisprezece ani
talentul sdu matematic a inflorit, sub indrumarea unui profesor bun (Berndt Michael Holm-
boe), care l-a indemnat s citeasca operele maestrilor (Newton, Euler, Lagrange) si nu pe
acelea ale elevilor lor. Abel a citit, de asemenea, cartea lui Gauss. El a observat existenta
unor lacune in demonstratiile citite. Spre exemplu, Abel demonstreaza riguros formula
binomului lui Newton, pe care Fuler si Newton o demonstraserd pentru cazuri particu-
lare. Educat in universitatile din Christiania si Copenhaga, in 1825, Abel a plecat cu o
bursa, pentru doi ani, spre Germania si Franta, pentru a cunoaste pe marii matematicieni
ai vremii. La Berlin, s-a prezentat lui August Leopold Crelle (1780-1855), cel ce conducea
unul dintre jurnalele matematice de varf ale vremii (jurnal numit mai tarziu Journal fir
die reine und angewandte Mathematik, si supranumit Jurnalul lui Crelle). Intélnirea celor
doi este imaginatd cu talent de E. T. Bell In cartea sa [1]. Crelle, care nu ficea matem-
atica de varf, dar o recunostea imediat si cu generozitate cand era facuta de altii, a fost
profund impresionat de geniul matematic al frumosului norvegian si l-a prezentat peste tot,
ramanand prieten si sprijin pentru Abel pana la timpuria moarte a acestuia.

Abel scrie un memoriu asupra imposibilitatii rezolvarii prin radicali a ecuatiei gene-
rale de grad superior lui 4. Demonstratia sa este la Inceput complicata si redundanta, iar
articolul contine o eroare in clasificarea functiilor, dar aceasta nu aduce prejudicii argu-
mentarii. Chestiunea nu era simpla! De altfel, abia in 1879, Leopold Kronecker produce
o demonstratie riguroasa pe baza ideilor lui Abel, intr-un articol de 24 de pagini publicat
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in Monatsberichte der Berliner Akademie. Demonstratia lui Kronecker este explicata de
James Pierpoint intr-un articol (On the Ruffini-Abel Theorem) publicat in American Math.
Soc. Bull. in 1895-1896.

Abel considera ecuatii speciale ce intervin in diviziunea cercului si a lemniscatei; in
jurnalul lui Crelle, el publica cateva articole ce rezuma sau completeaza unele rezultate ale
sale privind ecuatiile rezolvabile prin radicali si, intre acestea., Abel introduce ecuatiile (mai
tarziu numite dupa el) abeliene, adicd acele ecuatii ale ciror radécini sunt functii rationale
de una dintre ele. Introduce doua notiuni, nu prin nume, ci prin proprietati: notiunea
de cAmp de numere (colectie de numere care, impreund cu doud numere, contine suma,
diferentd, produsul si, dacd al doilea numér este nenul, catul lor) si notiunea de polinom
ireductibil peste un camp numeric dat. Rezultatele sale asupra caracterizarii ecuatiilor al-
gebrice rezolvabile prin radicali le comunica lui Crelle si Legendre prin scrisori scrise chiar
inaintea mortii sale. Memoriul lasat de Abel la Academia franceza in 10 octombrie 1826
asupra unei proprietati generale a unei clase foarte largi de functii transcendente nimeregte
la un Cauchy ,preocupat de rezultatele sale“ (scrie E.T. Bell), care 1i pierde manuscrisul,
si un Legendre de 72 de ani, care abia doi ani mai tarziu afld despre rezultatele uimitoare
ale genialului norvegian dintr-o corespondentd cu Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
Acesta, el insusi cu mari contributii la studiul functiilor eliptice, vorbeste cu entuziasm
despre descoperirile lui Abel ca despre, ,,poate, cea mai importanta descoperire matematicd
din secolul nostru“. lar Legendre exclama: ,,Ce cap are acest norvegian!“ Publicarea mem-
oriului lui Abel abia in 1841, la multi ani dupa trecerea sa in nefiinta, a permis schimbarea
unor prioritati in domeniul integralelor si functiilor eliptice, dar nu il impiedicd pe Charles
Hermite sa precizeze ca Abel lanseaza idei de cercetare ce vor da de lucru matematicienilor
incd o sutd cincizeci de ani. Este uimitor ca Abel a avut ideea-cheie de a considera functii
inverse ale integralelor eliptice inca in 1823, adica la 21 de ani. Altd mare descoperire a lui
Abel este ca functiile eliptice sunt dublu periodice; in consideratiile sale, care pleaca de la
Gauss, Fuler, Lagrange, Legendre, Abel introduce functiile complexe invatate de la Cauchy.

Multi ani dupa moartea lui Abel, suedezul G. Mittag-Leffler spunea despre lucrarile
acestuia: ,,Cele mai bune lucrari ale lui Abel sunt adevarate poeme lirice, de o sublima
frumusete ridicate mult deasupra platitudinii vietii si provenind mai direct din esenfa su-
fletului decadt creatiile unui poet obignuit.

Nu ne mira faptul ca, la doua sute de ani de la nasterea lui Abel, in 2002, Academia
de Stiinte a Norvegiei a introdus pentru matematicad unul dintre cele mai mari premii
actuale, numit premiul Abel. Laureatii acestui premiu au fost: Jean-Pierre Serre (2003),
Sir Michael F. Atiyah si Isadore M. Singer (2004), Peter D. Lax (2005), Lennart Carleson
(2006), S.R. Srinavasa Varadhan (2007), John G. Thompson si Jacques Tits (2008). Redam
numai motivatia pentru ultimii laureati: ,pentru realizarile lor profunde in algebra si in
particular pentru configurarea de catre acestia a teoriei moderne a grupurilor.

Galois s-a nascut langa Paris, la data de 25 octombrie 1811. De timpuriu a fost evi-
dent talentul sau remarcabil pentru matematicd. Pentru a invata matematica, s-a adresat
cartilor maestrilor, pe care le-a inteles mai bine ca majoritatea contemporanilor sai. Nu
reuseste sa intre, cum dorea, la Ecole Polytechnique, dar, student la Ecole Preparatoire
(viitoarea Ecole Normale Superieure), scrie incd in timpul primului an cateva articole. In
1829 trimite doua articole asupra ecuatiilor algebrice la Academia franceza; Cauchy este
iar cel ce pierde manuscrisele. In ianuarie 1830, trimite alt articol, care se pierde la moartea
lui Fourier. Poisson 1i cere sa rescrie articolul in 1831, ceea ce Galois face. Dar un ghinion
permanent il urmareste: Articolul asupra rezolvarii ecuatiilor prin radicali ii este retur-
nat pentru a-l scrie mai explicit gi mai riguros. Viata aventuroasa a tanarului de geniu
(aflat printre revolutionarii din 1830, este condamnat i chiar inchis vreme de cateva luni la
Sainte Pelagie, o inchisoare mizera din Paris, iar dupéeliberare, se dueleaza cu un camarad
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sl moare, in urma ranii primite, la 31 mai 1832) se sfarseste fard ca Galois si fi cunoscut
recunoasterea stiintifici pe care o merita. In preziua mortii, 1i scrie unui prieten pe care
il lasasa se bata pentru recunoagterea sa stiintifici o scrisoare despre care Hermann Weyl
spune: ,, Aceasta scrisoare, daca este judecatd prin noutatea $i profunzimea ideilor pe care
le contine, este poate cea mai substantiala scriere din intreaga literatura umand“.

Abia in 1843, J. Liouville gaseste manuscrisul lui Galois, si, dupa eforturi de cateva
luni pentru a-1 citi si intelege, il prezinta in septembrie Academiei franceze, laudand corec-
titudinea metodei si frumusetea rezultatelor. In 1846, Liouwville publica memoriul lui Galois
in Journal de Mathématiques. Douazeci de ani mai tarziu, Serret expune teoria lui Galois
in a treia editie a cursului sau de algebra superioara. Dar prima expunere clara a acestei
teorii o face Camille Jordan, in cartea sa asupra substitutiilor si ecuatiilor algebrice din
1870. La sfarsitul secolului al XIX-lea, cartile de algebra superioara, — de exemplu, amplul
tratat al lui Heinrich Weber | Lehrbuch der Algebra“ din 1894-95, — contineau teoria lui
Galois. Dar tratarea acestui capitol de algebra aga cum se invata astazi ii apartine lui F.
Artin (1898-1962), care scria: ,,fncd din tineretea mea, m-am aflat sub vraja teoriei clasice
a lui Galois. Vraja acesteia m-a silit sd revin la ea iardsi $i iardasi, de nenumdrate ori”.

Pentru a demonstra teorema sa de caracterizare a ecuatiilor rezolvabile prin radicali,
Galois recurge la conceptele de cdmp si de grup de substitutii, desi pe primul nu il numegte
iar pe al doilea nu il defineste in general. In mod magistral, el observi o posibilitate de a
asocia unei ecuatii algebrice un grup G format din substitutiile/permutarile radécinilor sale
, care lasa invariante orice relatii intre coeficientii ecuatiei. Alegand un subgrup maximal
H al acestui grup, subgrup care este uneori normal (invariant, autoconjugat), se considera
functiile rationale de radacini care sunt invariate de elementele acestuia si se construieste
o ecuatie rezolventa care are radacini in acest subcamp. Dacéa rezolventa este o ecuatie
binomiala de grad numaér prim p, atunci H este subgrup normal de ordin p si reciproc.
Daca se continua procedeul cu H ca nou grup si cu ecuatia sa, iar toate subgrupurile ce
se obtin sunt normale (deci rezolventele corespunzitoare sunt binomiale) de indici primi,
atunci ecuatia originala este rezolvabild prin radicali. Galois arata ca nu se intdmpla asa
pentru ecuatia generala de grad superior lui 4, care are drept G grupul simetric de ordin
n, care are un singur subgrup propriu normal, cel altern, de indice 2 si de ordin neprim.
Pentru gradele 2, 3, 4, ecuatiile sunt rezolvabile prin radicali. Galois demonstreaza si
cateva teoreme particulare, intre care aceea referitoare la rezolvabilitatea prin radicali a
unei ecuatii algebrice ireductibile de grad prim ale carei radacini sunt functii rationale
de doua dintre ele este remarcata cu admiratie si de Liouville. Mai tarziu, Hermite si
Kronecker (in 1858 gi 1861) rezolva ecuatiile de grad 5 prin functii modulare eliptice (analog
cu rezolvarea ecoatiilor de grad 3 cu ajutorul functiilor trigonometrice). Un pas Inainte este
aplicarea teoriei la geometrie, la constructiile cu rigla i compasul. Secolul al XIX-lea este
cel al rezolvarii (negative) complete si riguroase a problemelor ldsate posteritatii de greci
(dublarea cubului, trisectia unghiului, cuadrarea cercului). In 1858, Arthur Cayley defineste
grupul abstract, dar receptarea notiunii se face mai tarziu, odata cu cartea lui C. Jordan
asupra grupurilor de permutéri (1870).

Teoria lui Galois, care permite studiul unor obiecte matematice (ecuatii, extinderi
de corpuri commutative) cu ajutorul altor obiecte matematice (grupuri), a dus la teoria
reprezentarii grupurilor. Studiul ecuatiilor algebrice a impulsionat teoria numerelor si a
condus la identificarea notiunii de ideal. De aici se dezvolta teoria inelelor si, in fond, toata
algebra abstracta.

Cei doi matematicieni, contemporani dar fara sa se intalneasca, s-au intalnit in spirit,
spre binele algebrei gi matematicii.
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Henri Cartan
(1904-2008)

ANDREI VERNESCUV

La 13 august 2008 comunitatea matematica franceza, precum si cea internationala
au resimtit o mare pierdere: s-a stins din viatd unul din cei mai mari matematicieni ai
scolului 20, Henri Cartan, un adevarat ,mit“, prin creatia sa absolut remarcabila, precum
si prin longevitatea sa.

Nascut la 8 iulie 1904 la Nancy, ca fiu al nu mai putin celebrului geometru Elie Cartan
si al Mariei-Louise Cartan (n. Bianconi), Henri avea sd beneficieze de atmosfera de aleasa
culturd din casa parinteasca. (Pentru o foarte bund documentare in privinta lui Elie Cartan,
a se vedea cartea ,,Hommage & Elie Cartan®, Editura Academiei R.S.R, Bucuresti, 1975,
tipdritd cu prilejul unei reuniuni a Academiei, special dedicate personalititii sale). Desi
atras de matematica inca de foarte tanar, totusi, dupa cum avea sa declare intr-un interviu,
Henri Cartan nu a fost influentat de tatil siu. In 1909, in urma numirii tatilui ca profesor la
Sorbona, familia se muta la Paris. Deci, practic, Henri Cartan se va afla, in toata copilaria
si tineretea sa, in ,oragul luminilor“, formidabila cetate de cultura, artd si avangarda, ce
atragea si continua sd atraga atati oameni care, fiecare in domeniul sau, are ceva de creat,
de adus nou. Henri Cartan isi face studiile liceale la liceul Hoche din Versailles, vestitul si
foarte cochetul oragel aflat la distanta de numai aproximativ 15 km de Paris, oragul natal
al altui mare matematician, deja de mult afirmat in epocd, Jacques Hadamard (1865-1963).
In 1923 Henri Cartan intrd la vestita Ecole Normale Superieure din rue d’Ulm, unde va
cunoagte atmosfera de puternica emulatie, invitatie la intrecere si autodepagire, atmosfera
de mare tinuta intelectuala si exigenta, specifica acestei celebre institutii, care a inspirat
mult respect, dar poate si multa teama unora... i§i sustine doctoratul in 1928 cu o teza de
analiza complexd, sub conducerea lui Paul Montel (1876-1975), acelasi care, tot in acei ani,
avea sd conduca si tezele unor straluciti studenti roméni aflati la studii doctorale in capitala
Frantei: Alexandru Ghika, Miron Nicolescu, Nicolae Cioranescu, Tiberiu Popoviciu, toti
deveniti mari matematicieni.

Dupa o trecere de un an, 1928-1929 la liceul Malherbe din Caen, Henri Cartan va
preda la universitatile din Lille si Strasbourg, fiind invitat si la universitatea din Miinster.
Parcurge rapid toate treptele didactice din invatamantul superior, devenind profesor in
1940.

In 1935 fondeazi grupul Bourbaki, Impreund cu Szolem Mandelbrojt (unchiul lui
Benoit Mandelbrojt, creatorul teoriei fractalilor), Jean Dieudonné, Claude Chevalley si
André Weil; ulterior grupului aveau sa se alature si alti matematicieni valorosi.

Desi profund traumatizat de moartea unui frate care intrase in migcarea de rezistenta
si fusese prins si executat de nazisti, Henri Cartan Intelesese ca oamenii de buna credinta
germani, printre care si matematicienii de buna credintd, nu aveau nimic de a face cu
ororile totalitarismului hitlerist; cunoscuse cativa matematicieni germani Inainte de razboi
si sentimente de consideratie reciproca 1i animau. Dupa razboi, prin stradaniile lui De
Gaulle si Adenauer se reusise foarte importanta reconciliere istorica franco-germana, pilonul
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fundamental al construirii Uniunii Europeene. In domeniul mai restrans al formirii si
strangerii legaturilor socio-profesionale de dupa razboi dintre specialistii francezi si cei
germani se simtea, de asemenea, nevoia unor actiuni hotarate; Cartan avea sa contribuie
la stabilirea acelor legaturi intre matematicienii francezi si cei germani.

A predat la Ecole Normale Superieure, din nou la Strasbourg gi, intre 1948 si 1964, a
condus vestitele seminarii care 1i poarta numele. Din 1969 a predat la Facultatea de Stiinte
din Universitatea Orsay (Universitatea Paris XI). In perioada 1967-1970 a fost presedintele
Uniunii Matematice Internationale. A fost membru al Academiei de Stiinte a Frantei si al
altor Academii; a avut numeroase distinctii; formal s-a retras in 1975, cind s-a pensionat.
Desigur, continua sa exercite aceeasi mare influenta dintotdeauna in mediile matematice.

Fara a incerca aici sa analizam catusi de putin opera lui Henri Cartan, vom mentiona
realizarile sale in numai cateva domenii, realizari care l-au facut celebru: el este initiatorul
teoriei filtrelor din topologia generala, care permit o vedere de ansamblu a problemelor de
convergentd, in aceastd disciplind; are remarcabile realiziri in algebra omologicd (impreuna
cu S. Filenberg), a deschis drumuri noi in teoria functiilor de mai multe variabile complexe,
in care a stabilit celebrele teoreme A si B, care 1i poartd numele, are contributii insemnate in
teoria fasciculelor si teoria spatiilor analitice, in topologie algebrica si in teoria potentialului.

A scris si cateva carti importante, care vor ddinui in timp: Algebra omologica (in
colaborare cu S.Eilenberg) [1], un celebru curs de analizd complexa [2] si un nu mai putin
celebru curs de calcul diferential [3]. Cartea [2] reprezintd, poate, aldturi de binecunoscuta
carte a lui L. V. Ahlfors, ,Complex Analysis“ (McGraw-Hill Book Company, New York,
1966), una din cele mai bune si mai cunoscute prezentari ale analizei complexe. Toate
acestea, fara sa luam in consideratie contributia sa substantiala la monumentalul tratat
semnat Bourbaki; dar acolo, intrucat este o opera colectiva si, Intrucitva anonima, desi
se gtie, in linii mari cam care erau membrii acestei societati stiintifice pseudosecrete, prin
insusi modul de concepere, de revedere si discutare colectiva a tratatului, nu se poate
preciza exact ce parti au fost scrise de un anumit autor si ce parti de altul.

Raméanand cu imaginea unui mare matematician, avem un nou exemplu, dintr-o
categorie rara, de la familia Bernoulli incoace, in care profesiunea matematicii, la cel mai
inalt nivel, se transmite de la tatd la fiu. Prin intreaga sa opera, Henri Cartan intra nu
numai in Pantheonul matematicii franceze, alaturi de multi alti ilugtri predecesori, dar si
in cel al matematicii universale !

Dintre cartile sale mentionam in mod detaliat doar urmatoarele:

[1] H. Cartan and S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton University Press,
1956

[2] H. Cartan, Theorie élémentaire des functions analytiques, Hermann, Paris, 1961

[3] H. Cartan, Calcul différentiel, Formes différentielles, Hermann, Paris, 1967.
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A XXXV-a sesiune de comunicari metodico-stiintifice ale filialelor
din judetul Prahova

Frumoasa urbe de pe valea Prahovei, in plind expansiune urbanistica si turistica,
tinde sa devina din ce in ce gazda unor prestigiose manifestari culturale si stiintifice de
interes nu numai local, ci si national sau international.

Printre manifestarile de traditie organizate in anul 2008 la Sin aia, se numara si cea
de a XXXX-a sesiune de comunicu ari metodico-gtiintifice ale filialelor din judetul Prahova
ale S.S.M.R.

Cuvantul de deschidere al lucrarilor a fost rostit de domnul inspector general adjunct
Nicolae Angelescu, presedintele filialei Ploiesti a S.S,M.R. — principalul organizator al aces-
tei sesiuni. In continuare, domnul prof. univ. dr. Doru Stefdnescu — prim-vicepresedinte a
adresat mesaj de salut din partea conducerii Societatii. De asemenea, din partea staff-ului
S.S.M.R. au mai participat la lucrari, domnul Mircea Trifu — secretar general si semnatarul
acestor randuri

Lucrarile in plen s-au desfagurat in sala de conferinte a hotelului ,International“,
gazdi desivarsitd a acestei manifestiri. In cadrul lucririlor plenului au fost prezentate
urmatoarele comunicari:

1. conf. univ. dr. Eugen Pdltdnea (Universitatea Transilvania din Bragov): ,Extin-
derea unor criterii clasice de convergenta“;

2. conf. univ. dr. Cristinel Mortici (Universitatea Valahia din Targovigte): ,O
extindere a lemei Cesaro-Stolz*;

3. prof. univ. dr. Horea Banea (Universitatea Transilvania din Bragov): ,lepurii
lui Fibonacci si cercurile lui Ghioca*;

4. prof. Alezandru Popescu Zorica (Bucuresti): ,Teoreme post Lalescu®;

5. conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Targoviste): ,Acei
mari dascali pe care nu trebuie sa-i uitam*.

In continuare, din cauza numarului mare de comunicéari, lucrarile s-au desfagurat pe
trei sectiuni, gazduite de Scoala generald George Enescu din localitate. Vom enumera mai
jos titlurile comunicarilor:

Sectiunea A (coordonatori conf. univ. dr. Cristinel Mortici de la Universitatea
Valahia din Targoviste si prof. Nicolae Angelescu de la 1. §. J. Prahova):

1. lect. univ. dr. Ariana Pitea (Universitatea Politehnicd din Bucuresti): ,Probleme
duale restrictionate cu E.D.P.%;

2. prof. Olimpia Popescu (Ploiesti): ,Aplicatii ale teoremelor lui Lagrange si
Cauchy

3. prof. Corneliu Manescu Avram (Grupul scolar Transporturi din Ploiegti): ,,Asu-
pra numerelor lui Carmichael;

4. prof. Mihai Gavriluf (Roman): ,Generalizarea unor inegalitdti®;

5. prof. Rozana Soare (Liceul teoretic Nichita Stdnescu din Ploiegti): ,,Divizibilitatea
in inele integre*;

6. prof. Marian Tudor si elev Alexandru Bogdan Florea (Liceul teoretic din Costesti,
jud. Arges): ,Metode moderne pentru realizarea interactivitac tii didactice*.

Sectiunea B (coordonatori conf. univ. dr. FEugen Pdltinea de la Universitatea
Transilvania din Bragov si prof. Felicia Georgescu de la 1. §. J. Prahova):

1. prof. Georgeta Filipescu (Liceul de Arta din Ploiegti): ,,Arhitecturd in geometria
fractala“;
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2. prof. Anghel Dafina (Colegiul National din Vilenii de Munte): ,,Omotetia in
probleme de loc geometric*;

3. prof. Liliana Craciun si prof. IToana Totlici (Liceul teoretic Nichita Stdnescu din
Ploiesti): ,Matemtica predatd INTELigent “;

4. prof. Claudiu Militaru (Liceul Jean Monet din Ploiesti): ,Baricentre si aplicatii®;

5. prof. Marioara Costachescu si prof. Cristina Diana Costandache (Liceul cu
program sportiv din Roman): ,,Secvente din istoria introducerii sistemului metric zecimal
in Romania*;

6. prof. Antoaneta Gabriela Constantinescu (Grupul Scolar Petrol din Campina):
, Utilizarea numerelor complexe In geometrie*;

7. prof. Adrian Stroe (Liceul teoretic Mihai Viteazul din Caracal): ,,Asupra dreptelor
Simsongenerate de varfurile unui patrulater inscriptibil;

8. prof. Gratiela Calcan Scoala generald COnstantin Stere din Bucov, jud. Pra-
hova(): ,Leibniz — o idee indrizneata*.

Sectiunea C (coordonatori conf. univ. dr. Andrei Vernescu de la Universitatea
Valahia din Térgoviste si prof. Petre Nachila de la Colegiul National I. L. Caragiale din
Ploiesti):

1. prof. univ. dr. Constantin Popovici (Universitatea din Bucuresti): ,Numere
perfecte impare*;

2. conf. univ. Alexandru Popa (Universitatea Petrol si Gaze din Ploiesti): ,,Viata
si opera prof. univ. ing. Andrei Ioachimescu (1868-1943) ¢

3. prof. Adelina Apostol (Scoala cu clasele Nicolae lorga din Ploiesti): ,Numere
magice*;

4. prof. Maria Ionescu (Colegiul tehnic Lazdr Edeleanu din Ploisti): ,,Importanta
studierii temeinice si timpurii a algebrei polinoamelor“;

5. prof. Arleziana Udma (Colegiul tehnic Anghel Saligny din Rosiorii de Vede):
,Cateva aspecte din istoria matematicii;

6. prof. Cristiana Dumitrescu (Colegiul Mihai Cantacuzino din Sinia): JInvitarea
activa — Invatarea centrata pe elev;

7. prof. Emilian Deaconescu (Scoala cu clasele I-VIII din Ceptura, jud. Prahova):
»Dascali prin vremi*;

8. prof. Andrei Dobre (Liceul teoretic din Azugs) ,,Rolul programelor informatice in
studiul matematiciij‘

Lucrarile sesiunii s-au bucurat de un larg succes, comunicarile prezentate starnind
vii discutii si Intrunind aprecieri din partea celor peste suta de participanti.

Organizatorii Sesiunii (Inspectoratul Scolar Judetean Prahova si filialele S.S.M.R.
din judetul Prahova) au manifestat o deosebitd grijd in asigurarea bunei desfigurari a unei
infrastructuri corespunzatoare. Printre cei care s-au ocupat cu mult entuziasm si abnegatie
de organizarea sesiunii se numara doamna profesoard Simona Tudor — direcoarea adjuncta
la Scoala George Enescu din Sinaia si doamna profesoara Mihaela Doinaca de la Colegiul
Mihai Cantacuzino din localitate, carora le ulfumim pe aceasta cale.

Dan Radu
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Insemniri aniversare®

Intr-o zi superbi de toamn#, méngaiatd de razele blande ale soarelui ce a aurit
pletele pomilor, in cea de a 19-a zi a imbelsugatului Brumarel, prietenul nostru, neobositul
matematician gi dascal, profesorul universitar dr. Dorel Duca, a pasit pragul celor 60 de
ani, ai varstei Implinirilor.

Fiu al meleagurilor de ,,dincolo de padure*, al batranei si incantatoarei Transilvanii,
nascut la Grindeni, judetul Mures, in 1948, anul in care ocupantul sovietic a lasat o rana
si mai adanca in istoria neamului romanesc, prin impunerea definitiva a regimului rosu,
profesorul universitar de acum este de peste 42 de ani fiul adoptiv al Clujului. Aflat in
perfectd comuniune cu prestigioasa Facultate de Matematica si Informaticd a reputatei
Universitati Babesg Bolyai, ca student, apoi ca asistent, lector, conferentiar gi din 1995 ca
profesor universitar, sarbatoritul de astazi este un exemplu de daruire pentru scoala care
I-a format, veghindu-i permanent calea devenirii pentru gtiinta.

Studiile primare gi gimnaziale le-a urmat in Grindeni-ul natal, pe frumoasa vale a
Muresului, in inima Transilvaniei, iar liceul la vreo 8 km departare de casa parinteasca, la
Ludus, in binecuvantata traditie a Scolii Ardelene. Dupa absolvirea din 1972 a Facultatii
de Matematica din Cluj, a fost oprit ca asistent stagiar la Catedra de Analiza Matematica
si Calcul Numeric.

De foarte tanar, a fost atras de Optimizare, programare, Matematica si Cercetari
Operatioanale. Este motivul pentru care teza sa de doctorat, trecutd in 1982 cu prof.
univ. dr. Petru Mocanu, membru corespondent al Academiei, este intitulatd Programarea
matematica In domeniul complex. Peste ani, ideile acesteia sunt dezvoltate in cartea sa
»Multicriteria Optimization in Complex Space“, aparuta in 2005.

Activitatea de cercetare a profesorului D. Duca este una absolut meritorie, con-
cretizata in 46 articole aparute In reviste din tara gi strainatate precum gi in alte 14,
publicate in volumele unor conferinte natioanale sau internationale. Ca profesor al Cate-
drei de Analizd si Optimizare, a Universitatii clujene, a scris pentru studentii sai, singur
sau in colaborare, 4 cursuri, intre care se remarca Matematica de bazd, aparuta in 5 editii,
precum si alte 4 Culegeri de Probleme de Analiza si Algebra. Printre disciplinele matema-
tice apropiate sufletului sau, si despre care profesoru Duca a tinut cursuri studentilor sai,
amintim Cercetari Operationale, Programare Matematica, Metode Numerice in Optimizare.
Pe langa acestea,le-a predat si cursurile clasice de Analiza Matematica, analiza functionala,
Complemente de Analiza, Algebra, sau pe cel mai nou de Capitole Speciale de Matematica
Moderna.

Cunoscator de finete al cauzelor involutiei actuale a Matematicii in gimnaziu si liceu,
profesorul universitar D. Duca, in amintirea celui care i-a fost dascal in Grindeni-ul natal,
a cautat ca prin lucrarile sale metodice, sa contribuie la stabilitatea vietii gcolii medii
romanesti, profund afectata de degringolada ultimilor 10 ani. ... Este motivul pentru care
a scris 17 reusite articole metodice, si este coautor la 21 Culegeri de probleme si manuale
pentru liceu. Conferintele sale foarte atractive, de la cursurile de perfectionare a profesorilor
din invataméantul mediu, au facut sa fie invitat in repetate randuri, la Alba-Iulia, Bistrita,
Busteni, Cluj, Satu-Mare, in calitatea sa de Formator Magister in 13 randuri, dascalul D.
Duca, cel ce a reusit sa slujeasca in egald masura Matematicile superioare, dar i pe acelea
elementare, a fost presedinte al juriului diferitelor concursuri scolare, intre care amintim
pe cele ce poartda numele profesorilor M. Tarina, Gr. Moisil si Al. Papiu-Ilarian.

1 Mesaj adresat de autor in numele biroului S.S.M.R. la 13 noiembrie 2008, cu ocazia
sarbatoririi implinirii varstei de 60 de ani de catre profesorul Dorel Duca de la Universitatea
Babes-Bolyai din Cluj. (N.R.)
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Realizarile cercetatorului D. Duca din Programarea si Optimizarea in Spatiul Com-
plex, sunt citate de 83 ori! Acesta este motivul pentru care prof.univ.dr. D. Duca este
secretar de redactie la revista Studia Universitatis Babes-Bolyai, seria Mathematica, mem-
bru in comitetele redactionale ale prestigioaselor Revue d’Analyse numerique et de la The-
orie de l’approrimation, Revista Matematica din Transilvania, Univers Matematic, dar
si presedintele comitetului redactional la Mathematica Nova. Renumele sau, de reputat
metodist, a contribuit la desemnarea sa ca editor sef al jurnalului Didactica mathemat-
ica, singura revista de acest tip, din peisajul matematic roméanesc. D. Duca este de ani
buni, referentul urmatoarelor 7 edituri de carte matematica: UT Press, Transilvania Pres
si Risoprint Cluj, Gil Zalau,

Este un apreciat organizator de conferine matematice, un asiduu recenzor AMS si
ZBL, dar si un tenace evaluator CNCSIS. Legatura sa permanenta cu aplicatiile Matem-
aticii se regaseste si in participarea sa, la finalizarea a 46 contracte nationale de cercetare-
proiectare precum si a inca altora 3, internationale.

Profesorul D.Duca este din 1972, membru al S.S.M.R.; al AMS din 1990, al Societatii
de Cercetari Operationale, din 1999, dar si al Society for Multiple Critery-Decision Making,
din 1994. Intre anii 2000 -2004a participat, ca prodecan, la definirea Informatica din Cluj.
Din 2003 este presedinte al Filialei Cluj a S.S.M.R. Incepand cu 2004 este membru al
Consiliului S.S.M.R., iar din ianuarie 2008 este membru al Biroului Consiliului S.S.M.R.

Blajinul ardelean cu un umor sanatos, de o politete remarcabila gi de o inteleapta
modestie, este un OM implinit intr-o familie cu 4 matematicieni, alaturi de sotia sa, Fuge-
nia, conf. univ. la Universitatea dim Cluj si alaturi de fiicele sale ; amandoua absolvente
ale Facultu atii de Matematica si Informatica din Cluj.

Cercetator tenace, cu rezultate pe masura, dascal de exceptie, metodist recunoscut,
dar mai ales un suflet remarcabil, profesorul universitar D.Duca este un nume de marca
al lumii academice actuale a Matematicii roméanegti. De aceea, la aniversarea celor 60 de
ani ai varstei destinului implinit, impreuna cu intregul Birou al Consiliului S.S.M.R., ii
transmitem prietenului nostru, neobositului dascal D. Duca, un sincer La multi ani alaturi
de gandurile noastre cele mai bune si de calde urari de sanatate si de putere de munca
pentru alte frumoase si lungi realizari profesionale!

Si-i mai dorim reusite cdt mai multe, alaturi de armonioasa sa familie, in care toti
ai sai slujesc Matematica, stiinta aceasta, fara de inceput, dar si fara de sfarsit.

Laurentiu Modan

RECENZII

EDUARD DANCILA, IOAN DANCILA, Matematica pentru
invingatori, clasele V-VII, Editura ERCPRESS, Bucuresti, 2008

,Pentru a deveni performant in matematica, unui elev nu-i ajunge si prelucreze
culegeri de probleme si sd invete tehnici de rezolvare pentru teme izolate, ci trebuie s& (i
se) identifice pentru fiecare tema ideea conducdtoare, astfel incat elevul si devind constient

Aceasta profesie de credinta a autorilor, inseratd pe coperta IV, constituie firul co-
ducator pentru prezentul volum care se vrea o continuare a volumelor mai vechi, cu acelasi
titlu, destinat elevilor claselor a Ill-a si a IV-a.

Tematica din mai vechiul volum, amintit mai sus, se reia in acesta, adaptata pentru
clasele V si VI ale gimnaziului; evident, vor aparea si teme noi, specifice acestor clase.
Oricum, ideea este aceeasi: autorii vor si ofere celor interesati de matematicd (elevi din
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gimnaziu) un instrument util pentru perfectionarea matematicii, in vederea atingerii nivelu-
lui de performantd (concursuri, olimpiade etc.) Dupé cm acestia afirma rispicat: ,a invita
matematica este posibil, in primul rand prin rezolvarea individuala de probleme, in niciun
caz prin citirea de monografii sau solutii.

Volumul contine 21 de capitole (teme) menite si acopere inreaga tematicd de studiu
acestor clase. In deschidere este inserat un index de autori, care are un merit deosebit prin
aceea ¢ a incearca sa stabileasca care au fost primii autori ai unei probleme intrata de mai
multa vreme in circulatie. Ar fi fost bine dacé acest index ar fi fost mai detaliat, specificand
si care probleme apartin acestora.

Limbajul viu si de multe ori colocvial este perfect accesibil elevilor din aceste clase,
nefacandu-se, totusi, rabat rigurozitatii si exprimarii corecte din punct de vedere matem-
atic.

In concluzie, iata o carte atractiva si accesibild, care se dovedeste extrem de utila
elevilor din primele clase de ginaziu in vederea pregatirii viitoarelor performate.

Dan Radu

DOREL I. DUCA, EUGENIA DUCA, Exercitii si probleme de Analiza
Matematica, Casa Cartii de Stiinta, Cluj-Napoca, 2009

Un interesant volum 2 incheie o foarte reusita culegere de probleme de analiza mate-
maticid pentru liceu, in doud parti (prima parte, aparutd cu doi ani in urma, la aceiasi
editura, incluzand problemele corespunzatoare calculului diferential al functiilor reale de
o variabild reald). In linii mari, prezentarea din cele doud volume ale actualei lucrari reia
ideile fundamentale dintr-o lucrare mai veche a autorilor (,,Analizd matematicd. Culegere
de probleme*, Editura GIL, Zaldu, 1999), recenzati de noi in paginile revistei, in nr.2/2002,
pp-137-138, dar avand o forma amplificata, cu multe probleme noi, cat si imbunatatita, ceea
ce face ca sa fie vorba acum de o lucrare distincta.

Autorii sunt binecunoscuti matematicieni si cadre didactice universitare la Universi-
tatea ,Babes- Bolyai“, respectiv la Universitatea Tehnica din Cluj- Napoca.

Destinata calculului integral al functiilor reale de o variabila reald, cartea pe care o
prezentdm acum contine sase capitole (desfigurate pe 322 de pagini), dintre care primele
trei sunt intitulate:

1. Functii primitivabile.

2. Integrala Riemann.

3. Aplicatii ale calculului integral,
iar ultimele trei contin respectiv solutiile problemelor din cele trei capitole mentionate
anterior. Fiecare din capitolele 1- 3 contine cate un foarte precis breviar teoretic, destinat
reamintirii, pentru cititor, a principalelor rezultate teoretice, formule si procedee de lucru
specifice calculului integral al functiilor reale de o variabila reala. Fara sa se substituie
niciunui curs teoretic (si, desigur, nici nu s-a urmarit acest lucru!) breviarele sunt extrem
de utile cititorului-rezolvitor, pentru a-i da prima directionare corecta in procesul rezolvarii
problemelor. Aceste probleme (dintre care unele rezolvate, ghidand cititorul) sunt foarte
bine gradate, de dificultati treptate, de la probleme elementare, pana la probleme de tip
olimpiada nationald, sau de tipul celebrelor concursuri ,Putnam®. Daca la problemele
elementare, rezolvéarile standard se dovedesc (aproape) suficiente pentru a duce solutionarea
la bun sfarsit, pe masura ce gradul de dificultate creste, este necesara mai multa creativitate
in rezolvare.

Multe din probleme ating nuante teoretice foarte fine, de care, dupa cum este bine
cunoscut, analiza matematicd abunda, prin excelenta. Astfel, pentru a da numai cateva
exemple, putem mentiona, In acest sens, problemele 1.20, 1.29 si 2.31, in care cititorul va
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gasi rezultate teoretice foarte interesante, (unele de tipul contraexemplelor), care, de obicei,
nu sunt prezentate in manuale. De asemenea, tot la capitolul destinat integralelor definite,
se afla multe probleme legate de inegalitati, de limite de siruri si de diferite proprietati ce
implica aparitia integralelor. Varietatea problemelor este mare, ca si numarul lor, primul
capitol cuprinzand 267 de probleme, al doilea 359, iar al treilea 104; in plus, desigur, unele
dintre probleme cuprind mai multe subpuncte. Capitolele de solutii contin rezultatele la
toate problemele, cat si, atunci cand a fost necesar, indicatiile de rezolvare, suficiente pentru
depasgirea dificultatilor. Lucrarea se incheie cu o bibliografie care contine 25 de titluri. In
sfarsit, dar nu in cele din urma, prezentarea grafica este impecabila.

Asa cum este alcatuita, cartea este de mare folos elevilor de clasa a 12-a, profesorilor
care predau la aceastd clasa, dar poate fi folositd, cu mult succes si la seminariile de
analiza matematica din universitati si institutele politehnice, pentru ilustrarea cu probleme
a capitolelor legate de integrala Riemann. O recomandam cu cea mai mare caldura.

Andrei Vernescu

MIRON OPREA, Scurti istorie a matematicii (editia a doua, revazuta
si adiugitd), Editura PREMIER, Ploiesti, 2008

In multitudinea noutatilor editoriale din ultimii ani a aparut o carte dintr-un domeniu
care pasioneaza pe multi cititori: istoria matematicii.

Cartea este scrisa in ,stilu propriu“ al autorului, pe care am avut privilegiul de a-1
audia cu ocazia Conferintei Nationale a S.S.M.R., precum si la Cursurile de vara de la
Busteni. Citind volumul, ai senzatia ca in fata ta sta autorul cu care stai de vorba despre
»Regina gtiintelor — matematica“ care l-a atras din copilarie si care l-a fascinat pentru tot
restul vietii.

Titlurile capitolelor, alese cu maiestrie, sunt urmatoarele:

1. Elemente de preistoria matematicii

2. Matematica in antichitate

3. Matematica in civilizatia islamului

4. Matematica in civilizatiachineza si hindusa

5. Matematicile din Europa Evului mediu (500 — 1500)

6. Matematica in secolelel XIV - XIX

7. Matematica In epoca contemporana

8. Istoria matematici si a invatadmintului matematic in Roméania
9. Figuri feminine in istoria matematicii

10. Calugari matematicieni

11. intémpléri hazlii gi curiozitati din viata matematicienilor
12. O istorie matematicii prin operele sale fundamentale
13. Scurtd istorie a simbolurilor (semnelor) matematice
14. Medalii si premii pentru cercetarea matematica

15. Subiecte pentru lucru ari de cercetare.

La sfargitul fiecarui capitol intalnim propria sa bibliografie, iar in primele sase capitole
si cateva execitii in final.

Volumul debuteaza cu o ,Scrisoare catre cititor* semnata de autor in are acesta
isi prezinta crezul sau matematic si incearca o justificare a necesitatii cunoasterii istoriei
matematicii.

De asemenea, vom mai mentiona cd ,Prefata“ este semnata de profesorul Mihai
Brescu de la Universitatea Petrol si Gaze din Ploiesti, iar ,,Postfata‘“ de profesorul Gherghe
Calcan de la aceeasi universitate.

Marioara Costachescu



