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Abstract

The computation of the roots of a polynomial is one of the oldest problems in
Mathematics and it is basic for many mathematical domains. It is known through
Field Theory that the solution by radicals of polynomial equations is not generally
possible. On the other hand the numerical solution is an valuable computational
approach.

We shall present some results on bounds for the absolute values of univariate
polynomials over the filed C of complex numbers. The knowledge of such bounds
is an important step for the localization of the roots and — implicitely — for their
aproximation with a preestablished precision.
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Introducere

Una dintre principalele probleme care se pun in legdtura cu polinoamele intr—
o variabila (nedeterminata) o constituie gisirea radacinilor lor. Deoarece calcularea
exactd a rad&cinilor unui polinom cu coeficienti reali sau complecsi nu este posibild
decat pentru polinoame particulare este necesar sa avem metode de aproximare a
acestor radicini. In acest context determinarea intervalelor sau domeniilor in care se
gasesc rddacinile unui polinom cu coeficienti reali sau complecgi permite elaborarea
unor metode algoritmice de estimare a acestor radacini. O prima etapd consta in
gisirea unor margini (superioare si inferioare) ale valorilor absolute ale ridacinilor.
Vom descrie cateva astfel de margini superioare si vom compara eficienta rezultatelor.
Prin considerea polinomului reciproc se pot deduce ulterior gi margini inferioare.

Studiile privind rezolvarea numericd a ecuatiilor algebrice au fost initiate de
Newton, Lagrange, Cauchy si alti titani. Galois insusi a scris si el un memoriu despre
rezolvarea numerica a ecuatiilor algebrice.

Calcularea numerica a radacinilor reale, de exemplu, are drept etapa prelimi-
nard izolarea radacinilor, adicd calcularea unui numar finit de intervale astfel incat
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fiecare interval sa contind o ridacini iar fiecare rddacini si fie continuta intr—un
interval.

1. Marginea lui Cauchy

Matematicianul francez Augustin-Louis Cauchy a publicat in anul 1822 un
criteriu simplu care permite estimarea marginilor modulelor radécinilor polinoamelor
cu coeficienti in corpul numerelor complexe.

Teorema 1. Fie p unica radacind pozitiva a polinomului

F(X)=X"—|a1| X" —--- —|a,|, unde ai,...,a, € C.

Atunci toate raddcinile polinomului P(X) = X" + a1 X" '+ +a,_1X + a, se
gasesc in discul {|z| < p}.
Demonstratie. In primul rand si observam cé polinomul

F(X)=X"—|a1|[ X" = —|an_1|X — |an]

are intr-adevar o singura radacina reala pozitiva, avand toti coeficientii reali si o
singurd schimbare de semn (regula lui Descartes a semnelor).
Considerdm z € C, |z| > p. Avem

[P()] = |2I" = (Jaa| - [ 4+ lan—1] - [2] + |anl) = F(l2]) > 0,

agsadar P(z) # 0.

Utilizarea Metodei lui Cauchy

Procedeul lui Cauchy descris in Teorema 1 permite obtinerea unor expre-
sii simple pentru marginea superioara a modulelor riadicinilor in functie de talia
coeficientilor polinomului P. Prezentiam cateva aplicatii ale acestui rezultat la de-
terminarea unor margini ale radacinilor unui polinom cu coeficientii complecsi. O
prim aplicatie este urméatorul rezultat obtinut chiar de A.-L. Cauchy:

Corolarul 2. [Cauchy, 1822]. Numarul 1 + M, unde M = max?_, |a;|, este
o margine superioard a modulelor raddcinilor polinomului P(x) = 2™ + ajz™ ! +
-+ a, € Clx].

Demonstratie. Cu notatiile din Teorema 1 avem

F(1+M)=1+M)"— (Ja|1+M)" "+ +lan]) >

_ 1+M)" -1

S (L4 MY — M (U4 M s ) = (4 STy

> (1+ M) (A+ M)t 1) = (14 M) 1+M—1 >
Prin urmare 1 + M > p, deci 1 + M este o margine superioard a valorilor

absolute ale rddacinilor polinomului P. O

Exemplul 1. S& considerim polinomul P(X) = X5-2X4-2X3- X2+ X -2.
Conform rezultatului precedent se obtine marginea superiord 1 + max{2,1} = 3.

Propozitia 3. Numdrul M = 2 max”_, |as|'/* este o margine superioard
modulelor raddacinilor polinomului P.

Demonstratie. Deoarece |as| < (M/2)® se obtine

Mn

‘ail'Mn_i = 92 7

288



asadar
- . 11 1 1
| Mt <MY -+ +-+— ) =M'"1-—].
>l <wr (Gt (1-5)
Cu notatiile din teorema 1 avem

n n
_ 1
F(M) = M™ =Y |aj| - M"™ > M" — M™ (1—2n> = (2> >0,

i=1

prin urmare M este o margine superioard a modulelor radacinilor.

Exemplul 2. Considerand tot polinomul
P(X)=X°-2X*-2Xx3 - X? + X - 2.

se obtine marginea superiorad 2 - max{2,1} =4.
Teorema 4 [Fujiwara]. Fie P(X) = X"+ a1 X" '+ +a, 1 X +a, un

polinom neconstant cu coeficientii numere complexe §i fie A1, ..., A, > 0 astfel incit
! + ! + et ! <1
A1 Ao An '

Atunct numdrul

miax (Aifai])”

este o margine superioard a modulelor radacinilor polinomului P. _
. ; M
Demonstratie. Sa punem M = max™ , (\;|a;)"". Avem |a;| < - bentru
i
toti 4, deci

n » n Afi » n 1
;wwzg; v .ngw;x

Prin urmare

n

F(M)>M”—M”§:;:M"-<1—Z;> > 0,
i=1 7"

i=1 "

ceea ce demonstreaza teorema.
O alta aplicatie a Teoremei 1 este
Prropozitia 5. Fie a > 0, |a;| < a. Atunci

1
;| 7i—1

«

n
o + max
=2

este o margine superioard a modulelor radacinilor.

a; 11/4
, avem

Demonstratie. Considerand M = a + max]" ‘—1
o
la;| < a(M —a)t.
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Prin urmare

- n—i - i— n—i M" & M - '
Zl\ai|M ga;(M—a) M :]\O;_az< Ma) <

= i i=1

aM™ M-« 1
M — « M M-«

Prin urmare

O
Observatie. In particular, dacd a; = 0 atunci numarul o din Propozitia 5
poate fi orice numér real pozitiv.
Exemplul 3. Consideram polinomul

P(X)=X%-2X®+ X0 —4X*+ X 1.

Avem a; = 2, deci putem alege orice numir a > 2. Se obtine

a; |1/ G=1) 1 I\Y2 s\t s\ o\ R 4\
max ‘—Z‘ = max{ —, () , <) ; () ) <) = () .
2<i<9 | a a’ \a a a a a
Agadar alte margini superioare sunt date de

4\ /4
M(a) = a+ <) pentru orice a > 2.
a

Alegand a = 2 se obtine marginea superioara
M(2) = 3.414.

De fapt, adevarata margine superioara a modulelor radacinilor este 1.997 .

2. Marginea R+ p

J.-L. Lagrange a enuntat un alt rezultat privind marginile rddécinilor unui
polinom cu coeficientii reali (v. [4]. T reformulim pentru cazul mai general al
polinoamelor cu coeficientii complecsi i ddm o demonstratie bazata tot pe Teorema
4 a lui Fujiwara.

Teorema 4 [Marginea R + p|. Fie a1, as, ..., a, numere compleze. Dacd
R = |a;|"7 > |a;|* = p > |ag|'* pentru toti k # i, j, atunci numarul R+ p este o
margine superioard a valorilor absolute ale radacinilor polinomului

FX)=X"4+a1 X" '+ Fap 1 X +ay,.

Demonstratie. Dupa Teorema 2 a lui Cauchy este suficient sa aratam ca
unica radacinad reald a polinomului

G(X) = X" —|a1| X" — o —|an_1]|X — |an]
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este mai mica decat R+ p.
Avem R = |a;|'/7 > |a;|'/* = p > |ag|'/* pentru toti k # 4,7 . Cautdm acum

A1, ..y Ay > 0 astfel incat
Melag| < (R+p)F pentrutoti k=1,2,...,n.
Ar fi suficient sa fie satisfacute inegalititile
Mep® < (R+p)F pentru toti &k # j
si
N R < (R+p).
Alegem atunci

] k
A= <M> . A = (R;—p) pentru k#j (1<k<n),

. Se observa ci y > 1 si

R
Considerdm acum y = —
P

R —p  pt _ 1. y -1 1
(R+p)  R(R+p)" y  (y+1)7 yly+1)n
_ )"y D+ )" -1
y(y +1)"

L
7t

Membrul drept al ultimei inegalititi este subunitar daca gi numai daca
9(y) = yly+ 1" =+ 1" —yly/ =Dy +1)"7 +1 > 0.
Avem _
gly) = (y+1)"7 - h(y) +1,
unde h(y) = (y—1)(y +1)7 —y(y’ — 1) . Este suficient sa avem h(y) > 0 pentru toti
y=>1.

Intr-adevir,

0 () () n () )

y—1



deoarece toate parantezele de pe ultima linie sunt pozitive. De aici avem h(y) > 0
pentru toti y > 1.
n
1
Prin urmare Z W < 1. Dupa Teorema 4 numarul R + p este o margine
k
k=1
superioard a modulelor radacinilor lui F'. O

3. Margini Inferioare

Cunoagterea unei margini superioare pentru modulele radacinilor unui poli-
nom permite calcularea imediatd a unor margini inferioare. Aceasta reiese din ur-
matorul rezultat.

Propozitia 7. Fie P(X) = aoX" + a1 X" ' + - + a, € C[X] iar
PY(X)=a, X"+ an_1 X" 1+ +ag polinomul si reciproc. Dacd numdarul K >0
este 0 margine superioard a valorilor absolute ale radacinilor polinomului P*, atunci

numdarul e este o margine inferioard a valorilor absolute ale radacinilor polino-

mului P .
Demonstratie. Este suficient sa observam ca are loc relatia

PHX) = X". P ()1() .
O

Exemplul 4. Fie P(X) = X7 — X% +2X* - 2X3 + X + 1. Polinomul
reciproc este P*(X) = X7 + X® — 2X% 4+ 2X3 — X + 1. Conform Teoremei 6 o
margine superioard a modulelor rad&cinilor este

K=R+p=+2+ V2~ 2449

Prin urmare o margine inferioard a modulelor radacinilor polinomului P este
m = 0.408.

4. Aplicatii

Gasirea unor limite pentru modulele radacinilor polinoamelor cu coeficienti
reali sau complecgi nu rezolvd imediat problema localizarii radacinilor unor astfel
de polinoame. In aplicatii suntem interesati si gisim margini cat mai apropiate de
acealea adevarate. De asemenea, sunt de preferat procedeele care conduc la calcule
ce pot fi duse la capit in timp real — de preferat chiar cu creionul i hartia. Cum
calculatoarele electronice de astazi pot efectua in cateva minute — dacd nu secunde
—un volum uriag de calcule, consideram drept eficiente si acele procedee care permit
obtinerea rezultatelor doar cu ajutorul calculatoarelor.

Exemplul 5. Fie P(X) = X® —2X*+2X% + X — 2 € C[X]. Atunci M =2
si dupd Teorema 2 obtinem marginea superioars 1 4+ M = 3. In schimb, Propozitia
3 5i Teorema 6 ne dau marginea 4.

Exemplul 6. Si considerdam polinomul
P(X) = X° +4X3 +100X +99.
Teorema 2 a lui Cauchy conduce la marginea superioara

M =1+ max{4,100,99} = 1+ 100 = 101.
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Utilizand Propozitia 3 se obtine

My = 2-max{4'/2,100'/4,99'/°} = 2. 3.163 = 6.326.

Exemplul 7. Si consideram polinomul
P(X) = X" —2x"0 4 X% —2Xx® - 8X* + X — 1.
Cu notatiile din Teorema 6 avem
R=2 si p~1.346.
De asemenea
1+ max{|a;];1 <i<11} =1+8=9

Se obtin urmitoarele margini superioare:

9 Teorema 2
4 Propozitia 3
3.346 | Teorema 6

Alte margini superioare pentru valorile absolute ale radacinilor se pot obtine
folosind Propozitia 5. In cazul polinomului P avem a; = 2, deci putem alege orice
numir a > 2. Se obtine

‘azll/(z_l) {1 (2>1/2 <8)1/6 <1>1/9 <1>1/10} (8>1/6
max |— = max{ —, | — = = = = (- .
2<i<11 | o a \a a a a a

Agadar alte margini superioare sunt date de
g\ 1/6
M(a) = a+ <) pentru orice a > 2.
a

Functia g : [0,00) — R, g(z) = 2 + (8/x)"/° fiind crescitoare cea mai buni
margine obtinuta prin Propozitia 5 este

M(2) = 3.259.

Prin urmare, Teorema 6 gi Propozitia 5 dau cele mai bune margini pentru
polinomul P.

Prin utilizarea unui pachet de programe performant, cum este, de exemplu,
gp-pari (v. [8]), se constatd cid modulul maxim al unei radicini este 2.079.

Concluzii

Marginile valorilor absolute ale rddécinilor polinoamelor intr-o nedeterminata
cu coeficientii numere complexe pot fi calculate in functie de grad si coeficienti prin
metode simple. Printre cele mai eficiente sunt marginea R + p a lui Lagrange si
marginile lui Fujiwara. Cunoasterea acestor margini reprezintd un pas important
pentru calcularea radacinilor ecuatiilor algebrice.
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JOCUL CU NUMERE SI AXIOME: SISTEME
PEANO-DEDEKIND

de A. L. Agore si G. Militaru

Abstract

The set of non negative integers is defined by using the Peano axioms and a
detailed proof of the Hilbert recursion theorem is given, giving thus the universality
(and as a consequence the unicity) of the Peano-Dedekind systems.

We consider as new the proof of the converse of Hilbert theorem without using the
axiom of infinity from Zermelo-Frankel system.

Key words: natural numbers, Peano axiom, Hilbert recursion theorem.

M.S.C.: 03E30, 03E75.

Ce este un numir natural? De ce 1 + 1 = 27 Sunt intrebiri pe care gi le pun
probabil unii copii cind iau pentru prima datd contact cu matematica elementara.
Ceva mai tarziu unii dintre acestia, atragi de matematica, probabil c& se vor intreaba
din nou, de data asta mai nuantat: 14+ 1 = 2 este o axioma? Este o teoremid? Se
poate demostra ca 1+ 1 = 27 Vom incerca in acest articol sa elucidam céteva dintre
aceste ,,mistere’* ale mereu fascinantelor numere naturale.

Constructia axiomaticd a numerelor naturale a fost data pentru prima data
riguros de Giuseppe Peano in 1889 in faimoasa lucrare Arithmetices principia, nova
methodo exposita. In aceastd lucrare au fost definite ceea ce mai tarziu s-au numit
sistemele Peano: alti istorici ai matematicii le denumesc sisteme Peano-Dedekind
(asa cum le vom numi gi noi in prezenta lucrare) pentru a marca si contributia lui
Dedekind la aceastd constructie fundamentald a matematicii. In mod neasteptat
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teorema fundamentald a sistemelor Peano-Dedekind (asa numita ,recursion theo-
rem*) a fost demonstratd mult mai tirziu: primii care au demonstrat-o au fost
Hilbert i Bernays in cartea lor ,,Grundlangen der Mathematik” gi independent de
P. Lorenzen in 1938. Este teorema 1 de mai jos, aga cum a fost demonstratd de
Hilbert §i Bernays i pe care o reproducem pentru a o face cunoscutd cat mai mul-
tor elevi gi profesori ce indragesc matematica pentru ci este una dintre cele mai
frumoase demostratii din matematica elementard. O consecinta, printre altele, a
acestei teoreme este unicitatea pand la un izomorfism a sistemelor Peano-Dedekind
dar si existenta gi unicitatea adunarii si inmultirii numerelor naturale. Teorema 2 de
mai jos este o reciprocd a acestei teoreme gi are o demonstratie foarte elementara si
noud fara a folosi axioma infinitului. Aceste doud teoreme impreund permit cea mai
eleganta gi rapida definitie a numerelor naturale: ele sunt obiecte initiale in ,clasa‘
tuturor tripletelor (A, a, \) formate dintr-o multime nevida A, un element a € A si
o functie A : A — A (pentru detalii recomanddm un recent i excelent articol [5]). In
anul 1908 Ernst Zermelo a propus primul set de axiome care fundamenteazi teoria
multimilor: ele au fost completate ulterior de Abraham Fraenkel in 1922: sunt cele
zece celebre axiome numite axiomele Zermelo-Fraenkel care constitutie fundamentul
matematicii. Pot fi gisite, de exemplu in citeB, pag. 103. Una dintre aceste axiome
este aga numita axioma a infinitului: din ea se construiesc ugor numerele naturale
si in fapt toate axiomele Peano se deduc din trei din axiomele Zermelor-Fraenkel.
In final, vom demonstra pe scurt teorema care construieste in mod unic adunarea
numerelor naturale si vom ardta ca 1+ 1 = 2 este de fapt o teoremi, rdspunzand in
felul acesta intrebarii din introducere.

In cele ce urmeazi vom lucra cu notiunea de functie asa cum a fost definita
de Kuratowski in 1914: se numegte functie un triplet (A, B, f), unde A si B sunt
doud multimi f C A x B este o submultime cu proprietatea:

Vaec AJbe B astfel incat  (a,b) € f.

Daci (a,b) € f vom nota acest lucru cu f(a) = b, iar functia (A4, B, f) o vom
nota ca de obicei cu f: A — B.

Sisteme Peano-Dedekind

Vom introduce acum cele trei axiome care definesc sistemele Peano-Dedekind
aga cum au fost date de Peano in 1889.

Definitie. Se numeste sistem Peano-Dedekind un triplet (N,0,s), unde N
este o multime nevida, 0 € N si s : N — N este o functie astfel incdt:

(P1): s(x)#0,YVzeN

(P2): s este o functie injectivi.

(P3): Daca P C N astfel incdt 0 € P si pentru orice x € P avem cd s(x) € P
atunct P = N.

Observatie. Dacid (N, 0, s) este sistem Peano-Dedekind atunci folosind axi-
oma (P3) pentru P := {0} UIm(s) obtinem imediat cd N = {0} UIm(s), deci:

Vye N, y#0, Jlz € N astfel incat y = s(x).

Teorema urmatoare este teorema fundamentala a sistemelor Peano-Dedekind;
ea este cunoscuta sub numele de recursion theorem gi a fost demonstrata de D. Hilbert
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si P. Bernays si independent de P. Lorenzen ([3], [4]). Vom prezenta demonstratia
in detaliu pentru a arata ca toate cele trei axiome ce definesc sistemele Peano-
Dedekind sunt utilizate in cursul demonstratiei: in special conditia (P2) care apare
intr-un singur loc, extrem de bine ascuns. De exemplu in [4] sau in [2] utilizarea
aximei (P2) nu este explicit evidentiata.

Teorema 1. Fie (N,0,s) un triplet Peano-Dedekind. Atunci pentru orice
triplet (A,a,\) format dintr-o multime nevidd A, un elment a € A gi o functie

3y A A— A, existd gi este unicd o functie f : N — A astfel
N A incdt f(0)=a gi fos= Ao f.
l lV)‘ In particular, orice doud sisteme Peano-Dedekind sunt
5 izomorfe: i.e. dacd (N,0,s) gi (N',0',s") sunt sisterne
N—A Peano-Dedekind atunci 3'f : N — N’ o functie bijectiva
= astfel incdt f(0) =0" gi fos=s"of.

Demonstratie. Fie (A,a,A) un triplet, unde A este o multime nevida, a un
element din A gi A : A — A o functie. Fie I' multimea tuturor submultimilor U ale
lui N x A care satisfac simultan urmatoarele doua conditii:

i. (0,a) € U;

ii. dacd (n,b) € U atunci (s(n), A(b)) € U.

I' # (), decarece N x A € T. Fie f:= () UC N x A. Vom ardta mai intai
Uel'
ca f este o functie. Pentru aceasta avem de aratat doua conditii:

a) Vn € N, 3z € A astfel incat (n,x) € f;

b) dacd (n,z) € f i (n,2') € f=>xz=2a'.

Sa ar#tdm mai intdi prima conditie. Vom folosi axioma (P3) pentru:

= {3z € A astfel incat (n,z) € f}. Evident 0 € P cici (0,a) € f. Fie
acum p € P. Atunci 3z € A astfel incat (p,x) € f. Cum f € T obtinem ca
(s(p), AM(z)) € [ sideci s(p) € P. Din (P3) obtinem cid P = N, adica a) are loc.

Sa aratdm acum b). Fie P := {(n,z) € f, (n,2') € f = x = 2’}. Vom
arata cd P verificd (P3) folosind toate cele trei conditii din axiomele Peano. Sa
aratdm ca 0 € P. Cum (0,a) € f este suficient s ardtdm cd: (0,a’) € f = d’ = a.
Presupunem prin absurd ci a # o’ ¢i (0,a’) € f. Fie atunci f' := f\ {(0,a’)} ; I

Vom ardta cd f/ € I'. Avem (0,a) € f' cici (0,a) # (0,a’). Dacd (n,b) €
€ f’gf, cum f € I" obtinem (s(n),A(b)) € f si deci (s(n),A(b)) # (0,a’) cici

s(n) # 0, Vn € N. Deci (s(n),A(b)) € f' adicd f* € T. Atunci f C f’;f,

contradictie. Deci 0 € P. Si aratdm acum cd dacd n € P atunci s(n) € P.
Presupunem prin absurd cd 3n € P astfel incat s(n) ¢ P. Fie z € A astfel incat
(n,x) € f (existenta lui x este asiguratd de punctul a)). Atunci, cum f € T obtinem
(s(n),A(z)) € f. Cum am presupus cd s(n) ¢ P obtinem ci 3z € A astfel incat
(s(n),z) € fsiz# ANx). Fie f/ := f\ {s(n),z};f Vom arata cd f” € I'. Mai
intai (0,a) € f" caci (0,a) € f si s(n) # 0, Vn € N adica (0,a) # (s(n),z). Fie
(m,d) € f”. Vrem s aratam ca (s(m), A\(d)) € f”. Avem doui cazuri:

Cazul 1). Daci m = n avem (n,d) € f” g fsi(n,z) € f,si cumn € p obtinem
d = n, de unde obtinem (s(n), A(d)) = (s(n), A(x)) # (s(n),z) cici z # A(z) si deci
(s(n), A(d)) = (s(n), A(z)) € f".
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# (s(n), z) caci s(m) # s(n), Vm # n (aici este singurul loc unde se foloseste

Cazul 2). Dacd m # n aunci (s(m),\(d)) € f (f € T) si (s(m),A(d)) #
injectivitatea lui s). Deci f” € T adicad f C f’gf, contradictie. Deci P verifici

(P3) si atunci P = N adicd f este functie; f(0) = a este doar o scriere pentru
(0,a) € f.

Pentru (n,b) € f avem (s(n), A(b)) € f adicd dacd b= f(n) = A(b) = f(s(n))
sau echivalent A(f(n)) = f(s(n)), Vn € N.

A ramas de aritat unicitatea functiei f. Fie g : N — A o functie astfel incat
g(0) =agigos=Aogsi P:={g(n) = f(n)}. 0 € P cici g(0) = a = f(0). Fie
x € P. Atunci:

9(s(x)) = Mg(@)) "= A(f (@) = f(s(x)) adic 5(x) € P,

Aplicdm din nou (P3) gi obtinem P = N adicd g = f si deci f este unica.
A ramas de aritat ci orice doud sisteme Peano-Dedekind sunt izomorfe.

ElY;
N — N/ Fie (N, 0, s) si (N’,0', s') doui sisteme Peano-Dedekind.
Tl Aplicand succesiv prima parte a teoremei obtinem:
: /
5 l g l 5 Alf: N — N’ astfel incat f(0)=0"si fos=s"of
N _—N Alg: N’ — N astfel incat g(0') =0gigos’ =sog.
Jlg
Aratdm ci g este inversa lui f:
1d Avem:
N
NN (90 ./)(0) = g(£(0)) = g(0') =0 (%)
A AR ,
Ny (gof)es=gos'af=salgaf)l ()
1d Dar si Id satisface relatiile (x) si (%) gi din unicitate
n

obtinem: go f = Id. In mod analog se obtine si fog = Id.
Vom demostra acum reciproca acestei teoreme:

Teorema 2. Fie un triplet (N,0,s) unde N este o multime nevida, 0 € N,
s: N — N este o functie cu proprietatea ca:
V A multime nevida, Va € A siVA: A — Ao funcfied!lf : N — A (% %)
astfel incit f(0) =a si f(s(n)) =A(f(n)), Vn € N.

Atunci (N, 0, s) este sistem Peano-Dedekind.

Demonstratie. Aratdm pentru inceput ca (N, 0, s) verifica axioma (P3). Fie
P C N astfel incat 0 € N si s(z) € P,V € P. Fiei: P — N incluziunea canonica
i(z) = x. Vom arata ca ¢ este surjectiva si deci P = N.

Jf Consideram tripletul (A,a,\) := (P,0,s/p) care are
N— P sens intrucat s(z) € P, Va € P. Obtinem c¢a 3!f : N — P
s l l s astfel incat f(0) = 0 si fos = spo f adicd f(s(x)) =
1 I = s(f(x)), Va € N.
N P Fie functiaio f : N — N. Ardtam cid io f = Idy; va
af rezulta ci i este surjectiva.
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Aplicdm din nou (* * *) pentru (4, a, A\) = (N,0, s).

Idy Cum Idy(0) = 0si Idyos = soldy avem cid Idy
N — N este unica functie ce inchide comutativ diagrama. Aratim
R —

ca io f are aceleagi proprietati si deci i o f = Idy.

A Avem (i o £)(0) = i(£(0)) = i(0) = 0 si

L (e Do) = ilr(s(@) = is(f@) = s(f(@) s
- (50 (0 f))(x) = s(i(/(2))) = s(/(x).

1d, Deci i o f = Idy adica i este surjectiva gi deci P = N.

Aratdm acum cd s(x) # 0, Vo € N. Fie zyp € N astfel incat s(zg) = 0 si
ludm in (x*%) (A4, a,A) := (N,z9,A\) unde A: N — N, A\(z) := 0, Yz € N. Obtinem
cd Alf : N — N astfel incat f(0) = zo si fos = Ao f. Deci f(s(xo)) = A f(x0)).
Obtinem deci cd 29 = 0 adicd s(0) =0. Fie P=0C N. Atunci 0 € Pgidacap € P
atunci s(p) € P, cici s(0) = 0 € P. Din ce am ardtat mai sus obtinem cid P = N
adica (NV,0,s) = (0,0, s) indeplinegte conditia (x x x). Fie A := {a,b} cu a # b
(existenta multimii A este asiguratd de axioma perechilor) si tripletul ({a,b},a, A)
cu A:{a,b} — {a,b}, A(a) = A(b) :=b. Obtinem cid 3lg : {0} — {a, b} astfel incat
9(0) = a si g(s(0)) = A(g(0)). Deci g(0) = b # a = g(0), contradictie .

A rdmas de aritat injectivitatea functiei s. Considerdm tripletul (A,0, ) :=
= (N x N,(0,0),\), unde A : N x N — N x N, A(n,m) := (m,s(m)). Din (x * x)
obtinem cd 3!f : N — N x N astfel incat f(0) = (0,0) si f(s(n)) = A(f(n)),Vn € N.

Fieg:=mof, h: =m0 f: N — N unde mi(z,y) := z , ma(x,y) := vy,
m,m2 : N x N — N. Atunci f(n) = (9(n),h(n)) Vn € N. Evident: ¢(0) =
= m(f(0)) = m(0,0) = 0 si h(0) = m2(f(0)) = m2(0,0) = 0. Cum f(s(n)) =
= A(f(n)) obtinem (g(s(n)), h(s(n))) = (h(n),s(h(n))), adica: g(s(n)) = h(n) si
B(s(n)) = s(h(n).

[d_N) In particular, 2(0) = 0 si h(s(n)) = s(h(n)), Vn € N. Fie

N_N (A,a,\) :== (N,0,s). Din (x % *) obtinem cd Id, : N — N

s l h l s este unica functie ce inchide comutativ diagrama. Dar la fel

h face si h. Din unicitate obtinem c& h = Idy. Din relatia

N — N g(s(n)) = h(n) obtinem: g¢(s(n) = n, Yn € N deci s este
Id, injectiva.

Observatie. Vom arita acum cum se construiegte un model de sistem Peano-
Dedekind folosind axioma infinitului. Fie o mul{ime X astfel incat ) € X giVy € X
avem y U {y} € X. Notdm cu I" multimea tuturor submultimilor V" ale lui X care
indeplinesc proprietatile:

i.0eV

ii. Dacaye V=yU{y}eV.

Evident I' este nevidad ciaci X € I'. Fie N:= |J. Avem N €T, ) € N si
vVer
definim s : N — N, s(y) := y U {y} care are sens deoarece N € T.

S aratdm ca (N, 0, s) este un sistem Peano-Dedekind.

In adevar:

o s(y) #0,Vy € N cici y U{y} # 0 ({0} #0)

e s injectiva este evident intrucat din y; U {y1} = y2 U y2 obtinem y; = yo
(am folosit axioma de separare).
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e Fie PC N astfel incat D e Psiye P = s(y) =yUy € P. Atunci P e T
adicd P participa la intersectia care defineste multimea N deci N C P de unde
obtinem P = N.

Conform teoremei 1, un triplet Peano-Dedekind este unic pand la un izomor-
fism. Mai sus am construit efectiv un astfel de model. Fixdm un sistem Peano-
Dedekind oarecare (N, 0, s), a carui multime suport N o vom numi multimea nu-
merelor naturale, iar elementele sale le vom numi numere naturale. Vom nota

1:=5(0), 2 := s(1), 3 := 5(2),...etc.

Printre cele mai importante consecinte ale Teoremei 1 sunt teoreme care de-
mostreaza existenta si unicitatea adundrii si inmultirii numerelor naturale. Pentru
detalii complete recomandim [2]. Pentru comoditatea cititorului vom indica aici
doar cum este construitd adunarea.

Teorema 3. Ezxistd §i este unicd o functie ¢ : N x N — N (o vom nota
p(m,n) =m +n) astfel incdt:

Al) m+0=m, A2) m+ s(n) = s(m + n),
Vm,n € N. Aceastd unica functie p se numegte adunarea numerelor naturale.

Demonstratie. Fie m € N fixat. Consideram tripletul (N, m,s). Conform
Teoremei 1 aplicata tripletului (A4,a,A) = (N,m,s) obtinem ci 3!f,,, : N — N
astfel incat f,,(0) = m i fi, 05 = so f,. Definim ¢ : N X N — N, ¢o(m,n) :=
= fm(n) = m 4+ n. Ardtdm ca ¢ este functia cautatd. Avem m + 0 = f,,,(0) = m
sim+s(n) = @(m, s(n)) = fin(s(n)) = s(fm(n)) = s(m + n) deci ¢ indeplinegte
conditiile A1) gi A2).

S& aratam acum unicitatea functiei ¢: fie functia ¥ : N x N — N astfel incat
U(m,0) = m si ¥(m,s(n)) = s(¥(m,n)), pentru orice Vm,n € N. Considerdm
multimea P := {n € N | p(m,n) = ¥(m,n), Vm € N}. Cum ambele functii
@ si U verificd proprietatea Al) deducem ca 0 € P. Fie acum n € P. Avem
cd: p(m,n) = ¥(m,n), Vm € N: deci s(p(m,n)) = s(¥(m,n)), Vm € N. Deci
w(m, s(n)) = ¥(m,s(n)), Vm € N, adicd s(n) € P. Obtinem cd P = N, deci cele
doua functii coincid.

Observatie. Din Teorema 3 obtinem:

1+1=1+5(0)=5s(14+0) =s(1) =2.

Cu alte cuvinte intrebarea din introducere capata un raspuns matematic ri-
guros: 1+ 1 = 2 este consecinta unei teoreme! Pentru a se ajunge la ea a fost nevoie
de cateva secole de matematica, de inspiratia lui Peano si méana lui Hilbert.
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Teorema de factorizare gi aplicatii

DE COSTEL CHITES

Abstract

Key words:
M.S.C.: .

In acest articol vom prezenta teoreme de factorizarein cadrul multimilor cat
si in categoria Ens si in cel al grupurilor in categoria Gr, prezentind legatura dintre
ele.

In prima parte se studiazi teorema de factorizare in cadrul multimilor ab-
stracte (categoria Ens), legitura cu functiile surjective, injective, bijective si se da
un exemplu care ilustreazi faptele teoretice expuse. In partea a doua se studiazi
teorema de factorizare la grupuri (categoria Gr), care sunt in esentd teoremele de
izomorfism de la grupuri, ficAndu-se legitura cu faptele expuse in prima parte (de
exemplu, a se vedea legatura dintre nucleul unui morfism de grupuri gi ucleul unei
functii oarecare). In fine, partea a treia prezinta ca aplicatii cateva exemple remar-
cabile de grupuri - factor sau de latici de subgrupuri (obtinute pe baza teoremelor de
izomorfism) si se incheie cu o scurtd privire asupra grupurilor rezolubile si criteriului
de rezolubilitate al lui Galois pentru ecuatiile algebrice.

I. Categoria Ens. Vom reaminti citeva rezultate legate de multimi factor.

Definitia 1. Fie f : A — B o functie. O functie r : B — A se numeste
retractd (sau inversd la stdnga) a lui f, dacd ro f =14.

Definitia 2. Fie f : A — B o functie. O funclie s : B — A se numeste
sectiune (sau inversd la dreapta) a lui f dacd fos=1pg.

Propozitia 1. Fie f : A — B o functie cu A # (). Sunt echivalente urmda-
toarele afirmatii:

a) f este injectiva;

b) f admite cel putin o retractd;

c) pentru orice multime X i orice functii g,h: X — A avem fog= foh
implica g = h (simplificare la stanga).

Propozitia 2. Fie f : A — B o functie. Sunt echivalente urmdatoarele
afirmatii:
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a) [ este surjectivd;

b) f admite cel putin o sectiune;

c) pentru orice mulfime Y i orice functii g,h : B —Y avem go f = ho f
implica g = h (simplificare la dreapta)

Definitia 3. Fie f = (A, B, F) o relatie functionald, unde F C A x B este
graficul relatiei. Mulfimea

Kerf = F oF = {(z1,25) € Ax A|[f (21) = f (22)}

se numegte nucleul lui f.
Observatii. 1) Kerf este o relatie de echivalentd pe A.

2) Kif = {}1(y) ly € f(A)}-

3) Daca prerf : A —

Kot f este surjectia canonicd, atunci Kerpge,y = Kerf.
er

Teorema 1. (Factorizarea printr-o surjectie) Fie f : A — B o functie i
g: A — C o functie surjectiva. Exista gi este unica o functie h : C — B astfel incdt
f =hog daca si numai dacd Kerg C Kerf.

Demonstratie. .= Fie (z1,22) € Kerg. Atunci g(z1) = g(x2) =
= h(g(z1)) =h(g(z2)) = f(21) = f (22) = (21, 22) € Kerf.

,» <= Cum g este surjectivi, rezultd ca existd s : C' — A astfel incat gos = 1¢,
Definim functia h = fos; Din gos = 1¢ rezulti goso g = g. Fie x € A, atunci
(gos0g)(x) = glx) san

9((sog)(z)) =g(x) = (fosog) ()= f(z)

sau (hog)(z) = f(z). Decif =hog.

Unicitatea lui h. Dacd existd b/ : C — B astfel incat f = h' o g rezultd
h' o g = ho g gi, simplificand, la dreapta (g este surjectivd) rezultd h = h'. O

Observatii. 1) Dacid Kerg = Kerf atunci h este injectiva.

2) Daca f este surjectivd atunci h este surjectiva.

1) Dacdh (¢1) = h(cq), din g surjectivd, rezultd ci existd aj,as € A astfel
incit ¢; = g (a1), c2 = g(az). Deci:

(hog)(a1) = (hog)(az) = f(a1) = f(a2) = (a1,a2) € Kerf = Kerg =

= g(al) = g(ag) = C1 = C2g,

deci h este injectiva.

2) f = ho g surjectivd implica h surjectivi.

Prin dualitate se enunta

Teorema 2. (Factorizarea unei functii printr-o injectie). Fie f : B — A o
functie si g : C — A o functie injectiva. Ezista gi este unicd o functie h : B — C
astfel incit f = go h dacd gi numai dacd Imf C Img.

Demonstratia se realizeaza ca in cazul teoremei 1 (a se vedea [4]).

Un corolar al teoremei 1 il reprezinta:

Teorema 3. Daci f : A — B este o functie atunci exista o bijectie f :

% — f(A) astfel incit f = io f o pkes unde i : f(A) — B, i(y) = y este
er

aplicatia de incluziune.
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Demonstratie. Cum aplicatia pkers este surjectivd si Kerpiery = Kerf,

aplicand teorema 1, rezultd ca exista gi este unica aplicatia injectiva h : K—f — B
er
astfel incat f = h o pkerf. Cum Imh =

mImf si h injectivd, rezultd ci functia f : %rf — f(4), f(Kerf <z >) =
h(Kerf < z >) este bijectivi si h = i o f, unde i este aplicatia de incluziune.
Decif =i 0 f o pkerf-
Observatie. Teorema 3 ne aratd cd imaginile unei multimi A prin toate
functiile cu domeniul A sunt epuizate, pana la o bijectie, de multimile cat ale lui A.
Exemplu. Se considerd multimile A = {1,2,3,4,5,6}, B = {a,b,c,d} si

functia f : A — B definita prin tabelul fécx) clL z 2 2 2 0 Atunci:
F:{(lva)v( )7(37a)7(47b)7(57b)7(67c)};
F:{(avl)v( )7(0"3)7(b74)7(b75)7(0a6)}3
Kerf ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)
(4,4),(4,5),(5,4),(5,5),(6,6)} ;

7‘](- :{{17233} ) {435} ) {6}}3 Imf = {a7b7 C} .

Intre aceste multimi, evident, existd o bijectie.

II. Categoria (Gr). In cadrul grupurilor intalnim notiunea de nucleu al
unui morfism de grupuri. Dacid (G,-), (H,) sunt grupuri si f : G — H este un
morfism de grupuri, ker f = {x € G | f () = 1} este un subgrup normal al lui G,
numit nucleul lui f.

Morfismul f fiind, in particular, functie, se puneintrebarea ce legiatura ex-
istaintre Kerf de la functii gi ker f de la morfismele de grupuri?

Pentru a raspunde laintrebare vom analiza un morfism de grupuri f : G — H.
Notam N = ker f <G; N induce o relatie de echivalenta (chiar de congruenti) pe G
notata prin

pN;(gjl)ajz)GpNQGxGﬁxl-xz_lEN@f(ml-xz_l):1<:>f(m1):f(x2)<i>

& (21,22) € F1 oF = Kerf unde am notat f = (G, H, F'). Deci multimea G subia-
centd grupului (G, -) se factorizeaza ca in cazul teoriei multimilor unde functioneazi
teoremele 1, 2, 3 prezentatein paragraful (Ens).

Teorema 4. (Teorema factorului) Fie f : G — H un morfism de grupuri,

G
N<G s K=kerf, n:G — N’ 7 (z) = N surjectia canonici. Dacd N C K

atunci existd un unic morfism de grupuri f : % — H astfelincit f = for. Mai
mult, dacd:

a) f este epimorfism dacd §i numai dacd f este epimorfism;

b) f este monomorfism daci si numai dacd K = N;

c) f este izomorfism dacd $i numai dacd K = N si f este epimorfism.
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Demonstratie. Fie aN € % Definim f (aN) = f(a). Dacd aN = bN

atunci a='b € N C K, deci f (a='b) = 1 sau f (a) = f (b). Deci f este bine definita.
Din
f(aN-bN) = f(abN) = f (ab) = f (a) f (b) = f(aN) — f (bN),

rezultd ca f este morfism de grupuri; f = fom.
a) Aratam ca Imf = Imf. Fie y € Imf atunci existd a € G astfel incat
y = f(a) = f(aN), deci y € Imf. Reciproc, daci y € Imf atunci existd

aN € % astfel incat y = f(aN) = f(a) deci y € Imf;

_ K
kerf:{aN|f(a):l}:{aN\aEK}:N.
b) f este monomorfism daca si numai dacd ker f = {1} adica atunci si numai
atunci cAnd K = N.
c) Se aplicd a), b). O
Teorema 5. (Teorema intai de izomorfism). Daca f : G — H este un

G
morfism de grupuri cu K = ker f atunci Ve = Imf.

Demonstratie. Aplicim teorema factorului (T4) pentru N = K si f: G —
Imf, f(x) = f(z), pentru orice x € G.

Lema. Fie (G,-) un grup, H < G §i N <G. Atunci:

a) HN = NH, deci HN < G,

b) N <« HN;

c) HONN<H.

Demonstratie. a) hN = Nh, oricare ar fi h € G, in particular pentru orice

he H;HN = |J hN= |J Nh=NH.
heH heH
Cum H/N <G gi HN = NH rezulta HN < G.

b) Cum gN = Ng, oricare ar fi g € G rezultd gN = Ng, pentru orice g € HN,
deci NaHN. o

c¢) Surjectia canonicd m : G — i restrictionatd la H este 7’ : H —
w'(h) = hN, oricare ar fi h € H.

kern' ={h€e H|hN=N}={he H|he€ N} = HNN. Subgrupul HN N
este nucleul unui morfism deci este normalin H.

Teorema 6. (Teorema a doua de izomorfism) Fie (G,-) un grup , H < G,

HN
N <G atunci & —
< atunci g N

. . G . L .
Demonstratie. Fie 7: G — N epimorfismul canonic gi 7’ = 7|g. Din lema

¢
N,

HN
precedentad avem kern’ = HNN si Imn’ = {hN |h € H} = - Aplicand prima
H HN
teoremd de izomorfism (T5) avem m = T

Observatie.
Pentru a retine ugor enuntul teoremei se considerd un romb ale cirui varfuri
se noteazaintr-o ordine prin: H "N, N, HN, H.
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Teorema 7. (Teorema a treia de izomorfism). Dacd (G,-) este un grup,

NqG,HQGﬂNgHatunci%%

zlg=l

Demonstratie. Fie aN € % i definim f(aN) = aH € % Corespon-

denta astfel definitd este o functie deoarece dacd aN = bN atunci a”'b € N C H

G G
deci aH = bH. Notam functia f : N 5 f(aN) = aH, f este un epimor-

fism; ker f = {aN |aH=H} = {aN |a€ H} = Conform teoremeiintai de

izomorfism rezultd

2|

1%

Tl
2 ziz=lq

Fie (G,:) un grup , N<G, H < G, N < H. Notam cu Ly (G) laticea

subgrupurilor lui G careil contin pe N §i cu L

A~
Z|Q

) laticea subgrupurilor lui N

H H H
Definim functia ¢ : Ly(G) — L f[)’ Y(H) = N Daca Nl = WQ’ atunci pentru

orice hy € Hq, exista hy € Ho, astfel incat AN = ho N
Rezulti h;lhl € N C H, decihy; € Hy. Am demonstrat ca H; C Hy. Analog
se aratdaHs C Hy. Deci H; = H> §i v este injectiva.
G
Fie Q < i sim:G— N surjectia canonicd. 771 (Q) < G, N < 771 (Q) si

771(Q)) = {aN | aN € Q} = Q, deci v este surjectivi.
¥ (7 ( , ]
Fier =91, 7(Q) = 7~ (Q). Bijectia 1 are proprietiti interesante insumate

in:
Teorema 8. (Teorema de corespondentd). Dacd (G,-) este un grup, N <G

G
atunci funcgia ¢ : Ly(G) — L (N) este bijectiva. Mai mult:
a) Hy < Hy daca si numai dacd Wl < WZ st in acest caz

|

&
N

2\5:

|

G
b) H <G dacd §i numai dacd — < N

2=

~

H, H H
c) Hy < Hy daci $i numai dacd Wl N W? siin acest caz Fj =

=| H=| =

H
Demonstratie. a) Daci H; < Hs, fie aN € —1, a € Hi < H,, deci

N
H, H H,
aN € N Invers, fie aN € Wl < ~ rezultd a € Ho, deci H; < Hs.
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H
Avem 7 (aHy) = (aN) (Nl>’ deci aHy = bHy, a™'b € Hy; (a7'N) (bN) =

H H H
a"lbN € Wl si (aN) (NI) = (bN) (]\/'1> Deci 7 este bijectivi.

H 1 aNa™! _H . H
b) Avem (aN) <N> (aN)~t = NN deci N W
G
o ~ G p N : .
Aplicatiile G — N =i sunt epimorfismele canonice. Avem:
NH H H
a € ker(porm) < (aN) <N> :N«baNEN;aN:hN, he Hs ae H.

Deci H = ker(po ) <G.

c) H=H;, G = H, i se utilizeaza teorema a treia de izomorfism (T7).
III. Aplicatii

1) Se considerd morfismul de grupuri:

f:(R,4+)—(C*,), f(z)=cos2mx+1i-sin2mz.
Deci
kerf = {z €R| f(z) =1} = Z. Imf = {z€C*||z|=1} & D. Atundi,
aplicand teorema intai de izomorfism, obtinem ca — = D. Se observa ci |D| =C

2) Se considerd morfismul de grupuri g : (Q,+) — D, g(z) = cos2mz +1-
sin 27z, unde D a fost definit in exercitiul 1.

Atunci kerg = ZIm,, = {z€ C*| In e Na. iz" =1} 2V pumit grupul
radacinilor complexe ale unitatii.

Observam cd |[V| = Xg. Atunci, aplicand teorema intai de izomorfism obtinem

ca >V,

NIO

3) Fie K un corp, n € N* gi morfismul surjectiv det GL,,(K) — K*.

Nucleul se noteazd cu SL,(K) = {A € GLy(K) | det A =1} gi se numeste
grupul liniar special de grad n peste K.

Dar SL,,(K) <« GL,,(K) si aplicand teorema intai de izomorfism obtinem:
GL, (K
SL,(K)

In particular, pentru X un corp finit cu ¢ elemente obtinem:

_[GL(K)|

LK) = =

4) Fie (G,-) un grup si o : G — G un automorfism.

1 G
. - «@ s . . o .
Consideram G — G — T unde 7 este surjectia canonicid. Atunci

ker (moa™')={zeG|r(a'(z)) =1} ={zeGla () e H} =a(H).
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Cum 7o a~ ! este epimorfism, aplicand teoremaintai de izomorfism obtinem
G G
of(H)  H’
5) Pentru n € N, n > 2, si se determine subgrupurile lui Z,,.

ca

2

dZ

Z
Fie H < Z, = —. Conform teoremei de corespondenti (T8), H = 7
n n
unde nZ C dZ, deci d | n, d € N*. Aplicand teorema 3 de izomorfism avem:
Z

nZ ~ L o
@_dZ_Zd'
nz

Z
nZ‘ = [ZLMH] = % deoarece [Z,, : H] =
= |Z4| = d. Grupul H este ciclic si H =< d >, unde d = d + nZ.
6) Sa se determine laticea subgrupurilor grupului Zs.

Conform teoremei lui Lagrange,

dZ
Subgrupurile H ale lui Z;g sunt de forma 182 unde d € {1,2,3,6,9,18}.
Obtinem

97,
0 — —
187
1 1
6L 37
182 187
27 !
sz D

7) Dacd G este un grup ciclic, atunci orice subgrup si orice grup factor al siu
este ciclic. Se utilizeaza exercitiul 6) gi stuctura subgrupurilor lui Z gi a subgrupurilor

factor ale sale.
Se stie ca orice grup ciclic este izomorf fie cu Z, fie cu un Z,.
8) Fie (G,-) un grup si A, B,C < G. Sa se arate ci:
a) Dacd B < A atunci AN (BC)=B-(ANCQC).
. . AnC _ B-(ANnC)
Daci B< A B A ;
b) Daca B< A atunci BNC < ﬂC§1BmC B A,
C) DaCaBQA@ CQG a,tunciB~C<]A~C§i Bic = m

1%

N
Q

Intr-adevir:
a) Evident, avem B - (ANC) C AN (BC). Invers, fie a = bc unde b € B,

ceC.bla=ce ANC. Decia=0b(b"'a) € B-(ANC).
b) Aplicim teorema a doua de izomorfism considerand ci: K = B, G = A,
H=ANC. Obtinem BNC =(ANC)NB<ANC i

ANnC _(AnC)-B B-(AnCQ)

BNC B - B

c¢) Evident cd BC' < AC. Vom arita ci este normal. Fie z = ac € AC, atunci

2(BC) = acBC = acCB = aCB = aBC = BaC = BaCc¢ = BCac = (BC)z.
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Aplicam teorema a doua de izomorfism pentru K = BC, G = AC, H = A.
A-(BC) A
Obti AN (BC)< A si o
tinem AN (BC) <A §t —p7— = 4056
Definitia 4. Un grup G se numeste rezolubil daca In € N gi subgrupurile
1=Gy,Gy,...,G, = G astfelincit G;_1<G; si Gi/GF1 este grup abelianvl < i < n.
9) Fie (G,-) un grup, H, K < G cu K <G. S4 se arate ca:

, deci concluzia. O

G
a) Dacd G este rezolubil, atunci H, X sunt rezolubile.

G
b) Daca K, Ve sunt rezolubile atunci G este rezolubil.

Intr-adevir: o
a) 1 = Gp<G1<..<G, =Gl e
i—1
exercitiul 8) punctul b). G;_1 N H<G; N H si
G;,NH ~ Gz‘,l'(GiﬁH) < G;
Gi-1NH Gi-1 T G

sunt abeliene, 1 < i < n. Aplicim

G;NH
ultimul grup fiind abelian, deci si factorii ———— sunt abeliene.
G,_1NH

Consideram 1 =GoNH<GiNH<...<G, "H = H, deci H este rezolubil.
Aplicdm exercitiul 8) punctul c) si teorema a treia de izomorfism.

. . GiK | Gi
Obtinem: G,_1 K <G; K si Gi1K  Gi-1-(GiNK)’

Dar:
G, K
K ~ GZK
GiflK - Gi_lK.
K
Cum:
Gi
Gi1 ~ G
Gi-1 (GiNK)  Gi_1-(GinK)
Gi1

ultimul grup fiind abelian, deci este abelian.

1—1
GoK 4 Gi K 4.4 GnK_ G rezultd ci ¢ este rezolubil
7 % 9T = o e % ubil.

K; . . .
b) Dacd 1= Ko< K;<...< K, = K g§i —— este abelian, 1 <7 < m. Atunci

Din 1 =

i—1
Gj
Gy G G, G . K G; . .
1:%«#4...4?:?@ Giil %Gjil este abelian, 1 < j < n.

Considerand 1 = K0<1K1<1...<1Km[:( Gy<G14...<G,, = G, rezultad G rezolubil.

Evariste Galois a dat o caracterizare a ecuatiilor rezolvabile prin radicali.

Teorema 9. Daca K este un corp comutativ, f € K[X], grad(f) > 1, atunci
ecuatia f(x) = 0 este rezolvabila prin radicali daca i numai daca grupul Galois al
lui  (peste K) este rezolubil.
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A se vedea demonstratia de exemplu in lucrarea [4].
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Izometrii liniare in R” gi C"?

DE VASILE Pop

Abstract

Key words:
M.S.C.: .

Punctele de plecare ale acestui articol il reprezinta doud probleme deosebite
de algebra liniard, date la Olimpiada Nationald de Matematicd, Pitegti 2007 si
Olimpiada Internationald de Matematica a Studentilor din Sud-Estul Europei, Cipru
2007. Cele doua probleme dau raspuns unei probleme teoretice importante: deter-
minarea sau caracterizarea izometriilor in diferite spatii metrice. Scopul articolului
este de a incadra aceste probleme in contextul teoretic corespunzator si a prezenta
rezultatele care rezolva problema izometriilor in spatii vectoriale normate de dimen-
siuni finite.

1. Introducere

Din punct de vedere teoretic, cunogtintele minime necesare intelegerii lucrarii
se reduc la definitiile notiunilor de metrica, spatiu metric, spatiu vectorial normat si
de izometrii in spatii metrice. Avand ca model geometric planul euclidian definitiile
generale extind in mod natural notiunile de distantd, norma unui vector din plan,
functie care invariaza distantele, pentru care recomandam paragraful de ,,Grupuri
de transformari geometrice din [4].

Definitia 1.1. O functie d : X x X — [0,00) se numeste metrica (distanta)
pe multimea X, dacd sunt verificate axiomele:

(Dl) : d(xvy) = d(y7x)7 z,y € X;

(D2) = d(z,y) +d(y, 2) = d(z,2), z,y,z € X;

(D3): d(z,y) =0z =y.
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Perechea (X, d) se numeste spafiu metric.

Exemplul 1. a) Structura canonici de spatiu metric a axei reale este datd
de metrica: d(z,y) = |z — y|, z,y € R.

b) Structura canonica de spatiu metric a planului euclidian R? este data de
metrica:

d((x1,91), (2, 92)) = V(w1 — 22)2 + (y1 — 12)%,  (x1,91), (T2,2) € R%.

Fie (X, +) un spatiu vectorial peste corpul K = R sau K = C, unde operatia
de inmultire a vectorilor cu scalari este notatd p(a,z) =a-z,a € K, z € X.

Definitia 1.2. O functie | - || : X — [0,00) se numeste normd pe X dacd
verifica aziomele:

(V) la-z] = la] - [lz], e € K, 2 € X

(Vo) Nz +yll <zl + llyll, 2,y € X

(N3) |lz|=0<z=0.
Perechea (X, || - ||) se numesgte spatiu vectorial normat.

Exemplul 2. a) Norma canonici (euclidiani) in C™(R"™) este definita prin:

(21, 22, - 20) | = VIt + [222 + - + [ ?,

care se noteazi cu || - ||2.
b) Pe C™"(R"™) sunt frecvent utilizate normele:

=1n

n
Itz s za)l = S 12kl 1122,y 20) oo = mas [z
k=1

c) In general pentru orice p € [1,00) functia || - ||, : C*(R™) — [0, 00), definita
prin:

n 1/17
(21, 22, .-, z0)llp = (ZM”) :
k=1

este o normi. In cazurile particulare p = 2, p = 1 si p — 0o se obtin normele de la

a) si b).
Este un simplu exercitiu demonstratia urméatorului rezultat:
Teoremi. Daca (X,| - ||) este un spatiu vectorial normat atunci functia

d: X xX — [0,00), d(z,y) = ||z —yll, z,y € X este o metrica pe X, numita
metrica indusa de normd.

Observatie. Orice spatiu vectorial normat este un spatiu metric. In partic-
ular normele din Exemplul 2 induc metricile pe C™*(R"):

dy(x,y) = 35—y |2k — Yl

doo(xay) = man=L7 |xk - yk|a
n

Z ‘fEk - yk|25

k=1

n 1
dy(z,y) = (Sp_y |z — )",

dQ(xay) =
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pentru orice x = (z1,...,Zn), ¥y = (Y1, -, Yn), T,y € C*(R™).

Definitia 1.3. Dacd (X, | - ||) este un spatiu vectorial normat gi f : X — X
este o functie, spunem cd f invariaza norma daca ||z|| = || f(2)|, =z € X.
Este ugor de demonstrat urmaéatorul rezultat:

Teorema. Daci (X,| - ||) este un spatiu vectorial normat $i T : X — X
este o aplicatie liniard care invariazd norma atunci T este o izometrie in raport cu
metrica indusd si reciproc.

Demonstratie. , = “ Avem:

|z =yl = 1T - y)l| = |T(z) - T = d(z,y) = d(T(z), T(y)), =,y € X.
, & ¢ Avem:

d(z,y) = d(T(z), T(y)) = d(x,0) = d(T(x),T(0)) < d(x,0) = d(T(),0) <

& |lzll = 1T ()], = € X.

2. Legatura intre izometrii liniare si matrice

Ne propunem si determindm aplicatiile liniare 7' : C"(R™) — C"(R™) care
sunt izometrii in raport cu metricile di,ds §i doo. Doud argumente simple reduc
problema la determinarea unor matrice din M.,,(C) sau M, (R).

1) Orice aplicatie liniara T : C*(R™) — C™(R") este unic determinatd de o
matrice Mr € M, (C) sau M,,(R) si de alegerea unei baze in C" sau R".

2) Definitia izometriilor liniare nu depinde de alegerea unei baze.

In concluzie o izometrie liniard este definitd de o matrice A € M, (C) sau
M, (R) care verifica relatia:

x1
|A- X = ||X],QX = € C" sau R™.

Tn

Definitia 2.1. Spunem cd matricea A € M, (C) sau M,,(R) este o matrice
de izometrie in raport cu norma || - || daca:

|A-X|| = |IX],QX € C" sau R".

Teorema 2.2. Multimea matricelor de izometrie din M,,(C) sau M, (R)
formeaza un subgrup multiplicativ in GL,,(C) sau GL,(R).

Demonstratie. Aritim cd multimea izometriilor este inclusd in GL, (C)
sau GL, (R). Daca prin absurd A este matrice de izometrie gi A este neinversabili,
atunci det A = 0 gi existd X € C" sau R", X # 0 astfel ca A- X = 0 si atunci
|A- X]|| =0# || X]| (contradictie). Avem:

IX|[ =4 (A7 X)| = A" - X[, QX € C*(R™)

deci si A™! este matrice de izometrie.
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Daca A, B sunt matrici de izometrie, atunci:
JA-B-X|| = |4- (B X)| = |B- X|| = || X|,QX € C" sau R".
3. Structura grupului izometriilor liniare in raport cu | - ||
Teorema 3.1. Matricea A € M, (C) verifici relatia:
[A- Xl = [[X]l,QX € C",

daca gi numai dacd pe fiecare linie gi pe fiecare coloand a matricei A existd un singur
element nenul, de modul 1.
Demonstratie. Fie

1 0 0
E = 0 , By = 1 yeeoy By = 0 ,
coloanele matricei I,,. Din ||AE;| = || Ej|| rezulta:

n

i=1

Daci luam X = Fq + E5 rezulta

n n
Z |ai1 + aiz| = Z lain — aiz| = 2. (2)
i=1 i=1

Avem:
n

2= Z|ai1 +a;| < Z lai1| + |ai2]) =

3

i—1 i—1
deci:
lai1 + aiz| = |ai1| + |aiz| (3)
n n
2= Z lai1 — aia] < Z(|ai1| +]—a]) =2
i=1 i—1
deci:
lai1 — ai] = |ai1| + | — a2 (4)
Din (3) si din (4):
;1 = 0 sau ;0 = 0. (5)

Din (1) rezultd ca pe fiecare coloand avem un element nenul. Din (5) rezultd
ca daca pe coloana 1 avem un singur element nenul si daca a;; # 0, atunci:

Qi = a3 =+ = ain = 0. (6)

Rezulta ca pe fiecare linie si pe fiecare coloana avem un singur element nenul.
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Din (6) si (1) pe fiecare linie si pe fiecare coloand avem un singur element
nenul si modulul lui este |a;;| = 1.

Teorema 3.2. Matricea A € M, (R) verifica relafia:
[A- Xl = [ X[, QX € M(R),

daca gi numai dacd pe fiecare linie gi pe fiecare coloand a matricei A existd un singur
element nenul, egal cu 1 sau —1.

Demonstratie. Demonstratia este aceeagi cu cea din Teorema 3.2, cu con-
tinuarea |a;;| = 1 implica a;; € {—1,1}.

Teorema 3.3. Grupul izometriilor liniare ale spafiului R™ in raport cu norma
| - |l1 este finit, ordinul sau este n!-2™.

Demonstratie. Conform teoremei 3.2, matricile izometriilor au cate un el-
ement egal cu 1 sau —1 pe fiecare linie i fiecare coloand. O astfel de matrice se
obtine printr-o permutare arbitrarad a coloanelor matricii unitate I,,, in n! moduri si
inmultirea ei cu 1 sau —1 in 2" moduri.

Observatia 3.4. Problema data la Olimpiada Nationald de Matematici,
Pitesgti 2007 are urmatorul enunt;

Daca A € M, (R) este o matrice pentru care ||A- X||1 = || X1, X € M,(R)
atunci exista m € N* astfel ca A™ = 1I,,.

Deoarece, conform Teoremei 3.3, grupul matricelor A are ordinul finit 2" - n!
rezultd ci putem lua m = 2" - nl.

4. Structura grupului izometriilor in raport cu norma euclidiana

Teorema 4.1. Grupul izometriilor liniare ale spatiuvlui euclidian C™ in raport
cu norma euclidiand este grupul matricilor unitare:

0,(C)={Ae M,(C)| A - A = A" A=1,)},

unde A* = (A)! este adjuncta (hermitiand) a matricei A.
Demonstratie. Din ||A - Ej||2 = || E}||2 rezulta:

n
D lagl =1 (1)
=1

Din ||A . (EJ + Ek;)”Q = ||E] + Eng rezulta:
n n n n
Z |aij + aik|2 =2 Z |(lij|2 + Z \aik|2 + 22(1”'@77;]@ =2
1=1 i=1 i=1 i=1

=4 Z Qi Qgf = 0. (2)
i=1
Din (1) i (2) rezultd A- A* = I,,, deci A* = A~! gi atunci A*- A = I,,.

Teorema 4.2. Grupul izometriilor liniare ale spatiului euclidian R™ in raport
cu norma euclidiana este grupul:

On(R) = {A € M,(R)| A-A' = At A =1I,}.
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Demonstratie. Este identicid cu demonstratia teoremei 4.1.
Observatia 4.3. Grupurile O, (R) si O, (C) sunt infinite.
In particular, grupul rotatiilor:

R:{Ra:(@sa —sma>|a€R}
sina cosa
este inclus in O(R).

5. Structura izometriilor liniare in raport cu norma | - o

Teorema 5.1. Matricea A € M, (C) verifici relatia
[A - Xloo = [[ X[, QX € C,

daca gt numai daca pe fiecare linie si coloana exista un singur element nenul, de
modul 1.
Demonstratie. Din [|A - Ej|s = ||Ej||oc rezultd m?l|aij| =1,j=1nsi
i=1,n
atunci matricea nu contine elemente de modul mai mare ca 1, deci pe fiecare linie
modulul maxim este cel mult 1 si pe fiecare coloana avem un element de modul 1.

Daci pe coloana j elementul nenul este a;; cu |a;;| = 1 ludm:
— N\t
X=(L;)

(transpusa conjugatd a liniei ¢) gi din ||A - X||co = || X ||oo rezulta:

n n
Dan@r <1 g’ <1e
i=1 k=1

=4 |aij|2 + Z \aik|2 <ls 1+ Z \aik|2 <1,
k£ k£
deci a;x, =0, k # j.

In concluzie, pe fiecare linie existd cel mult un element nenul (de modul 1).
Deoarece, conform Teoremei 2.2, matricea A este inversabild, rezultd cd pe fiecare
linie exista un astfel de element.

Teorema 5.2. Matricea A € M, (R) verifica relatia

[4- X = [IX]loo, QX € R",

daca gi numai dacd pe fiecare linie si pe fiecare coloand existd un singur element
nenul, egal cu 1 sau —1.
Demonstratie. Se face la fel ca la teorema 5.1, |a;;| = 1 < a;; € {—1,1}.

Teorema 5.3. Grupul izometriilor liniare ale spatiului R™ in raport cu norma
Il oo este finit. Ordinul squ este n!-2™.

O consecintad a Teoremei 5.3 este problema data la Olimpiada Internationala
Studenteasca din Cipru 2007.
Corolar 5.4. Dacd matricea A € M, (R) verifica relatia

[4- Xloo = I X]loo, @X € R”
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atunci exista m € N* astfel ca A™ = I,,.

Demonstratie. Se poate lua m = n!- 2™,

Observatia 5.5. Grupul izometriilor liniare ale spatiului vectorial R™ in
raport cu norma || - ||; coincide cu grupul izometriilor liniare in raport cu norma
Il [|oos sunt finite gi au n!- 2™ elemente.
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EXAMENE SI CONCURSURI

Olimpiada Internationald Sudenteascda SEEMOUS — 2008

DE VASILE PopP $1 DORIAN Pop

In perioada 5-10 martie 2008 la Atena s-a desfisurat a doua editie a Olimpiadei
de Matematica a Studentilor din Sud-Estul Europei SEEMOUS-2008, organizati de
Societatea de Matematica din Grecia gi Societatea de Matematica din Sud-Estul Eu-
ropei. La aceasta editie a Olimpiadei au participat 94 de studenti de la 21 de Univer-
sitdti din Bulgaria, Cipru, Columbia, Grecia, Israel, Roméania, Rusia §i Ucraina. Din
partea Romaniei au participat studenti de la Universitatea Politehnica din Bucuresti,
Universitatea Alexandru Ioan Cuza din Iagi, Universitatea Tehnicd din Cluj, Uni-
versitatea Tehnicd Gh. Asachi din Tagi gi Academia Tehnica Militara din Bucuregti.
Studentii roméni au obtinut 2 medalii de aur, 5 medalii de argint si 7 medalii de
bronz. Locul intdi, cu cel mai mare punctaj din concurs, a fost obtinut de citre
studentul Cristian Tdalau de la Universitatea Politehnici din Bucuregti. Concursul
a constat dintr-o singurd proba cuprinzand un set de patru probleme.

Problema 1. Fie f: [1,00) — (0,00) o functie continud.

Sd presupunem cd pentru orice a > 0 ecuatia f(x) = ax are cel putin o solutie
in intervalul [1,00).

a) Demonstrati ca pentru orice a > 0, ecuatia f(x) = ax are o infinitate de
solutii.
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b) Dati un exemplu de functie continud strict monotond cu proprietatea din

enung.
Vladimir Todorov, Bulgaria

Solutia 1. a) Si presupunem ci se pot gisi constantele a > 0 gi b > 1 astfel
ca f(x) # ax pentru orice x € [b,00). Cum f este continui, rezulta ci f(x) — ax are
semn constant pe [b,00). Avem doud cazuri:

1) f(x) > az pentru orice z € [b,00). Definim:

f(x)

c= min —= >0
z€[l,b] T

Atunci pentru orice z € [1, c0) avem:

f(z) = min{a, c}z,

contradictie.
2) f(x) < ax pentru orice x € [b,00). Definim:
¢ = max @) < 0.
z€[1,b] T

Atunci pentru orice z € [1, c0) avem:
f(x) < max{a, c}u,

contradictie.

b) Raspunsul este afirmativ. Alegem un gir 1 =27 < -+ <z < --- astfel ca
sirul (yx)e>1, Y = ok coskmy, s fie de asemenea strict crescitor. Definim f(xy,) =
=y, k > 1 gi prelungim f la o functie liniard pe portiuni f(x) = axx + by pentru
Z € [T, Tr41].- Am obtinut astfel o functie continud f cu proprietateas:

TG R T AC LE) )
n—oo (Ijzn n—oo xanl
Prin urmare functia continui
g(x) = M? =1,
x

ia orice valoare strict pozitivd pe intervalul [1,00).

Solutia 2. b) Exemplul se bazeazi pe imaginea intuitivd a graficului unei
functii care intersecteaza orice dreaptd D : y = ax cu a > 0, construind o linie
poligonala.

1
Consideram dreptele D,, : y = —xz §i D), : y =nz, n > 2 gi pe ele girurile de
n

1
puncte A, (zn,yn) € Dy si AL (2),,y),) € D), precum gi A (1, 2), astfel ca girurile

coordonatelor sa verifice relatiile:

1
1 <@, <zl < Tpii, §<yn<y;<yn+1, Yn > 2.
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Conditiile impuse conduc la:

1 , , 1
- < —Tp<Tp <T,<NnNr, < —T <z .
2 nn n n n n+1 n+1 n+1

Putem lua de exemplu x,, = (n!)? si 2/, = z,, + 1.
Definim functia f avand ca grafic linia poligonald A,..., A,, A!,.... Din
conditiile impuse rezulta ca functia este strict crescitoare.

. 1 . . . .
Ecuatia f(z) = —a are solutie in z,, iar ecuatia f(x) = nx are solutie in

1 .
x),. Rezultd cd pentru orice a € (n,n) ecuatia f(x) = ax are solutie (se aplicd

flz) .

teorema lui Darbouz functiei continue g(x) = ——= pe intervalul [z,,2},]). Deoarece
x

1
U, 52 (m) = (0,00), ecuatia f(z) = ax are solutie pentru orice a € (0, 00).
=2\ n

O solutie aseminatoare a dat in concurs studentul Cristian Talau.

Problema 2. Fie P, P,,...,Py,... un gir de poligoane conveze astfel ca
pentru orice k > 1 vdrfurile poligonului Py41 sa fie mijloacele laturilor poligonului
Py. Sa se arate ca existd un singur punct situat in interiorul tuturor poligoanelor.

Nazar Agakhanov, Rusia

Solutii. Problema a fost propusi de unul dintre cei mai prolifici propunétori
de probleme de cel mai inalt nivel. Ea este, in egald masura, legatd de geometrie,
analizd matematica gi algebra vectoriala:

1. aspectul geometric este evident din enuntul problemei (intersectia unor
figuri geometrice).

2. partea de analizd matematica se incadreaza in teoremele de contractie sau
de siruri descendente de multimi inchise.

JIntr-un spatiu metric complet un gir descendent de multimi inchise, cu sirul
diametrelor tinzand la zero, au un unic punct comun.‘

3. aspectul algebric, cel mai putin evident, este continut in majoritatea soluti-
ilor.

Solutia 1. Vom lucra in planul complex (se poate lucra si vectorial in
R2). Alegem originea planului in centrul de greutate al poligonului P; si notam

cu ag,ag,...,a, afixele varfurilor poligonului P; (aq + as + -+ + a, = 0). Notdm
apoi succesiv cu ag,1,0k,2,. .., 0k, afixele varfurilor poligonului Py, £ > 1. Din
relatiile:
Qg1+ g2 O+ a3 _ Ok a1
k41,1 = -5 k41,2 = fa“wakjtl,n == 5 (%)

rezultd cd toate poligoanele au centrul de greutate in origine, iar pentru poligonul
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P, obtinem afixele varfurilor

n1 = 5oy (a1 +CL_jaz+C%_jaz+ -+ ClFan_1 + an)
n2 = 577 (az+C,11_1a3+C,21_1a4+'~~+02:12&n+a1)
IIRRRRIEAAREEL ISR 27172 ..........
Qp,n = o1 (an—i—Cn 1a1—I—Cn71a2—|—-~-+Cn_1an,2—&—an,l).
Folosind in toate relatiile conditia a; + a2 + - - - + a,, = 0, avem:
1 Y
lan,1] < o1 (Choy =) Jag| + (C2_, = 1) |ag| + -+ (C=F — 1) |an-1])
1 e
lan2| < o1 (Croy=1) Jag| + (C2_; = 1) |aa| + -+ (C 77 — 1) |an])
........... [

lanal < 5o (Chy = 1) Jar| + (C2_y — 1) lag| + -+ + (Cp=F — 1) |an—2]) .

Adunand aceste relatii obtinem:

n

2! —n)S(P)) = (1 - 2n_l) S(Py),

unde am notat cu S(Pj) suma distantelor de la origine (centrul de greutate) la
varfurile poligonului Py, k > 1.
Functia S se comportd ca o contractie (din n—1 in n—1), cu ratia

S(P) < 5

g=1- =T < 1 i atunci S(Ppn-1)+1) < ¢™S(P1), in care dacd trecem la

limitad cu m — oo obtinem:

lim S(Pm(n—l)-i-l) =0,

m— 00
deci:
lim apq = lim ago =---= lim ar, = 0.
k—oo k—oo k—oo
Aceasta deoarece sirul S(Py) este descrescitor, cici:

S(Pry1) = lagy11] + |agsr2| + - +akt1,0]

a1+ ag2
2

a2+ ag.3
2

Qk,n + Qg1
2

+ ot

IA

1
5((\ak,1| + lag,2]) + (lak,2| + laka]) + - + (lakn| + [ak,1])
= lag1| + |ag2| + -+ |arn| = S(Pr).

Punctul comun tuturor poligoanelor este atunci punctul la care converg var-
furile poligoanelor (centrul de greutate comun tuturor).

Remarci.!) Aceastd problemi este de fapt din folclor. Ne referim la (SCHOENBERG,
1.J., Privelisti Matematice, Editura Tehnica, 1989). Fiind dat un poligon (convex)

1) Remarca si Solutia 2 sunt introduse de referent.
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IT in plan, poligonul IT' format de mijloacele laturilor lui IT este cunoscut sub numele
de poligon Kasner asociat lui IT i va fi notat prin II' = KII, deci 1™ = K™I1. I.J.
Schoenberg sugereaza folosirea metodei seriilor Fourier finite citre rezultatul enuntat,
drept care vom face mai intai o scurtd prezentare teoreticd a acestui subiect, dupa
Schoenberg.?)

Sa considersim, pentru 0 < k < n — 1, numerele complexe 2y, si wy, = e2™/7
radacinile complexe de ordin n ale unitatii. Problema este de a determina numerele
complexe «; (coeficientii Fourier) astfel incat

n—1
_ d
2, = g Wi,
j=0

(Deoarece determinantul sistemului este Vandermonde, sistemul are solutie unica,
insad putem obtine o precizie mai mare din relatii de ortogonalitate.)
Dar wy, = w*. Atunci, pentru 0 < £ < n — 1, vom avea:

n—1
zkwé_k = g ozjwk(jff),
7=0

deci:
n—1 n—1ln—1 n—1 n—1
1 1 a1 -~
*E:kak:*E:E sk 2):f§:a,§ W=D = @,
14 J J )
n n - n “
k=0 k=0 j=0 7=0 k=0

asadar coeficientii Fourier existd in mod unic.
Finalmente vom deduce identitatea lui Parseval

n—1 n—1 1 n—1 n—1 n—1
2 _ —_— —k —J _
n lael® =n apog = — Ry Zjw, =
n
/=0 =0 =0 k=0 j=0
1 n—1ln—1n—1 1 n—1ln—1 n—1 n—1
_ —, J—k __ — L(j—k) _ 2
= E E E azwy = 2% Y Wl = E |zk] =
£=0 k=0 j=0 k=0 j=0 (=0 k=0

Solutia 2. In mod evident problema revine la a fi date numerele complexe z;,

2k + Zk+1

indexate in Z, (afixele varfurilor poligonului initial), a defini f(z) = ,

a analiza comportamentul iteratelor f™(zy). Pentru ugurinta calculelor, si alegem
originea in centroidul sistemului de puncte (care nici micar nu trebuie a fi in pozitie

2) Acelagi autor folosegte aceastd metodd pentru a demonstra proprietatea izoperimetricd:

Teoremai (J. Steiner). Dintre toate poligoanele cu n laturi in plan, de acelagi perimetru L,
cel de arie mazima A = L?/(4ntan z) este poligonul regulat.

Mai mult, enunti si demonstreazé?

Teoremai (L. Fejes Toth). Pentru m — oo, o imagine afind convenabild o lui K™II converge
catre un poligon regulat sau stelat regulat.
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n—1

convexa), adica E 2, = 0. Atunci, folosind coeficientii Fourier:

k=0
e+ 2 1 n—1 1 n—1
k k+1 j j i j
fla) = - = 52%’ (Wi"'wiﬂ) = 520@' (1+w’) wi.
§=0 §=0

Aceasta arata ci, coeficientii Fourier pentru f(zx) sunt:

14wl j g
B = 5 % = Q€ cos ot
1 n—1
unde € = €™/ de modul unitate. S& observam ci oy = — E zkw,jk =0, de unde
n
k=0

si Bp = 0. Atunci, pentru 0 < j <n—1
2 9 o Jm 2 oT
i|© = |a;|? cos® — < |a;|“ cos” —
G312 = la [ cos* 25 < o cos?

deci, utilizand identitatea lui Parseval:

n—1 n—1 . n—1 . n—1
ST =0 187 < ncos® - > Ja;[? = cos® - > Izl
7=0 j=0 j=0 j=0

Prin iterare se obtine:

n—1 . n—1

D) S cos®™ Y J2]” — 0 cand m — oo
n

=0 =0

Prin urmare iteratele se contracti citre centroidul sistemului de puncte.

Pentru a reveni totusi cu picioarele pe paméant, gi a nu crede ca avem realmente
nevoie de astfel de metode avansate, iatd o solutie alternativa, total elementard, data
de Marius Tiba, elev pe atunci in clasa a IX-a. Folosind formula medianei intr-un
triunghi ABC' (cu notatiile obignuite):

) b2 4 2 2

@
¢ 2 4

m

obtinem prin insumare:

n

E 2 _
dk+1,i -

=1 7

2
R IR R TR
1 i=1 i=1 i=1
unde ¢ ; sunt lungimile laturilor lui Py, iar dj; sunt distantele de la centroid la

varfuri. Daci, in afarid de centroidul G, ar exista un alt punct X comun interioarelor
tuturor poligoanelor, perimetrele lor ar fi toate mai mari decat GX, deci prin iterarea

relatiei de mai sus:
n n k
2 2 2
i, <Y di— 1 GX?,
i=1 i=1
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absurd pentru k suficient de mare.

Solutia 3. Din relatiile (%), notand cu A matricea:

1 10 0 0
o011 -+ 00
110 01 --- 0 O
0 0 0 1 1
|1 0 0 0 1]
si cu:
ag.1
ak,2
Xk = ’
Ak n
obtinem relatia de recurents
Xk+1 = A . )(k7

din care

Xpi1 = AF - X1,Qk > 1.

Matricea A este o matrice circulard

11
aec(bbo )

cu valorile proprii \; = f(g;), i = 0,n — 1, unde:

1 1
si €0,€1,-..,Epn—1 sunt radicinile de ordin n ale unitatii. Avem:
1 1 . 1+¢; L —
Ao =5+ 5 =104 |)\i|:’ 5| <L i=Tn-1

Orice matrice circularad este diagonalizabila, iar matricea de pasaj este ma-
tricea Vandermonde:
P = V(€0,€1, N ,€n_1),

deci:
D=P ' AP sau A=P-D-P 1,
unde:
1 0 0 0 1 0 0 0
0 A\ O 0 0 X 0 0
D=0 0 X 0 |, pr=|0 0 X 0
0 0 0 An—1 0 0 0 P
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Trecand la limita in relatia A* = P . D* . P~1 obtinem:

1 0 0 0
0 0O 0
lim AF=p.| 0 0 0 0 1.p 1
k—oo . .
0 0O 0
Deoarece 1
Pl = “Vi(e,e1t,...,e0t)
n
obtinem:
1 1 --- 1
111
lim A = = .
k—o00 n :
1 1 1
si deci
11 --- 1 aq b1
1111 1 as ba
lim Xpo =~ . . . |[-| . |= ;
k—o0 no|oor : :
11 --- 1 an bn
unde by = by = --- = b, = Gt et (centrul de greutate al poligonului
n
initial).
Observatie. Din convergenta sirurilor (A§)x>1, (A )rs1,..., (AE_)e>1 re-

zultd convergenta girului de matrice (A¥)x>1, si implicit a sirului varfurilor (Xg)g>1
ale poligoanelor. Din relatia X411 = A X}, obtinem Xg = A- Xy, cu Xg = klim Xk,
deci

(A—11I,) - Xo = 0.

Rezulta ca vectorul limita X, este vector propriu pentru A, corespunzitor
valorii proprii A\g = 1. Prin calcul direct

X() =«
1
este un vector propriu cu toate componentele egale. Acest rationament simplifica
Solutia 3.
Solutia 3 a fost datd (incomplet) doar de doi studenti din concurs, si aces-

tia din Romania (Octavian Ganea de la Universitatea Politehnica din Bucuresti si
Ciprian Opriga de la Universitatea Tehnicd din Cluj).

Problema 3. Sa se determine toate functiile surjective:

f:Mu(R)—{0,1,...,n}
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cu proprietatea f(X -Y) < min{f(X), f(Y)}, pentru orice X,Y € M, (R).
Vasile Pop, Roménia
Solutie. Problema contine o caracterizare a rangului unei matrice printr-o
inecuatie functionald.

Functia f(X) = rang(X) verificd conditia. Vom arita ci ea este unicd. Dacad
X € GL,(R) §i Y € M, (R) atunci:

FXCY)<fY) s f(Y)=f(XT1 (X)) < f(X-Y),

deci f(X -Y) = f(Y) si analog f(Y - X) = f(Y), pentru oriceY € M, (R) si
X € GL,(R).

Se gtie ci orice matrice Y € M,,(R) de rang k poate fi adusa prin transformari
elementare pe linii §i coloane la matricea Ji = [ Iéc 8 ], deci existd matricele X

si Z din GL,,(R) astfel ca Y = X - Ji - Z. Din cele de mai sus rezulta f(Y) = f(Jx).
Este suficient s3 definim functia f pe matricele Ji, k = 0,n. Din Ji - Jyo1 = Ji
rezultd f(Jx) < f(Jg+1) si folosind surjectivitatea functiei f rezultd f(Jy) = 0,
f(h) =1, ..., f(Jn) =n. Deci f(Y) =rang(Y), pentru orice Y € M, (R).

Problema 4. Fien un intreg strict pozitiv gi f : [0,1] — R o functie continud
cu proprietatea:

¥ f(x)dz =1

o—_ _

pentru orice k € {0,1,...,n—1}. Sa se arate ca:

1
/f(x)Qda: > n?
0

Mircea Dan Rus, Roméania

Solutie. Domeniul general al problemei este cel al spatiilor vectoriale dotate

cu produs scalar (V,(-,-)) (spatii de tip prehilbertian sau euclidian). Fiind dati

vectorii liniar independenti vy, vo, ..., v, se cere si se determine vectorul v de norma
minim& care verifica conditiile

<val> = i, <’U,’l}2> =02, ..., <Uavn> = Qp,

unde oy, ao, ..., a, sunt scalari fixati. Cu un rationament general se poate ajunge
la concluzia ca vectorul care realizeaza minimul este unic si se afla in spatiul generat
de vectorii vy,vs,...,v, (Lema 1, cu demonstratie la sfargitul solutiei problemei),
spatiu care in cazul nostru este cel al polinoamelor de grad cel mult n — 1.

Problema s-a dovedit a fi cea mai dificila din concurs si dificultatea consta in
calculul efectiv al normei minime.")

DTotusi faptul ci valoarea normei minime este atinsi nu se cerea in problem. (N.A))
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n—1

Existi!) polinomul unic p(z) =ar1+asx+- - +apx care satisface relatiile:

1
q:kp(:v)da: =1, 0<k<n-1. (1)

0

Prin urmare pentru orice k € {0,1,...,n — 1} avem:

si de aici

Avem atunci

/quwmqu

o O~

1
0

n—1
f@de = 3 an [ o fla)da,
k=0

de unde rezulta:

1
/f(x)2dx2a1+a2+~-~+an.
0

Ardtdm ca a; + as + - -+ + a, = n?. Relatiile (1) pot fi scrise sub forma

a1 a2 (275
=1, 0<k<n-1.
F+l Tkl T e b UEiEn

Rezultd ca functia rationali:

r(z) = + +- 4+ -1

r+1 x+2 r+n

are radédcinile 0,1,...,n — 1.
Avem:
gz) —(z+)(x+2)---(z+n)
(z+1)(x+2) - (z+n)

r(z) = :
unde g este un polinom de gradul n — 1. Coeficientul lui "~ ! in ¢ este egal cu
ay + ag + - -+ + a,. Numaratorul lui r are radacinile 0,1,...,n — 1, de unde rezulta
ca:

a@) = (@ 4+ D)@ +2)- (@ +n) — 2@ = 1) (r — (n— 1)),

DVezi Lema 1, si finalul solutiei. Reludm totusi argumentarea minimalitaii. (N.AL)
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Din ultima expresie a lui ¢ rezultd ci coeficientul Iui 27! in ¢ este:

nn+1) nn-1)
5 + 5 =n”.

Obtinem:
a1+a2+~~+an:n2
si mai mult, egalitate daca si numai daca f = p.
Sa observam ca scrierea in fractii simple a functiei rationale:
zz—1)---(x—(n-1))
(z+1)(@+2)--(x+n)

furnizeaza chiar coeficientii polinomului p, deci aceasta este o altd metodi de a-i
proba existenta.

Demonstratia Lemei 1. Sa notdm cu Vj, subspatiul generat in V' de vectorii
liniar independenti (deci nenuli) vy, v, ..., v, pentru 1 < k < n.

Pentru probarea existentei procedam prin inductie. Pentru n = 1 rezultatul
este trivial; luam v = (ay/||[v1][*)v1. Fie u € V,,_; dat de ipoteza de inductie
pentru n — 1, gi w € V., ortogonal lui V,,_1. Avem (w,v,) # 0, cici altfel w ar fi
ay — (U, vy)

(w, vn)
si v =u+ dw, deci v € V,,. Dar atunci (v,v) = (u,vr) + Mw,vg) = ag, pentru
1<k<n—1,¢ (v,v,) = (u,v,) + Mw,v,) = ay,.

Unicitatea provine din faptul ci pentru un alt v’ € V,,, si cu proprietitile
cerute, am avea v’ — v ortogonal spatiului V,, in care se afli, deci nul, deci v/ = v.

In ce priveste minimalitatea, fie f € V oarecare cu proprietitile cerute, deci
f — v este ortogonal spatiului V,,, in care se afld vectorul v. Atunci:

1P = llo+ (f = 0)I* = (0 + (f =), 0+ (f —v)) =
= [0l +2(v, f —v) + [If =0l = [Jol* + || f = l* > |lo]]%,

cu egalitate numai pentru f —v =0, deci f = v.

In cazul de fats, monoamele 1,z,...,2" ! sunt evident liniar independente,
deci existd un polinom unic p(x) de grad cel mult n — 1, cu proprietatile cerute,
adica:

ortogonal spatiului V,, in care se afld, dar el este nenul. Fie atunci A =

1
(o). o*) = [afplaido =1, 0<h<n-1,
0

1

si de norma ||p(z)||* = / p(z)?dz minima printre toate functiile continue cu propri-

etatea de mai sus. "

Univ. Tehnica din Cluj-Napoca Univ. Tehnica din Cluj-Napoca
Str. C. Daicoviciu 15, Str. C. Daicoviciu 15,
400020, Cluj-Napoca, Roméania 400020, Cluj-Napoca, Roméania
vasile.pop@math.utcluj.ro popa.dorian@math.utcluj.ro
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Subiectele date la Universitatea din Bucuregti,

Facultatea de Matematica si Informatica
Concursul de admitere iulie 2008

Domeniul de licentd — Informatica

I. Algebra. 1. Fie matricea:

A:(é ;)eMQ(R).

a) Sa se arate cd A2 = 3A — 2[5, unde:

1 0
n=(g 1)

b) Sa se arate ca A este inversabild si sa se calculeze A~L.
c) Sa se calculeze A™, n € N*.
d) S& se determine matricile X € Mz (R) astfel incat X2 = A.

2. Pentru orice n € Z consideram functia f, : (2,00) — (2, 00),
fulz) =2+ (z —2)%".

Sa se arate ci:

a) fm © fn = fm+n pentru rice m,n € Z.

b) Multimea G = {f,, | n € Z} impreuna cu operatia de compunere a functjiilor
este grup comutativ.

¢) Grupul (G, o) este izomorf cu grupul aditiv (Z,+) al numerelor intregi.

1
II. Analizi. 1. Se considera functia f: [1,00) — R, f(x) = 2T
x
a) Sa se calculeze f'.
b) Sa se afle maximul functiei f.
c) Sa se studieze monotonia sirului (,),,53, Tn = nt/m.
z € [—1,0]

2. Se considerd fuctia g : [-1,1] = R, g(z) = { :l’nx e (0,1]

a) Sa se studieze continuitatea functiei g.

b) Si se studieze derivabilitatea functiei g.

c) S& se arate cd functia g admite primitive, sa se afle o primitivd a ei i si se
1

calculeze /g(x)dx.

-1

ITI. Geometrie. 1. Fie C(O, R) un cerc fixat de centru O si razi R gi doud
cercuri C(O1, Ry) si C(Og, Ry) tangente exterior intre ele si ambele tangente interior
cercului fixat. Sa se arate ca triunghiul OO102 are perimetru constant.

2. In planul 2Oy, se considers ecuatia z2 + y? — 6z 4+ 4y — 12 = 0.
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a) Sd se arate cd aceastd ecuatie rerezintd un cerc ciruia si i se determine
raza si coordonatele centrului.

b) Sa se arate ca dreapta de ecuatie 122 — 5y + 19 = 0 este tangenta la cerc
si sd se determine coordonatele punctului de tangenta.

c) S& se scrie ecuatiile laturilor padtratului circumscris cercului, in care una
dntre laturi este pe dreapta de la punctul b).

IV. Informatica. 1. Se numeste subsecventad a unui vector V' cu n elemente
intregi un vector cu cel putin un element gi cel mult n elemente care se gisesc pe
porzitii consecutive in vectorul V. S& se scrie un program in Pascal/C/C++ care
citegte de la tastaturad numéarul natural IV si vectorul V avand n elemente intregi si
afiseazi subsecventa lui V' avand suma elementelor maxima.

2. Se citesc de la tastaturd numu arul natural n gi sirul numerelor naturale
ai, ag, ..., ap. Sa se scrie un program in Pascal/C/C++ care afigeaza indicii i si j
care inceplinesc simultan conditiile:

a) 1<i<j<m

b) a; > ax si a; > ay, pentru orice k, i +1 <k <j—1;

c) diferenta j — 1 este maxima, .

3. Si se calculeze complexitatea timp a programelor propuse pentru proble-
mele de mai sus. In cazul in care niciuna dintre solutiile propuse nu are cmplexitate
liniara , sa se scrie un program Pascal/C/C++ de complexitate timp liniard pentru
una din cele douad prob leme de mai sus, la alegere.

Precizari. Pentru toate problemele de mai sus se presupune ca datele sunt
valabile gi 3 < n > 1000. Se vor descrie informal detaliile implementarii oricarui
program: semnificatia variabilelor; a structurilor de date, a blocurilor de program,
a conditiilor.

Timp de lucru: 3 ore.

Concursul Studentesc Traian Lalescu — Traditii si
Modernitati

DE ANDREI HALANAY

Initiat in anii ’70 din secolul trecut, concursul studentesc de matematica
»Iraian Lalescu“ devenise un moment important in viata universitard (de rezul-
tatele obtinute ajungea sd depindd chiar numarul de locuri repartizate universi-
tarilor). Intrerupt o lunga perioads dupd 1990, concursul a fost reluat la nivelul
Universitatii Politehnice din Bucuresti (U.P.B.), iar doi ani mai tarziu faza locala a
fost urmata de una interuniversitard cu participarea la inceput a UPB gi a Academiei
Militare (A.T.M.), acestora aliturandu-li-se, in anii rmatori, Universitatea Tehnici
de Constructii (U.T.C.). Beneficiind de sprijinul financiar al Ministerului Educatiei
gi Cercetarii, in anul 2008 a fost organizatd, din nou, o etapd nationala. Au par-
ticipat studenti de la 12 universitati: U.P.B., Universtatea din Bucuregti, A.T.M.,
U.T.C., Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj, Universitatea de Vest din Timigoara,
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Universitatea Al. I. Cuza din Iasgi, Universitatea Tehnicd Gh. Asachi din Iagi, Uni-
versitatea Constantin Brancusi din Tg. Jiu, Academia Navad Mircea cel Batran din
Constanta, Universitatea Maritima din Constanta.

Spre deosebire de etapele anterioare ale concursului national, in spiritul nevoii
de modernizare a invatadmantului superior roménesc, in acest an a fost introdusi in
cadrul concursului si activitatea de cercetare gtiintificad studenteasca. Structurata
pe 3 sectiuni (I: Analizd, Algebrd, Geometrie; IT: Ecuatii diferentiale si Matematici
aplicate si III: Informatica) sesiunea a cuprins peste 30 de comunicari gtiintifice
studentec sti. Dintre acestea s-au remarcat cele ale studentilor Alezandru Tomescu
de la Facultatea de Matematici, Universitatea din Bucuregti: ,,Sortarea bitonica cu
modele naturale de calcul”, coonducétor stiintific conf. dr. R. Ceterchi, Cezar Lupu
de la Facultatea de Matematica, Universitatea din Bucuresti: ,,Remarci asupra unei
inegalititi elementare echivalenta cu ipoteza lui Riemann®, conducitor stiintific prof.
dr. Liviu Ornea, Alin Galatan de la Facultatea de Matematicd, Universitatea din
Bucuregti: ,,Fractali“conducitor gtiintific prof. dr. Radu Gologan, Claudia Zaharia,
Facultatea de Matematicd, Univ. de Vest, Timisoara: ,,Asupra teoremelor lui Aoki
si Rassias de stabilitate a ecuatiior functionale”, conducator stiintific prof. dr. V.
Radu, Alexandru Szoke de la Facultatea de Matematici, Universitatea din Bucuregti:
»Aspecte ale implementarii retelelor de procesoare biologice, conducator gtiintific
prof. dr. V. Mitrana.

Concursul a beneficiat de sponsoriziri din partea Inspectoratului Scolar al
Municipiului Bucuregti gi din partea Societatii de Stiinte Matematice din Roménia.
Fundatia ,, Traian Lalescu“, prin participarea directd a doamnei Smaranda Lalescu,
nepoata marelui matematician, a avut o contributie importantd la reusita mani-
festarii prin acordarea unui premiu de excelenta (castigat de Alezandru Tomescu) si
acordarea de diplome celorlalti premianti, insotite de medalia comemorativa , Traian
Lalescu — 125 de ani de la nagtere’ gi de volumul ,, Traian Lalescu — un nume peste

ani‘.

Succesul acestei manifestari nationale nu ar fi fost posibil fiara participarea
entuziastd gi dezinteresata a numeroase cadre didactice. De mentionat aportul dom-
nilor prof. dr. O. Standasild, membru al juriului la sectiunea I si presedintele juriului
de contestatii, prof. dr. S. Dascalescu, prof. dr. V. Balan, conf. dr. C. Gherghe,
membrii in juriul sectiunii I, prof. dr. I. Rosca, prof. dr. V. Rasvan, conf. dr.
R. Constantin, membrii in juriul sectiunii II, prof. dr. A. Atanasiu, conf. dr. V.
Rasvan, conf. dr. M. Olteanu, conf. dr. R. Stefan, membrii in juriul sectiunii III,
prof. dr.Radu Gologan, prof. dr. V. Prepelitd, lect. dr. A. Toma, conf. dr. V.
Tigoiu implicati in detaliile organizatorice.

Trebuie mentionat, de asemenea, rolul U.P.B., al doamnei rector prof. dr. ing.
Ecaterina Andronescu, fara sprijinul careia acest concurs nu ar fi putut fi organizat.

Festivitatea de acordare a premiilor, beneficiind de prezenta doamnei rector
E. Andronescu, a domnului V. Brdnzanescu, director al Institutului de Matema-
ticd al Academiei Roméane, a domnului C. Udriste, decan al Facultatii de Stiinte
Aplicate din U.P.B., a domnului D. Stefan, decan al Faultatii de Matematica din
Universitatea din Bucuresti, a domnului I. Ciucad, director in Ministerul Educatiei
si Cercetarii, a domnului D. Stefanescu, vicepregedinte al S.S.M.R, s-a constituit
intr-o veritabild pledoarie pentru excelenta in invatdmantul superior roménesc, cu
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precddere in predarea si invatarea matematicii.

Pentru anii urmétori se va urmadrii perfectionarea modului de organizatre,
marirea numarului universitatilor participante gi cregterea calitatii si a numarului
comunicarilor stiintifice prezentate.

Concursul Traian Lalescu — Faza nationalid
Mai 2008

Sesiunea de comuniciri stiintifice ale studentilor
Sectiunea 1: Analizd, Algebra, geometrie

Juriu: Prof. dr. O. Sandasila FSA, UPB
Prof. dr. S. Dascalescu FMI, UB
Conf. dr. C. Gherghe FMI, UB
Prof. dr. V. Balan FSA, UPB.

Premiul I

Cezar Lupu, anul IV, Facultatea de Matematica si Informatici, ,, Remarci
asupra unei inegalitati elementare echivalenta cu ipoteza lui Riemann*
Coordonator: Prof. dr. Liviu Ornea

Premiul II

Cezar Lupu, Cosmin Pohoatd, anul 1V, Facultatea de Matematici gi Infor-
maticd, ,,0 rafinare a inegalitatii HadwigerFisher

Coordonator: Prof. dr. Liviu Ornea
Premiul III

Marius Bucur, Facultatea de Automatica gi Calculatoare, , Teoria grupurilor
in analiza algoritmilor de criptare*

Coordonator: Conf. dr. Radu Constantin
Sectiunea 2: Ecuatii si Matematici Aplicate

Juriu: Prof. dr. I. Rosca FMI, UB
Prof. dr. V. Rasvan Facultatrea de Automatici., Univ. din Craiova
Conf. dr. R. Constantin Facultatea de stiinte aplicate, U.P.B.

Premiul I

Alin Galatan, anul 11, Facultatea de Matematica, Univ. Bucuresti, ,,Fractali®
Coordonator: Prof. dr. Radu Gologan

Premiul IT
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Claudia Zaharia, anul IV, Facultatea de Matematicd, Univ. de Vest, Timi-
goara, ,Asupra teoremelor lui Aoki si Rassias de stabilitate a ecuatiior functionale
Coordonator: Prof. dr. V. Radu

Premiul III

Simona Rozana Costache, Elena Birig, anul III, Facultatea de Stiinte Apli-

cate, UPB,  Metoda Monte Carlo gi aplicatii*
Coordonator: Prof. dr. V. Tdrcolea
Alexandra Podiuc, anul 111, FILS; George Olaru, anul 11, Facultatea de Auto-
maticd, UPB: ;2D continuous-Discrete Laplace Transfomrations and Applications®
Coordonator: Prof. dr. V. Prepelitd; Asist. dr. M. Pdrvan
Razvan Ionescu, anul I1, FILS; Andrei Chirild, anul 11, FILS, UPB: , Stability

of linear sstem — Math. speialized software

Coordonator: Prof. dr. V. Prepelita

Sectiunea 3: Informatica

Juriu: Prof. dr. A. Atanasiu FMI, UB
Conf. dr. V. Rasvan Facultatea de Automatica., U. P. B.
Conf. dr. M. Olteanu Facultatea de gtiinte aplicate, U.P.B.

Premiul I si Marele Premiu al Fundatiei ,,Traian Lalescu‘

Aexandru Tomescu, anul IV, Facultatea de Matematici si Informatica, Univ.
Bucuresti, ,,Sortarea Bitonica cu modele naturale de calcul“
Coordonator: Conf. dr. R. Ceterchi

Premiul II

Alexandru Szoke, anul IV, Facultatea de Matematici, , ,Aspecte ale imple-
mentarii retelelor de procesoare biologice"
Coordonator: Prof. dr. V. Mitrana

Premiul IT1

Daniel Cernat, anul II, Master Catedra Matematici III, UPB, , Tehnici de
watermarking in procesarea imaginilor digitale*
Coordonator: Prof. dr. V. Balan
Alexandra Radoi, anul 11, Facultatea ETTI, UPB: ,Analiza Wavelet. Apli-
catii: Recunoasterea formelor
Coordonatori: Prof. dr. V. Lazarescu; Prof. dr. O. Standsild

Mentiune
Liviu Dragan, Cezara Florescu, anul I, Facultatea ETTI, UPB: ,Aplicatii ale

geometriei fractale in domeniul analizei informatiei video*
Coordonator: Conf. dr. O. Sandru
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Concurs de rezolvat probleme
Sectiunea A: Matematica

Premiul I: Turea Lucian — Univ. Bucuresti; Bogogsel Beniamin — Univ. de
Vest Timisoara;

Premiul II: Viad Emanuel — Univ. Bucuresti; Galatan Alin — Univ. Bu-
curegti; Popa Tiberiu — Univ. Babeg-Bolyai Cluj;

Premiul III: Gavrus Cristian — Univ. Bucuresti; Stratulat Ioan Tudor —
Univ. Tehnicd Gh. Asachi, lasi; Papara Nicolae — Univ. Babes-Bolyai Cluj; Vil-
culescu Adrian Claudiu — Univ. Babes-Bolyai Cluj;

Mentiuni: Bucur Marius — Univ. Politehnica din Bucuresti; Farcas Csaba —
Univ. Babeg-Bolyai Cluj.

Sectiunea B: Profil electric, Anul I

Premiul I: Oprisa Ciprian — Univ. Tehnica Cluj;

Premiul II: Florescu Dorian — Univ. Tehnicad Gh. Asachi, lasi.

Premiul ITII: Nagy Aliz-Eva — Univ. Tehnica Cluj;

Mentiuni: Ferchiu Stefan — Univ. Politehnica din Bucuregti; Apostol Stefan
— Univ. Politehnica din Bucuresti; Ciobotaru-Hriscu Iulian — Acad. Tehnicd Militard
din Bucuresti.

Sectiunea B: Profil electric, Anul II

Premiul I: Bogdea Lavinia — Univ. C. Brancusgi din Tg. Jiu;; Boia Rodica —
Univ. Politehnica din Bucuresti; Carp Andrei — Univ. Tehnicd Gh. Asachi, lagi;

Premiul IT: Alecu Adrian — Univ. Tehnica Gh. Asachi, lagi;Podiuc Alexan-
dra — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Premiul III: Popescu Ionut — Univ. C. Brancusi din Tg. Jiu;

Mentiuni: Miu Tudor — Univ. Politehnica din Bucuresti; Staniloiu Roxana
— Univ. C. Brancusi din Tg. Jiu; Daca Adina — Univ. Politehnica din Bucuregti;

Sectiunea C: Profil mecanic, Anul I

Premiul I: Savastre Simona — Univ. Tehnicad de Constructii, Bucuresti;

Premiul II: Acsinia Elena — Univ. Tehnica de Constructii, Bucuregti; Cédrje
Andrei — Univ. Tehnicd de Constructii, Bucuresti;

Premiul ITI: Cojocaru Ruzandra — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Mentiuni: Spiridon Vasile Acad. Navald Mircea cel Batran, Constanta.

Sectiunea C: Profil mecanic, Anul II

Premiul I: Frumosu Flavia — Univ. Politehnica din Bucuregti;

Premiul II: Popescu Alezandra — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Premiul ITI: Turi-Damian Sorin — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Mentiuni: Cazan Costica — Univ. Tehnica Gh. Asachi, lagi; Crasmaru Ionug
— Univ. Tehnica Gh. Asachi, Iagi.
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Concursul de matematica ,,Traian Lalescu*,

Faza nationald 2008, sectiunea Matematicd (A)

1. Fie matricea A € M,,(C). Si se arate ci A este nilpotentd dacd i numai
daca tr(A*F) = 0, oricare ar fi k € N*; (tr(A) este urma matricei A).

2. Fie E o multime nevidi a intervalului (0, 00) care indeplinegte conditiile:

(1) g € E, oricare ar fi x € F.

(ii) /22 + y? € E, oricare ar fi x,y € E.

Se cere:

(a) Sa se dea un exemplu de multime F # (0, 00) care indeplinegte conditiile

(i) si (ii).

(b) Sa se arate ci E = [0,00); (E este inchiderea topologicd a lui E).

3. Fie U C R? o submultime deschis3 care contine discul unitate inchis D si
fie f : U — R o functie de clasa C! cu proprietatea:

of
ox

(Pﬂg1 §i‘§£&ﬁk§L VPeD.

Sa se arate cd dacd { My, Ma, ..., M, } este o multime de puncte din D cu cen-
trul de greutate in O, atunci pentru orice punct P € D este adevarata inegalitatea:

F(P) =SS )
k=1

<2.

4. Fie A multimea pland formatd din punctele interioare si laturile unui
dreptunghi ABCD de laturi AB = a si BC' = b. Se definegte functia f : A — R
prin:

f(P)=PA+ PB+ PC+ PD.

Sa se calculeze multimea valorilor functiei f.
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NOTE MATEMATICE

Legaturi neagteptate

DE MARIAN TETIVA

Abstract

Key words:
M.S.C.: .

1. Fie a, b, ¢ numere reale si si consideram polinomul:
f=X%—(a®+b*+ X + 2abe,

despre care afirmam ca are toate radacinile reale. Dar un polinom de gradul al
treilea cu toate radicinile reale are discriminantul nenegativ, deci (discriminantul
unui polinom de forma X3 + pX + q este —4p> — 27¢?) obtinem:

—4 (= (a®+ b+ 02))3 — 27(2abc)* > 0,
care se transforma imediat in:
(a® + 0%+ 02)3 > 27(2abc)?.

Cu alte cuvinte, am gisit exact inegalitatea mediilor (pentru numerele nene-
gative a2, b?, c?)!

2. Polinomul f de mai sus ne mai rezervi o surprizd. Anume si presupunem
ci a, b, c sunt astfel incat:

a® + b2 + 2 + 2abe = 1.

Aceastd egalitate conduce la f(—1) = 0, deci o rddicind a lui f este —1.
Pentru celelalte doua, fie ele x; si 2, avem atunci:

T1+x0o=1 mi xz129 = 2abc,

deci inegalitatea (z1 + x2)2 > 4xqx9 (care exprimi tot un discriminant > 0, anume
discriminantul polinomului de gradul al doilea care are radicinile z1 §i z2) devine
1 > 8abe. Agadar, am aritat ci pentru orice numere reale a, b si ¢ care indeplinesc

conditia a® + b + ¢ 4+ 2abc = 1 are loc inegalitatea S8abc < 1. Pentru a = sin 3

B
b = sin > ¢ = sin(C2, unde ABC este un triunghi oarecare (se stie ca sinusurile

jumtitilor unghiurilor verifici aceasta relatie) regisim inegalitatea:

)

| =

B
sin 3 sin 5 sin C2 <
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care, cum bine se cunoagte, este echivalentd cu inegalitatea lui Fuler, R > 2r!

3. Rationamentele de mai sus se bazeaza esential pe faptul ca f are radacini
reale, fapt pe care nu vrem sa-1 justificaim utilizand discriminantul, pentru a putea
apoi deduce inegalitatea mediilor. Atunci cum ardtdm ca f are radacini reale? Ei
bine, sa consideram matricea cu elementele numere reale:

A:

Qe O
o O e

b
c
0

Fiind o matrice realé gi simetrica, polinomul ei caracteristic are toate radacinile
reale. Dar, farid nicio problema, se calculeaza polinomul caracteristic al acestei ma-
trici, se gisegte, desigur, tocmai f i astfel se incheie rationamentul nostru.

Ar fi interesant de construit o matrice al cirei polinom caracteristic si aiba dis-
criminantul pozitiv, iar inegalitatea pentru acest discriminant sa ne dea inegalitatea
mediilor (sau poate o altd inegalitate cunoscutd). Din picate incercirile noastre in
acest sens nu au dat niciun fel de roade.

Profesor,
Colegiul National Gheorghe Rogca Codreanu
din Barlad

PROBLEME PROPUSE

269. O pereche de numere naturale consecutive n,n + 1 se numeste adaptatd,

[0+ 1)V3] = [nv3] = 1.

Care este probabilitatea ca doud numere consecutive alese la intamplare, sa
fie adaptate.

daci:

Radu Gologan
270. Fie a, b, ¢ numere pozitive al caror produs este egal cu 1; mai pre-
supunem ca:
¢ = min{a, b, c}.

Sa se arate ca:
a® + b3 + ¢ — 3(ab + ac + be) > c(a —b)? + c(a —c)(b— ¢).

Marian Tetiva

271. S& se arate cd pentru orice G € R are loc inegalitatea:

i cos nd S 7t
1 2 oon-
— (n+1) 20

Roébert Szasz

272. Fie x; € Ry, i = 1,n, astfel incat:
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0<r1 << ...<2xy, i T1+a24...+2, =a.

S& se determine mulgimea {maxw; | i = 1,n} si si se precizeze valorile pentru
care aceste maxime sunt atinse.
Dorin Miarghidanu

273. Daca:
1 x
e(z)<1+> , VreR
x

si a € R%, sé se calculeze:

2 n
lim | lim (%) e(z + ka) — ne(x)
k=1

Dumitru Batinetu-Giurgiu

274. Fie R si p doud numere strict pozitive, iar k£ un numéar natural dat.
Consideram sirul de polinoame ([%,),,- , definit prin:

Fo(X)=X"—REX"F - Y pIx"I,
1<j<n
ik
1. Sa se arate ca fiecare polinom F), are o unica radacina reald pozitiva &,.
2. Sa se arate ca sirul (£,), -, este monoton si convergent.
Doru Stefanescu

SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dup4 intrarea la tipar a numdrului 3/2008 al revistei, am mai primit solutiile corecte la
problemele 243, 245, 246 si 247 de la domnul Gheorghe B. G. Niculescu — profesor la Colegiul
de Pogtd si Telecomunicatii Gheorghe Airinei din Bucuresti. Facem prezenta mentiune pentru ca
domnia sa sd poatd fi inclus pe lista rezolvitorilor de probleme din acest an.

De asemenea, domnul ing. dr. Dorel Bditan de la Romtelecom S.A., Bucuresti, ne-a
comunicat o scurtd gi elegantd solutie pentru pct. b) al problemei 242 din nr. 2/2008 al revistei,
solutie pe care o reproducem mai jos.

La solutia oferita de dl. prof. Marian Tetiva in G. M. A. nr. 2/2008, pag. 149, in locul
fegalitatii lui Blundon p < 2R + (3\/ - 4) r, ridicati la pitrat, se poate utiliza o inegalitate mai
puternicd, inegalitatea lui Gerretsen p < 4R? + 4Rr + 3r2.

2

Se demonstreazs c inegalitatea p < 4R2? + 4Rr + 3r2 < [2R+ (3\/ - 4) r] , in care
inegalitatea din dreapta este echivalentd cu inegalitatea lui Euler, R — 2r > 0.

Problema 242 b) se rezolva scriind dubla inegalitate:

2(4R+7r)2(2R —r)
11R — 4r

p2 <4R% + 4Rr +3r%2 <

gi demonstrand inegalitatea din dreapta. Avem:
2(4R+71)?(2R —r) > (4R® + 4Rr + 3r%) (11R — 4r) &

< 64R? — 12Rr? — 2r3 > 44R3 + 28R%*r + 17Rr? — 12r® & (R — 2r) (20R? + 12Rr — 5r%) > 0.
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in baza inegalit#tii lui Euler R — 7 > 0, in membrul stang din ultima inegalitate avem un
produs de doi factori, unul pozitiv, R — 2r, iar celdlalt strict pozitiv,

20R? + 12Rr — 5r2 = 20R% + 12r(R — 2r) + 1972 > 0,

ceea ce incheie demonstratia.

248. Fie C’“(R) spatiul vectorial ol functitlor reale de variabild reald, diferentiabile de k
ori (unde, C(R) - spatiul functiilor indefinit derivabile, iar CO(R) — spatiul functiilor continue)
si L, D : C?(R) — C°(R) operatorii diferentiali definiti prin

Liy)=y"+ay +ry,  D(y) =y, qrekr

a) Sda se arate cd kerL C C*°(R) si ca restrictia lui D la kerL este un endomorfism al lui
kerL.

b) Fie {y1,y2} 0 bazd in kerL; pentru orice y € kerL, existd a,b € R unici, astfel incdt
y = ay1 + by si deci, in felul acesta, se defineste un izomorfism ¢ : kerL — R?. Sd se arate cd
endomorfismul D induce un endomorfism f € Lr(R?) care face urmdtoarea diagramd comutativd:

D
kerL, —— kerL
el Lo

—_
R2 I R2
Sa se determine o condilie necesard si suficientd pentru ca f sd fie un automorfism.
c) Dacd Ay este matricea lui f in raport cu baza canonicd, iar p este polinomul caracteristic
al ecuatiei L(y) = 0, sd se calculeze p(Ay).
d) Alegdnd n kerL o bazd convenabild, sd se scrie forma generald a lui Ay. Cazuri parti-
culare:
(i) g=0,r=-1; (il)g=r=1; (iii) g=2,r=1.
Dan Radu
Solutia autorului. Dau a y € ker L, atunci y"’ = — (¢v’ + ry). Cum y € C?(R), urmeazi
cd —(qy' +7ry) € CY(R), deci y"" € C'(R) si deci y € C3(R). Rationand recursiv, deducem ci
y € C°(R). Pe de alti prte, dacd y € ker L, atunci:

v +ay +ry=v.

Conform celor stabilite anterior, putem deriva inegalitatea de mai sus gi obtinem:
y/// _,’_ qy// _,’_Tyl — 'U,
ceea ce ne aratd cd y’ + D(y) € ker L, adic a faptul cd restrictia lui D la ker L este un endomorfism
al acesteia.

b) S& observidm mai intai, cd izomorfismul ¢ este definit prin egalitatea ¢(y) = (a,b).
Probarea acestui fapt este imediati. Deoarece ¢ este un izomorfism, rezults ci existi o~ 1 : R2 —
— ker L si deci aplicatia f cerutd in enunt va fi f: oo Do p~!. Evident, f este un endomorfism
al lui R? si face comutativi diagrama dati. Pe de alti parte, si observim cd intre matricile
corespunzitoare (scrise respectiv in baza {