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Abstract

The computation of the roots of a polynomial is one of the oldest problems in
Mathematics and it is basic for many mathematical domains. It is known through
Field Theory that the solution by radicals of polynomial equations is not generally
possible. On the other hand the numerical solution is an valuable computational
approach.

We shall present some results on bounds for the absolute values of univariate
polynomials over the �led C of complex numbers. The knowledge of such bounds
is an important step for the localization of the roots and � implicitely � for their
aproximation with a preestablished precision.
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Introducere
Una dintre principalele probleme care se pun în leg tur  cu polinoamele într�

o variabil  (nedeterminat ) o constituie g sirea r d cinilor lor. Deoarece calcularea
exact  a r d cinilor unui polinom cu coe�cienµi reali sau complec³i nu este posibil 
decât pentru polinoame particulare este necesar s  avem metode de aproximare a
acestor r d cini. În acest context determinarea intervalelor sau domeniilor în care se
g sesc r d cinile unui polinom cu coe�cienµi reali sau complec³i permite elaborarea
unor metode algoritmice de estimare a acestor r d cini. O prim  etap  const  în
g sirea unor margini (superioare ³i inferioare) ale valorilor absolute ale r d cinilor.
Vom descrie câteva astfel de margini superioare ³i vom compara e�cienµa rezultatelor.
Prin considerea polinomului reciproc se pot deduce ulterior ³i margini inferioare.

Studiile privind rezolvarea numeric  a ecuaµiilor algebrice au fost iniµiate de
Newton, Lagrange, Cauchy ³i alµi titani. Galois însu³i a scris ³i el un memoriu despre
rezolvarea numeric  a ecuaµiilor algebrice.

Calcularea numeric  a r d cinilor reale, de exemplu, are drept etap  prelimi-
nar  izolarea r d cinilor, adic  calcularea unui num r �nit de intervale astfel încât
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�ecare interval s  conµin  o r d cin  iar �ecare r d cin  s  �e conµinut  într�un
interval.

1. Marginea lui Cauchy
Matematicianul francez Augustin-Louis Cauchy a publicat în anul 1822 un

criteriu simplu care permite estimarea marginilor modulelor r d cinilor polinoamelor
cu coe�cienµi în corpul numerelor complexe.

Teorema 1. Fie ρ unica r d cin  pozitiv  a polinomului

F (X) = Xn − |a1|Xn−1 − · · · − |an| , unde a1, . . . , an ∈ C.

Atunci toate r d cinile polinomului P (X) = Xn + a1X
n−1 + · · · + an−1X + an se

g sesc în discul {|z| ≤ ρ}.
Demonstraµie. În primul rând s  observ m c  polinomul

F (X) = Xn − |a1|Xn−1 − · · · − |an−1|X − |an|

are într-adev r o singur  r d cin  real  pozitiv , având toµi coe�cienµii reali ³i o
singur  schimbare de semn (regula lui Descartes a semnelor).

Consider m z ∈ C, |z| > ρ. Avem

|P (z)| ≥ |z|n −
(
|a1| · |z|n−1 + · · ·+ |an−1| · |z|+ |an|

)
= F (|z|) > 0 ,

a³adar P (z) 6= 0.
Utilizarea Metodei lui Cauchy
Procedeul lui Cauchy descris în Teorema 1 permite obµinerea unor expre-

sii simple pentru marginea superioar  a modulelor r d cinilor în funcµie de talia
coe�cienµilor polinomului P . Prezent m câteva aplicaµii ale acestui rezultat la de-
terminarea unor margini ale radacinilor unui polinom cu coe�cienµii complec³i. O
prim  aplicaµie este urm torul rezultat obµinut chiar de A.-L. Cauchy :

Corolarul 2. [Cauchy, 1822]. Num rul 1 +M , unde M = maxni=1 |ai|, este
o margine superioar  a modulelor r d cinilor polinomului P (x) = xn + a1x

n−1 +
· · ·+ an ∈ C[x] .

Demonstraµie. Cu notaµiile din Teorema 1 avem

F (1 +M) = (1 +M)n −
(
|a1|(1 +M)n−1 + · · ·+ |an|

)
≥

≥ (1 +M)n −M
(
(1 +M)n−1 + · · ·+ 1

)
= (1 +M)n −M · (1 +M)n − 1

1 +M − 1
= 1 > 0.

Prin urmare 1 + M > ρ, deci 1 + M este o margine superioar  a valorilor
absolute ale r d cinilor polinomului P . 2

Exemplul 1. S  consider m polinomul P (X) = X5−2X4−2X3−X2+X−2 .
Conform rezultatului precedent se obµine marginea superior  1 + max{2, 1} = 3 .

Propoziµia 3. Num rul M = 2 maxns=1 |as|1/s este o margine superioar 
modulelor r d cinilor polinomului P .

Demonstraµie. Deoarece |as| ≤ (M/2)s se obµine

|ai| ·Mn−i ≤ Mn

2i
,
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a³adar

n∑
i=1

|ai| ·Mn−i ≤ Mn

(
1
2

+
1
22

+ · · ·+ 1
2n

)
= Mn

(
1− 1

2n

)
.

Cu notaµiile din teorema 1 avem

F (M) = Mn −
n∑
i=1

|ai| ·Mn−i ≥ Mn −Mn

(
1− 1

2n

)
=
(
M

2

)n
> 0 ,

prin urmare M este o margine superioar  a modulelor r d cinilor.

Exemplul 2. Considerând tot polinomul

P (X) = X5 − 2X4 − 2X3 −X2 +X − 2 .

se obµine marginea superior  2 · max{2, 1} = 4 .
Teorema 4 [Fujiwara]. Fie P (X) = Xn + a1X

n−1 + · · · + an−1X + an un
polinom neconstant cu coe�cienµii numere complexe ³i �e λ1, . . . , λn > 0 astfel încât

1
λ1

+
1
λ2

+ · · ·+ 1
λn
≤ 1 .

Atunci num rul
n

max
i=1

(λi|ai|)1/i

este o margine superioar  a modulelor r d cinilor polinomului P .

Demonstraµie. S  punemM = maxni=1 (λi|ai|)1/i. Avem |ai| ≤
M i

λi
pentru

toµi i, deci
n∑
i=1

|ai|Mn−i ≤
n∑
i=1

M i

λi
·Mn−i ≤ Mn

n∑
i=1

1
λi
.

Prin urmare

F (M) ≥Mn −Mn
n∑
i=1

1
λi

= Mn ·

(
1−

n∑
i=1

1
λi

)
> 0,

ceea ce demonstreaz  teorema.
O alt  aplicaµie a Teoremei 1 este
Prropoziµia 5. Fie α > 0, |a1| ≤ α. Atunci

α+
n

max
i=2

∣∣∣ai
α

∣∣∣ 1
i−1

este o margine superioar  a modulelor r d cinilor.

Demonstraµie. Considerând M = α+ maxni=1

∣∣∣ai
α

∣∣∣1/i, avem

|ai| ≤ α(M − α)i−1.
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Prin urmare

n∑
i=1

|ai|Mn−i ≤ α
n∑
i=1

(M − α)i−1Mn−i =
αMn

M − α

n∑
i=1

(
M − α
M

)i
<

<
αMn

M − α
· M − α

M
· 1

1− M − α
M

= αMn−1 · M
α

= Mn .

Prin urmare
F (M) ≥ Mn −Mn = 0 .

2
Observaµie. În particular, dac  a1 = 0 atunci num rul α din Propoziµia 5

poate � orice num r real pozitiv.
Exemplul 3. Consider m polinomul

P (X) = X9 − 2X8 +X6 − 4X4 +X − 1 .

Avem a1 = 2, deci putem alege orice num r a ≥ 2. Se obµine

max
2≤i≤9

∣∣∣ai
α

∣∣∣1/(i−1)

= max

{
1
a
,

(
1
a

)1/2

,

(
4
a

)1/4

,

(
1
a

)1/7

,

(
1
a

)1/8
}

=
(

4
a

)1/4

.

A³adar alte margini superioare sunt date de

M(a) = a+
(

4
a

)1/4

pentru orice a ≥ 2 .

Alegând a = 2 se obµine marginea superioar 

M(2) = 3.414 .

De fapt, adev rata margine superioar  a modulelor r d cinilor este 1.997 .

2. Marginea R+ ρ
J.-L. Lagrange a enunµat un alt rezultat privind marginile r d cinilor unui

polinom cu coe�cienµii reali (v. [4]. Îl reformul m pentru cazul mai general al
polinoamelor cu coe�cienµii complec³i ³i d m o demonstraµie bazat  tot pe Teorema
4 a lui Fujiwara.

Teorema 4 [Marginea R + ρ]. Fie a1, a2, . . . , an numere complexe. Dac 
R = |aj |1/j ≥ |ai|1/i = ρ ≥ |ak|1/k pentru toµi k 6= i, j, atunci num rul R+ ρ este o
margine superioar  a valorilor absolute ale r d cinilor polinomului

F (X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an−1X + an .

Demonstraµie. Dup  Teorema 2 a lui Cauchy este su�cient s  ar t m c 
unica r d cin  real  a polinomului

G(X) = Xn − |a1|Xn−1 − · · · − |an−1|X − |an|
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este mai mic  decât R+ ρ.

Avem R = |aj |1/j ≥ |ai|1/i = ρ ≥ |ak|1/k pentru toµi k 6= i, j . C ut m acum
λ1, . . . , λn > 0 astfel încât

λk|ak| ≤ (R+ ρ)k pentru toµi k = 1, 2, . . . , n .

Ar � su�cient s  �e satisf cute inegalit µile

λk ρ
k ≤ (R+ ρ)k pentru toµi k 6= j

³i

λj R
j ≤ (R+ ρ)j .

Alegem atunci

λj =
(
R+ ρ

R

)j
, λk =

(
R+ ρ

ρ

)k
pentru k 6= j (1 ≤ k ≤ n),

de unde

n∑
k=1

1
λk

=
∑
k 6=j

1
λk

+
1
λj

=
n∑

k=1
k 6=j

(
ρ

R+ ρ

)k
+
(

R

R+ ρ

)j
=

=
ρ

R

(
1−

( ρ

R+ ρ

)n)
+
Rj − ρj

(R+ ρ)j
=

ρ

R
+
Rj − ρj

(R+ ρ)j
− ρn+1

R(R+ ρ)n
.

Consider m acum y =
R

ρ
. Se observ  c  y ≥ 1 ³i

ρ

R
+
Rj − ρj

(R+ ρ)j
− ρn+1

R(R+ ρ)n
=

1
y

+
yj − 1

(y + 1)j
− 1
y(y + 1)n

=
(y + 1)n + y(yj − 1)(y + 1)n−j − 1

y(y + 1)n
.

Membrul drept al ultimei inegalit µi este subunitar dac  ³i numai dac 

g(y) = y(y + 1)n − (y + 1)n − y(yj − 1)(y + 1)n−j + 1 ≥ 0 .

Avem
g(y) = (y + 1)n−j · h(y) + 1 ,

unde h(y) = (y− 1)(y+ 1)j − y(yj − 1) . Este su�cient s  avem h(y) ≥ 0 pentru toµi
y ≥ 1 .

Într�adev r,

h(y)
y − 1

> yj +
((

j

1

)
− 1
)
yj−1 +

((
j

2

)
− 1
)
yj−2 + · · ·+

((
j

j − 1

)
− 1
)
y + 1 ≥ 0
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deoarece toate parantezele de pe ultima linie sunt pozitive. De aici avem h(y) ≥ 0
pentru toµi y ≥ 1 .

Prin urmare
n∑
k=1

1
λk
≤ 1. Dup  Teorema 4 num rul R + ρ este o margine

superioar  a modulelor r d cinilor lui F . 2

3. Margini Inferioare
Cunoa³terea unei margini superioare pentru modulele r d cinilor unui poli-

nom permite calcularea imediat  a unor margini inferioare. Aceasta reiese din ur-
m torul rezultat.

Propoziµia 7. Fie P (X) = a0X
n + a1X

n−1 + · · · + an ∈ C[X] iar
P ∗(X) = anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 polinomul s  reciproc. Dac  num rul K > 0

este o margine superioar  a valorilor absolute ale r d cinilor polinomului P ∗, atunci

num rul
1
K

este o margine inferioar  a valorilor absolute ale r d cinilor polino-

mului P .
Demonstraµie. Este su�cient s  observ m c  are loc relaµia

P ∗(X) = Xn · P
(

1
X

)
.

2
Exemplul 4. Fie P (X) = X7 − X6 + 2X4 − 2X3 + X + 1. Polinomul

reciproc este P ∗(X) = X7 + X6 − 2X4 + 2X3 − X + 1. Conform Teoremei 6 o
margine superioar  a modulelor r d cinilor este

K = R+ ρ = 3
√

2 + 4
√

2 ≈ 2.449

Prin urmare o margine inferioar  a modulelor r d cinilor polinomului P este
m = 0.408 .

4. Aplicaµii
G sirea unor limite pentru modulele r d cinilor polinoamelor cu coe�cienµi

reali sau complec³i nu rezolv  imediat problema localiz rii r d cinilor unor astfel
de polinoame. În aplicaµii suntem interesaµi s  g sim margini cât mai apropiate de
acealea adev rate. De asemenea, sunt de preferat procedeele care conduc la calcule
ce pot � duse la cap t în timp real � de preferat chiar cu creionul ³i hârtia. Cum
calculatoarele electronice de ast zi pot efectua în câteva minute � dac  nu secunde
� un volum uria³ de calcule, consider m drept e�ciente ³i acele procedee care permit
obµinerea rezultatelor doar cu ajutorul calculatoarelor.

Exemplul 5. Fie P (X) = X5 − 2X4 + 2X2 +X − 2 ∈ C[X]. Atunci M = 2
³i dup  Teorema 2 obµinem marginea superioar  1 +M = 3. În schimb, Propoziµia
3 ³i Teorema 6 ne dau marginea 4.

Exemplul 6. S  consider m polinomul

P (X) = X5 + 4X3 + 100X + 99 .

Teorema 2 a lui Cauchy conduce la marginea superioar 

M1 = 1 + max{4, 100, 99} = 1 + 100 = 101 .
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Utilizând Propoziµia 3 se obµine

M2 = 2 ·max{41/2, 1001/4, 991/5} = 2 · 3.163 = 6.326 .

Exemplul 7. S  consider m polinomul

P (X) = X11 − 2X10 +X9 − 2X8 − 8X4 +X − 1 .

Cu notaµiile din Teorema 6 avem

R = 2 ³i ρ ≈ 1.346 .

De asemenea

1 + max{|ai| ; 1 ≤ i ≤ 11} = 1 + 8 = 9

Se obµin urm toarele margini superioare:

9 Teorema 2
4 Propoziµia 3
3.346 Teorema 6

Alte margini superioare pentru valorile absolute ale r d cinilor se pot obµine
folosind Propoziµia 5. În cazul polinomului P avem a1 = 2, deci putem alege orice
num r a ≥ 2. Se obµine

max
2≤i≤11

∣∣∣ai
α

∣∣∣1/(i−1)

= max

{
1
a
,

(
2
a

)1/2

,

(
8
a

)1/6

,

(
1
a

)1/9

,

(
1
a

)1/10
}

=
(

8
a

)1/6

.

A³adar alte margini superioare sunt date de

M(a) = a+
(

8
a

)1/6

pentru orice a ≥ 2 .

Funcµia g : [0,∞) −→ R, g(x) = x + (8/x)1/6 �ind cresc toare cea mai bun 
margine obµinut  prin Propoziµia 5 este

M(2) = 3.259 .

Prin urmare, Teorema 6 ³i Propoziµia 5 dau cele mai bune margini pentru
polinomul P .

Prin utilizarea unui pachet de programe performant, cum este, de exemplu,
gp-pari (v. [8]), se constat  c  modulul maxim al unei r d cini este 2.079 .

Concluzii
Marginile valorilor absolute ale r d cinilor polinoamelor intr-o nedeterminat 

cu coe�cienµii numere complexe pot � calculate în funcµie de grad ³i coe�cienµi prin
metode simple. Printre cele mai e�ciente sunt marginea R + ρ a lui Lagrange ³i
marginile lui Fujiwara. Cunoa³terea acestor margini reprezint  un pas important
pentru calcularea r d cinilor ecuaµiilor algebrice.
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JOCUL CU NUMERE �I AXIOME: SISTEME
PEANO-DEDEKIND

de A. L. Agore ³i G. Militaru

Abstract

The set of non negative integers is de�ned by using the Peano axioms and a
detailed proof of the Hilbert recursion theorem is given, giving thus the universality
(and as a consequence the unicity) of the Peano-Dedekind systems.
We consider as new the proof of the converse of Hilbert theorem without using the
axiom of in�nity from Zermelo-Frankel system.

Key words: natural numbers, Peano axiom, Hilbert recursion theorem.
M.S.C.: 03E30, 03E75.

Ce este un num r natural? De ce 1 + 1 = 2? Sunt întreb ri pe care ³i le pun
probabil unii copii când iau pentru prima dat  contact cu matematica elementar .
Ceva mai târziu unii dintre ace³tia, atra³i de matematic , probabil c  se vor întreaba
din nou, de data asta mai nuanµat: 1 + 1 = 2 este o axiom ? Este o teorem ? Se
poate demostra c  1 + 1 = 2? Vom încerca în acest articol s  elucid m câteva dintre
aceste ,,mistere� ale mereu fascinantelor numere naturale.

Construcµia axiomatic  a numerelor naturale a fost dat  pentru prima dat 
riguros de Giuseppe Peano în 1889 în faimoasa lucrare Arithmetices principia, nova
methodo exposita. În aceast  lucrare au fost de�nite ceea ce mai târziu s-au numit
sistemele Peano: alµi istorici ai matematicii le denumesc sisteme Peano-Dedekind
(a³a cum le vom numi ³i noi în prezenta lucrare) pentru a marca ³i contribuµia lui
Dedekind la aceast  construcµie fundamental  a matematicii. În mod nea³teptat
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teorema fundamental  a sistemelor Peano-Dedekind (a³a numita ,,recursion theo-
rem�) a fost demonstrat  mult mai târziu: primii care au demonstrat-o au fost
Hilbert ³i Bernays în cartea lor ,,Grundlangen der Mathematik� ³i independent de
P. Lorenzen în 1938. Este teorema 1 de mai jos, a³a cum a fost demonstrat  de
Hilbert ³i Bernays ³i pe care o reproducem pentru a o face cunoscut  cât mai mul-
tor elevi ³i profesori ce îndr gesc matematica pentru c  este una dintre cele mai
frumoase demostraµii din matematica elementar . O consecinµ , printre altele, a
acestei teoreme este unicitatea pân  la un izomor�sm a sistemelor Peano-Dedekind
dar ³i existenµa ³i unicitatea adun rii ³i înmulµirii numerelor naturale. Teorema 2 de
mai jos este o reciproc  a acestei teoreme ³i are o demonstraµie foarte elementar  ³i
nou  f r  a folosi axioma in�nitului. Aceste dou  teoreme împreun  permit cea mai
elegant  ³i rapid  de�niµie a numerelor naturale: ele sunt obiecte iniµiale în ,,clasa�
tuturor tripletelor (A, a, λ) formate dintr-o mulµime nevid  A, un element a ∈ A ³i
o funcµie λ : A→ A (pentru detalii recomand m un recent ³i excelent articol [5]). În
anul 1908 Ernst Zermelo a propus primul set de axiome care fundamenteaz  teoria
mulµimilor: ele au fost completate ulterior de Abraham Fraenkel în 1922: sunt cele
zece celebre axiome numite axiomele Zermelo-Fraenkel care constitutie fundamentul
matematicii. Pot � g site, de exemplu în citeB, pag. 103. Una dintre aceste axiome
este a³a numita axiom  a in�nitului: din ea se construiesc u³or numerele naturale
³i în fapt toate axiomele Peano se deduc din trei din axiomele Zermelor-Fraenkel.
În �nal, vom demonstra pe scurt teorema care construie³te în mod unic adunarea
numerelor naturale ³i vom ar ta c  1 + 1 = 2 este de fapt o teorem , r spunzând în
felul acesta întreb rii din introducere.

În cele ce urmeaz  vom lucra cu noµiunea de funcµie a³a cum a fost de�nit 
de Kuratowski în 1914: se nume³te funcµie un triplet (A,B, f), unde A ³i B sunt
dou  mulµimi f ⊆ A×B este o submulµime cu proprietatea:

∀ a ∈ A ∃!b ∈ B astfel încât (a, b) ∈ f.

Dac  (a, b) ∈ f vom nota acest lucru cu f(a) = b, iar funcµia (A,B, f) o vom
nota ca de obicei cu f : A→ B.

Sisteme Peano-Dedekind
Vom introduce acum cele trei axiome care de�nesc sistemele Peano-Dedekind

a³a cum au fost date de Peano în 1889.
De�niµie. Se nume³te sistem Peano-Dedekind un triplet (N, 0, s), unde N

este o mulµime nevid , 0 ∈ N ³i s : N → N este o funcµie astfel încât :
(P1): s(x) 6= 0, ∀x ∈ N
(P2): s este o funcµie injectiv .
(P3): Dac  P ⊆ N astfel încât 0 ∈ P ³i pentru orice x ∈ P avem c  s(x) ∈ P

atunci P = N .

Observaµie. Dac  (N, 0, s) este sistem Peano-Dedekind atunci folosind axi-
oma (P3) pentru P := {0} ∪ Im(s) obµinem imediat c  N = {0} ∪ Im(s), deci:

∀ y ∈ N, y 6= 0, ∃!x ∈ N astfel încât y = s(x).

Teorema urm toare este teorema fundamental  a sistemelor Peano-Dedekind ;
ea este cunoscut  sub numele de recursion theorem ³i a fost demonstrat  deD. Hilbert
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³i P. Bernays ³i independent de P. Lorenzen ([3], [4]). Vom prezenta demonstraµia
în detaliu pentru a ar ta c  toate cele trei axiome ce de�nesc sistemele Peano-
Dedekind sunt utilizate în cursul demonstraµiei: în special condiµia (P2) care apare
într-un singur loc, extrem de bine ascuns. De exemplu în [4] sau în [2] utilizarea
aximei (P2) nu este explicit evidenµiat .

Teorema 1. Fie (N, 0, s) un triplet Peano-Dedekind. Atunci pentru orice
triplet (A, a, λ) format dintr-o mulµime nevid  A, un elment a ∈ A ³i o funcµie
∃!f

N−−→A
s |↓ |↓ ∀λ
N−−→A
∃!f

λ : A → A, exist  ³i este unic  o funcµie f : N → A astfel
încât f(0) = a ³i f ◦ s = λ ◦ f .

În particular, orice dou  sisteme Peano-Dedekind sunt
izomorfe: i.e. dac  (N, 0, s) ³i (N ′, 0′, s′) sunt sisteme
Peano-Dedekind atunci ∃!f : N → N ′ o funcµie bijectiva
astfel încât f(0) = 0′ ³i f ◦ s = s′ ◦ f .

Demonstraµie. Fie (A, a, λ) un triplet, unde A este o mulµime nevid , a un
element din A ³i λ : A→ A o functie. Fie Γ mulµimea tuturor submulµimilor U ale
lui N ×A care satisfac simultan urm toarele dou  condiµii:

i. (0, a) ∈ U ;
ii. dac  (n, b) ∈ U atunci (s(n), λ(b)) ∈ U .
Γ 6= ∅, deoarece N × A ∈ Γ. Fie f :=

⋂
U∈Γ

U ⊆ N × A. Vom ar ta mai întâi

c  f este o funcµie. Pentru aceasta avem de ar tat dou  condiµii:
a) ∀n ∈ N, ∃x ∈ A astfel încât (n, x) ∈ f ;
b) dac  (n, x) ∈ f ³i (n, x′) ∈ f ⇒ x = x′.
S  ar t m mai întâi prima condiµie. Vom folosi axioma (P3) pentru:

P := {∃x ∈ A astfel încât (n, x) ∈ f}. Evident 0 ∈ P c ci (0, a) ∈ f . Fie
acum p ∈ P . Atunci ∃x ∈ A astfel încât (p, x) ∈ f . Cum f ∈ Γ obµinem c 
(s(p), λ(x)) ∈ f ³i deci s(p) ∈ P . Din (P3) obµinem c  P = N , adic  a) are loc.

S  ar t m acum b). Fie P := {(n, x) ∈ f, (n, x′) ∈ f ⇒ x = x′}. Vom
ar ta c  P veri�c  (P3) folosind toate cele trei condiµii din axiomele Peano. S 
ar t m c  0 ∈ P . Cum (0, a) ∈ f este su�cient s  ar t m c : (0, a′) ∈ f ⇒ a′ = a.
Presupunem prin absurd c  a 6= a′ ³i (0, a′) ∈ f . Fie atunci f ′ := f \ {(0, a′)}⊂

6=
f .

Vom ar ta c  f ′ ∈ Γ. Avem (0, a) ∈ f ′ c ci (0, a) 6= (0, a′). Dac  (n, b) ∈
∈ f ′⊂

6=
f , cum f ∈ Γ obµinem (s(n), λ(b)) ∈ f ³i deci (s(n), λ(b)) 6= (0, a′) c ci

s(n) 6= 0, ∀n ∈ N. Deci (s(n), λ(b)) ∈ f ′ adic  f ′ ∈ Γ. Atunci f ⊆ f ′⊂
6=
f ,

contradicµie. Deci 0 ∈ P . S  ar t m acum c  dac  n ∈ P atunci s(n) ∈ P .
Presupunem prin absurd c  ∃n ∈ P astfel încât s(n) /∈ P . Fie x ∈ A astfel încât
(n, x) ∈ f (existenµa lui x este asigurat  de punctul a)). Atunci, cum f ∈ Γ obµinem
(s(n), λ(x)) ∈ f . Cum am presupus c  s(n) /∈ P obµinem c  ∃ z ∈ A astfel încât
(s(n), z) ∈ f ³i z 6= λ(x). Fie f ′′ := f \ {s(n), z}⊂

6=
f . Vom ar ta c  f ′′ ∈ Γ. Mai

întâi (0, a) ∈ f ′′ c ci (0, a) ∈ f ³i s(n) 6= 0, ∀n ∈ N adic  (0, a) 6= (s(n), z). Fie
(m, d) ∈ f ′′. Vrem s  ar t m c  (s(m), λ(d)) ∈ f ′′. Avem dou  cazuri:

Cazul 1). Dac m = n avem (n, d) ∈ f ′′⊂
6=
f ³i (n, x) ∈ f , ³i cum n ∈ p obµinem

d = n, de unde obµinem (s(n), λ(d)) = (s(n), λ(x)) 6= (s(n), z) c ci z 6= λ(x) ³i deci
(s(n), λ(d)) = (s(n), λ(x)) ∈ f ′′.
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Cazul 2). Dac  m 6= n aunci (s(m), λ(d)) ∈ f (f ∈ Γ) ³i (s(m), λ(d)) 6=
6= (s(n), z) c ci s(m) 6= s(n), ∀m 6= n (aici este singurul loc unde se folose³te
injectivitatea lui s). Deci f ′′ ∈ Γ adic  f ⊆ f ′⊂

6=
f , contradicµie. Deci P veri�c 

(P3) ³i atunci P = N adic  f este funcµie; f(0) = a este doar o scriere pentru
(0, a) ∈ f .

Pentru (n, b) ∈ f avem (s(n), λ(b)) ∈ f adic  dac  b = f(n)⇒ λ(b) = f(s(n))
sau echivalent λ(f(n)) = f(s(n)), ∀n ∈ N .

A r mas de ar tat unicitatea funcµiei f . Fie g : N → A o funcµie astfel încât
g(0) = a ³i g ◦ s = λ ◦ g ³i P := {g(n) = f(n)}. 0 ∈ P c ci g(0) = a = f(0). Fie
x ∈ P . Atunci:

g(s(x)) = λ(g(x)) x∈P== λ(f(x)) = f(s(x)) adic s(x) ∈ P.

Aplic m din nou (P3) ³i obµinem P = N adic  g = f ³i deci f este unic .
A r mas de ar tat c  orice dou  sisteme Peano-Dedekind sunt izomorfe.
∃!f

N −−→←−−− N ′

s |↓
∃!g
∃!g

|↓ s′

N −−→←−−− N ′

∃!g

Fie (N, 0, s) ³i (N ′, 0′, s′) dou  sisteme Peano-Dedekind.
Aplicând succesiv prima parte a teoremei obµinem:

∃!f : N → N ′ astfel încât f(0) = 0′ ³i f ◦ s = s′ ◦ f

∃!g : N ′ → N astfel încât g(0′) = 0 ³i g ◦ s′ = s ◦ g.

Ar t m c  g este inversa lui f :

IdN

N −−→−−−→ N

s |↓
g ◦ f
g ◦ f

|↓ s

N −−→−−−→ N

Idn

Avem:

(g ◦ f)(0) = g(f(0)) = g(0′) = 0 (∗)

³i
(g ◦ f) ◦ s = g ◦ s′ ◦ f = s ◦ (g ◦ f). (∗∗)

Dar ³i Id satisface relaµiile (∗) ³i (∗∗) ³i din unicitate
obµinem: g◦f = Id. În mod analog se obµine ³i f ◦g = Id.

Vom demostra acum reciproca acestei teoreme:

Teorema 2. Fie un triplet (N, 0, s) unde N este o mulµime nevida, 0 ∈ N ,
s : N → N este o funcµie cu proprietatea c :

∀A mulµime nevida, ∀ a ∈ A ³i ∀λ : A→ A o funcµie ∃!f : N → A
astfel încât f(0) = a ³i f(s(n)) = λ(f(n)), ∀n ∈ N. (∗ ∗ ∗)

Atunci (N, 0, s) este sistem Peano-Dedekind.

Demonstraµie. Arat m pentru început c  (N, 0, s) veri�c  axioma (P3). Fie
P ⊆ N astfel încât 0 ∈ N ³i s(x) ∈ P , ∀x ∈ P . Fie i : P → N incluziunea canonic 
i(x) = x. Vom ar ta c  i este surjectiv  ³i deci P = N .

∃!f
N −−−−→ P

s|I
|↓ |↓ s|I
N −−−−→ P

∃!f

Consider m tripletul (A, a, λ) := (P, 0, s|P ) care are
sens întrucât s(x) ∈ P , ∀x ∈ P . Obµinem c  ∃!f : N → P
astfel încât f(0) = 0 ³i f ◦ s = s|P ◦ f adic  f(s(x)) =
= s(f(x)), ∀x ∈ N .

Fie funcµia i ◦ f : N → N . Ar t m c  i ◦ f = IdN ; va
rezulta c  i este surjectiv .
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Aplic m din nou (∗ ∗ ∗) pentru (A, a, λ) = (N, 0, s).
IdN

N −−→−−−→ N

s |↓
i ◦ f
i ◦ f

|↓ s

N −−→−−−→ N

Idn

Cum IdN (0) = 0 ³i IdN ◦ s = s ◦ IdN avem c  IdN
este unica funcµie ce închide comutativ diagrama. Ar t m
c  i ◦ f are acelea³i propriet µi ³i deci i ◦ f = IdN .

Avem (i ◦ f)(0) = i(f(0)) = i(0) = 0 ³i
((i ◦ f) ◦ s)(x) = i(f(s(x))) = i(s(f(x))) = s(f(x)) ³i
(s ◦ (i ◦ f))(x) = s(i(f(x))) = s(f(x)).
Deci i ◦ f = IdN adic  i este surjectiv  ³i deci P = N .

Arat m acum c  s(x) 6= 0, ∀x ∈ N . Fie x0 ∈ N astfel încât s(x0) = 0 ³i
lu m în (∗ ∗∗) (A, a, λ) := (N, x0, λ) unde λ : N → N , λ(x) := 0, ∀x ∈ N . Obµinem
c  ∃!f : N → N astfel încât f(0) = x0 ³i f ◦ s = λ ◦ f . Deci f(s(x0)) = λ(f(x0)).
Obµinem deci c  x0 = 0 adic  s(0) = 0. Fie P = 0 ⊆ N . Atunci 0 ∈ P ³i dac  p ∈ P
atunci s(p) ∈ P , c ci s(0) = 0 ∈ P . Din ce am ar tat mai sus obµinem c  P = N
adic  (N, 0, s) = (0, 0, s) îndepline³te condiµia (∗ ∗ ∗). Fie A := {a, b} cu a 6= b
(existenµa mulµimii A este asigurat  de axioma perechilor) ³i tripletul ({a, b}, a, λ)
cu λ : {a, b} → {a, b}, λ(a) = λ(b) := b. Obµinem c  ∃!g : {0} → {a, b} astfel încât
g(0) = a ³i g(s(0)) = λ(g(0)). Deci g(0) = b 6= a = g(0), contradicµie .

A r mas de ar tat injectivitatea funcµiei s. Consider m tripletul (A, 0, λ) :=
= (N ×N, (0, 0), λ), unde λ : N ×N → N ×N , λ(n,m) := (m, s(m)). Din (∗ ∗ ∗)
obµinem c  ∃!f : N → N×N astfel încât f(0) = (0, 0) ³i f(s(n)) = λ(f(n)), ∀n ∈ N .

Fie g := π1 ◦ f , h := π2 ◦ f : N → N unde π1(x, y) := x , π2(x, y) := y,
π1, π2 : N × N → N . Atunci f(n) = (g(n), h(n)) ∀n ∈ N . Evident: g(0) =
= π1(f(0)) = π1(0, 0) = 0 ³i h(0) = π2(f(0)) = π2(0, 0) = 0. Cum f(s(n)) =
= λ(f(n)) obµinem (g(s(n)), h(s(n))) = (h(n), s(h(n))), adic : g(s(n)) = h(n) ³i
h(s(n)) = s(h(n)).

IdN

N −−→−−−→ N

s |↓
h
h

|↓ s

N −−→−−−→ N

Idn

În particular, h(0) = 0 ³i h(s(n)) = s(h(n)), ∀n ∈ N . Fie
(A, a, λ) := (N, 0, s). Din (∗ ∗ ∗) obµinem c  Idn : N → N
este unica funcµie ce închide comutativ diagrama. Dar la fel
face ³i h. Din unicitate obµinem c  h = IdN . Din relaµia
g(s(n)) = h(n) obµinem: g(s(n) = n, ∀n ∈ N deci s este
injectiv .

Observaµie. Vom ar ta acum cum se construie³te un model de sistem Peano-
Dedekind folosind axioma in�nitului. Fie o mulµime X astfel încât ∅ ∈ X ³i ∀ y ∈ X
avem y ∪ {y} ∈ X. Not m cu Γ mulµimea tuturor submulµimilor V ale lui X care
îndeplinesc propriet µile:

i. ∅ ∈ V
ii. Dac  y ∈ V ⇒ y ∪ {y} ∈ V .
Evident Γ este nevid  c ci X ∈ Γ. Fie N :=

⋃
V ∈Γ

. Avem N ∈ Γ, ∅ ∈ N ³i

de�nim s : N → N, s(y) := y ∪ {y} care are sens deoarece N ∈ Γ.
S  ar t m c  (N, ∅, s) este un sistem Peano-Dedekind.
În adev r:
• s(y) 6= ∅, ∀ y ∈ N c ci y ∪ {y} 6= ∅ ({∅} 6= ∅)
• s injectiv  este evident întrucât din y1 ∪ {y1} = y2 ∪ y2 obµinem y1 = y2

(am folosit axioma de separare).
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• Fie P ⊆ N astfel încât ∅ ∈ P ³i y ∈ P ⇒ s(y) = y ∪ y ∈ P . Atunci P ∈ Γ
adic  P particip  la intersecµia care de�ne³te mulµimea N deci N ⊆ P de unde
obµinem P = N .

Conform teoremei 1, un triplet Peano-Dedekind este unic pân  la un izomor-
�sm. Mai sus am construit efectiv un astfel de model. Fix m un sistem Peano-
Dedekind oarecare (N, 0, s), a c rui mulµime suport N o vom numi mulµimea nu-
merelor naturale, iar elementele sale le vom numi numere naturale. Vom nota

1 := s(0), 2 := s(1), 3 := s(2),...etc.

Printre cele mai importante consecinµe ale Teoremei 1 sunt teoreme care de-
mostreaz  existenµa ³i unicitatea adun rii ³i înmulµirii numerelor naturale. Pentru
detalii complete recomand m [2]. Pentru comoditatea cititorului vom indica aici
doar cum este construit  adunarea.

Teorema 3. Exist  ³i este unic  o funcµie ϕ : N × N → N (o vom nota
ϕ(m,n) = m+ n) astfel încât :

A1) m+ 0 = m, A2) m+ s(n) = s(m+ n),
∀m,n ∈ N . Aceast  unic  funcµie ϕ se nume³te adunarea numerelor naturale.

Demonstraµie. Fie m ∈ N �xat. Consider m tripletul (N,m, s). Conform
Teoremei 1 aplicat  tripletului (A, a, λ) = (N,m, s) obµinem c  ∃!fm : N → N
astfel încât fm(0) = m ³i fm ◦ s = s ◦ fm. De�nim ϕ : N × N → N , ϕ(m,n) :=
= fm(n) = m + n. Ar t m c  ϕ este funcµia c utat . Avem m + 0 = fm(0) = m
³i m + s(n) = ϕ(m, s(n)) = fm(s(n)) = s(fm(n)) = s(m + n) deci ϕ îndepline³te
condiµiile A1) ³i A2).

S  ar t m acum unicitatea funcµiei ϕ: �e funcµia Ψ : N ×N → N astfel încât
Ψ(m, 0) = m ³i Ψ(m, s(n)) = s(Ψ(m,n)), pentru orice ∀m,n ∈ N . Consider m
mulµimea P := {n ∈ N | ϕ(m,n) = Ψ(m,n), ∀m ∈ N}. Cum ambele funcµii
ϕ ³i Ψ veri�c  proprietatea A1) deducem c  0 ∈ P . Fie acum n ∈ P . Avem
c : ϕ(m,n) = Ψ(m,n), ∀m ∈ N : deci s(ϕ(m,n)) = s(Ψ(m,n)), ∀m ∈ N . Deci
ϕ(m, s(n)) = Ψ(m, s(n)), ∀m ∈ N , adic  s(n) ∈ P . Obµinem c  P = N , deci cele
dou  functii coincid.

Observaµie. Din Teorema 3 obµinem:

1 + 1 = 1 + s(0) = s(1 + 0) = s(1) = 2.

Cu alte cuvinte întrebarea din introducere cap t  un r spuns matematic ri-
guros: 1 + 1 = 2 este consecinµa unei teoreme! Pentru a se ajunge la ea a fost nevoie
de câteva secole de matematic , de inspiraµia lui Peano ³i mâna lui Hilbert.
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Teorema de factorizare ³i aplicaµii

de Costel Chite³

Abstract

Key words:

M.S.C.: .

În acest articol vom prezenta teoreme de factorizareîn cadrul mulµimilor cât
³i în categoria Ens ³i în cel al grupurilor în categoria Gr, prezentând leg tura dintre
ele.

În prima parte se studiaz  teorema de factorizare în cadrul mulµimilor ab-
stracte (categoria Ens), leg tura cu funcµiile surjective, injective, bijective ³i se d 
un exemplu care ilustreaz  faptele teoretice expuse. În partea a doua se studiaz 
teorema de factorizare la grupuri (categoria Gr), care sunt în esenµ  teoremele de
izomor�sm de la grupuri, f cându-se leg tura cu faptele expuse în prima parte (de
exemplu, a se vedea leg tura dintre nucleul unui mor�sm de grupuri ³i ucleul unei
funcµii oarecare). În �ne, partea a treia prezint  ca aplicaµii câteva exemple remar-
cabile de grupuri - factor sau de latici de subgrupuri (obµinute pe baza teoremelor de
izomor�sm) ³i se încheie cu o scurt  privire asupra grupurilor rezolubile ³i criteriului
de rezolubilitate al lui Galois pentru ecuaµiile algebrice.

I. Categoria Ens. Vom reaminti câteva rezultate legate de mulµimi factor.
De�niµia 1. Fie f : A → B o funcµie. O funcµie r : B → A se nume³te

retract  (sau invers  la stânga) a lui f , dac  r ◦ f = 1A.
De�niµia 2. Fie f : A → B o funcµie. O funcµie s : B → A se nume³te

secµiune (sau invers  la dreapta) a lui f dac  f ◦ s = 1B .
Propoziµia 1. Fie f : A → B o funcµie cu A 6= ∅. Sunt echivalente urm -

toarele a�rmaµii :
a) f este injectiv ;
b) f admite cel puµin o retract ;
c) pentru orice mulµime X ³i orice funcµii g, h : X → A avem f ◦ g = f ◦ h

implic  g = h (simpli�care la stânga).
Propoziµia 2. Fie f : A → B o funcµie. Sunt echivalente urm toarele

a�rmaµii :
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a) f este surjectiv ;
b) f admite cel puµin o secµiune;
c) pentru orice mulµime Y ³i orice funcµii g, h : B → Y avem g ◦ f = h ◦ f

implic  g = h (simpli�care la dreapta)
De�niµia 3. Fie f = (A,B, F ) o relaµie funcµional , unde F ⊆ A × B este

gra�cul relaµiei. Mulµimea

Kerf =
−1

F ◦F = {(x1, x2) ∈ A×A | |f (x1) = f (x2)}

se nume³te nucleul lui f .
Observaµii. 1) Kerf este o relaµie de echivalenµ  pe A.

2)
A

Kerf
=
{
−1

f (y) | y ∈ f(A)
}
.

3) Dac  pKerf : A→ A

Kerf
este surjecµia canonic , atunci KerpKerf = Kerf .

Teorema 1. (Factorizarea printr-o surjecµie) Fie f : A → B o funcµie ³i
g : A→ C o funcµie surjectiv . Exist  ³i este unic  o funcµie h : C → B astfel încât
f = h ◦ g dac  ³i numai dac  Kerg ⊆ Kerf.

Demonstraµie. ,,⇒� Fie (x1, x2) ∈ Kerg. Atunci g (x1) = g (x2) ⇒
⇒ h (g (x1)) = h (g (x2)) ⇒ f (x1) = f (x2)⇒ (x1, x2) ∈ Kerf .

,,⇐� Cum g este surjectiv , rezult  c  exist  s : C → A astfel încât g◦s = 1C.
De�nim funcµia h = f ◦ s; Din g ◦ s = 1C rezult  g ◦ s ◦ g = g. Fie x ∈ A, atunci
(g ◦ s ◦ g) (x) = g(x) sau

g ((s ◦ g) (x)) = g (x)⇒ (f ◦ s ◦ g) (x) = f (x)

sau (h ◦ g) (x) = f (x). Decif = h ◦ g.
Unicitatea lui h. Dac  exist  h′ : C → B astfel încât f = h′ ◦ g rezult 

h′ ◦ g = h ◦ g ³i, simpli�când, la dreapta (g este surjectiv ) rezult  h = h′. 2
Observaµii. 1) Dac  Kerg = Kerf atunci h este injectiv .
2) Dac  f este surjectiv  atunci h este surjectiv .
1) Dac h (c1) = h (c2), din g surjectiv , rezult  c  exist  a1, a2 ∈ A astfel

încât c1 = g (a1), c2 = g (a2). Deci:

(h ◦ g) (a1) = (h ◦ g) (a2)⇒ f (a1) = f (a2)⇒ (a1, a2) ∈ Kerf = Kerg ⇒

⇒ g (a1) = g (a2)⇒ c1 = c2,

deci h este injectiv .
2) f = h ◦ g surjectiv  implic  h surjectiv .
Prin dualitate se enunµ 
Teorema 2. (Factorizarea unei funcµii printr-o injecµie). Fie f : B → A o

funcµie ³i g : C → A o funcµie injectiv .Exist  ³i este unic  o funcµie h : B → C
astfel încât f = g ◦ h dac  ³i numai dac  Imf ⊆ Img.

Demonstraµia se realizeaz  ca în cazul teoremei 1 (a se vedea [4]).
Un corolar al teoremei 1 îl reprezint :
Teorema 3. Dac  f : A → B este o funcµie atunci exist  o bijecµie f :

A

Kerf
→ f(A) astfel încât f = i ◦ f ◦ pKerf unde i : f (A) → B, i (y) = y este

aplicaµia de incluziune.
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Demonstraµie. Cum aplicaµia pKerf este surjectiv  ³i KerpKerf = Kerf ,

aplicând teorema 1, rezult  c  exist  ³i este unic  aplicaµia injectiv  h :
A

Kerf
→ B

astfel încât f = h ◦ pKerf . Cum Imh =

mImf ³i h injectiv , rezult  c  funcµia f :
A

Kerf
→ f (A), f (Kerf < x >) =

h (Kerf < x >) este bijectiv  ³i h = i ◦ f , unde i este aplicaµia de incluziune.
Decif = i ◦ f ◦ pKerf .

Observaµie. Teorema 3 ne arat  c  imaginile unei mulµimi A prin toate
funcµiile cu domeniul A sunt epuizate, pân  la o bijecµie, de mulµimile cât ale lui A.

Exemplu. Se consider  mulµimile A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, B = {a, b, c, d} ³i

funcµia f : A→ B de�nit  prin tabelul
x 1 2 3 4 5 6

f(x) a a a b b c
. Atunci:

F ={(1, a) , (2, a) , (3, a) , (4, b) , (5, b) , (6, c)} ;

F ={(a, 1) , (a, 2) , (a, 3) , (b, 4) , (b, 5) , (c, 6)} ;
Kerf ={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3),

(4, 4), (4, 5) , (5, 4), (5, 5) , (6, 6)} ;
1

Kerf
={{1, 2, 3} , {4, 5} , {6}} , Imf = {a, b, c} .

Între aceste mulµimi, evident, exist  o bijecµie.

II. Categoria (Gr). În cadrul grupurilor întâlnim noµiunea de nucleu al
unui mor�sm de grupuri. Dac  (G, ·), (H, ·) sunt grupuri ³i f : G → H este un
mor�sm de grupuri, ker f = {x ∈ G | f (x) = 1} este un subgrup normal al lui G,
numit nucleul lui f .

Mor�smul f �ind, în particular, funcµie, se puneîntrebarea ce leg tur  ex-
ist între Kerf de la funcµii ³i ker f de la mor�smele de grupuri?

Pentru a r spunde laîntrebare vom analiza un mor�sm de grupuri f : G→ H.
Not m N = ker f /G; N induce o relaµie de echivalenµ  (chiar de congruenµ ) pe G
notat  prin

ρN ; (x1,x2) ∈ ρN ⊆ G×G⇔ x1 · x−1
2 ∈ N ⇔ f

(
x1 · x−1

2

)
= 1⇔ f (x1) = f (x2)⇔

⇔ (x1, x2) ∈
−1

F ◦F = Kerf unde am notat f = (G,H,F ) . Deci mulµimea G subia-
cent  grupului (G, ·) se factorizeaz  ca în cazul teoriei mulµimilor unde funcµioneaz 
teoremele 1, 2, 3 prezentateîn paragraful (Ens).

Teorema 4. (Teorema factorului) Fie f : G → H un mor�sm de grupuri,

N / G ³i K = ker f , π : G → G

N
, π (x) = xN surjecµia canonic . Dac  N ⊆ K

atunci exist  un unic mor�sm de grupuri f :
G

N
→ H astfelîncât f = f ◦ π. Mai

mult, dac :
a) f este epimor�sm dac  ³i numai dac  f este epimor�sm;
b) f este monomor�sm dac  ³i numai dac  K = N ;
c) f este izomor�sm dac  ³i numai dac  K = N ³i f este epimor�sm.
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Demonstraµie. Fie aN ∈ G

N
. De�nim f (aN) = f (a) . Dac  aN = bN

atunci a−1b ∈ N ⊆ K, deci f
(
a−1b

)
= 1 sau f (a) = f (b). Deci f este bine de�nit .

Din
f (aN · bN) = f (abN) = f (ab) = f (a) f (b) = f(aN)− f (bN) ,

rezult  c  f este mor�sm de grupuri; f = f ◦ π.
a) Ar t m c  Imf = Imf . Fie y ∈ Imf atunci exist  a ∈ G astfel încât

y = f(a) = f(aN), deci y ∈ Imf . Reciproc, dac  y ∈ Imf atunci exist 

aN ∈ G

N
astfel încât y = f(aN) = f(a) deci y ∈ Imf ;

ker f = {aN | f(a) = 1} = {aN | a ∈ K} =
K

N
.

b) f este monomor�sm dac  ³i numai dac  ker f = {1} adic  atunci ³i numai
atunci cÂnd K = N .

c) Se aplic  a), b). 2
Teorema 5. (Teorema întâi de izomor�sm). Dac  f : G → H este un

mor�sm de grupuri cu K = ker f atunci
G

K
∼= Imf .

Demonstraµie. Aplic m teorema factorului (T4) pentru N = K ³i f : G→
Imf , f(x) = f(x), pentru orice x ∈ G.

Lem . Fie (G, ·) un grup, H ≤ G ³i N / G. Atunci :
a) HN = NH, deci HN ≤ G;
b) N /HN ;
c) H ∩N /H.
Demonstraµie. a) hN = Nh, oricare ar � h ∈ G, în particular pentru orice

h ∈ H; HN =
⋃
h∈H

hN =
⋃
h∈H

Nh = NH.

Cum H,N ≤ G ³i HN = NH rezult  HN ≤ G.
b) Cum gN = Ng, oricare ar � g ∈ G rezult  gN = Ng, pentru orice g ∈ HN ,

deci N /HN .

c) Surjecµia canonic  π : G → G

N
restricµionat  la H este π′ : H → G

N
,

π′(h) = hN , oricare ar � h ∈ H.
kerπ′ = {h ∈ H | hN = N} = {h ∈ H | h ∈ N} = H ∩N . Subgrupul H ∩N

este nucleul unui mor�sm deci este normalîn H.
Teorema 6. (Teorema a doua de izomor�sm) Fie (G, ·) un grup , H ≤ G,

N / G atunci
H

H ∩N
∼=
HN

N
.

Demonstraµie. Fie π : G→ G

N
epimor�smul canonic ³i π′ = π|H . Din lema

precedent  avem kerπ′ = H ∩N ³i Imπ′ = {hN | h ∈ H} =
HN

N
. Aplicând prima

teorem  de izomor�sm (T5) avem
H

H ∩N
∼=
HN

N
.

Observaµie.
Pentru a reµine u³or enunµul teoremei se consider  un romb ale c rui vârfuri

se noteaz într-o ordine prin: H ∩N , N,HN,H.
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Teorema 7. (Teorema a treia de izomor�sm). Dac  (G, ·) este un grup,

N / G, H / G ³i N ⊆ H atunci
G

H
∼=

G

N
H

N

.

Demonstraµie. Fie aN ∈ G

N
³i de�nim f(aN) = aH ∈ G

H
. Corespon-

denµa astfel de�nit  este o funcµie deoarece dac  aN = bN atunci a−1b ∈ N ⊆ H

deci aH = bH. Not m funcµia f :
G

N
→ G

H
, f(aN) = aH, f este un epimor-

�sm; ker f = {aN | aH = H} = {aN | a ∈ H} =
H

N
. Conform teoremeiîntâi de

izomor�sm rezult 

G

H
∼=

G

N
H

N

. 2

Fie (G, ·) un grup , N / G, H ≤ G, N ≤ H. Not m cu LN (G) laticea

subgrupurilor lui G careîl conµin pe N ³i cu L

(
G

N

)
laticea subgrupurilor lui

G

N
.

De�nim funcµia ψ : LN (G)→ L

(
G

H

)
, ψ(H) =

H

N
. Dac 

H1

N
=
H2

N
, atunci pentru

orice h1 ∈ H1, exist  h2 ∈ H2, astfel încât h1N = h2N .
Rezult  h−1

2 h1 ∈ N ⊆ H2 decih1 ∈ H2. Am demonstrat c  H1 ⊆ H2. Analog
se arat H2 ⊆ H1. Deci H1 = H2 ³i ψ este injectiv .

Fie Q ≤ G

N
³i π : G → G

N
surjecµia canonic . π−1 (Q) ≤ G, N ≤ π−1 (Q) ³i

ψ
(
π−1 (Q)

)
= {aN | aN ∈ Q} = Q, deci ψ este surjectiv .

Fie τ = ψ−1, τ (Q) = π−1 (Q). Bijecµia ψ are propriet µi interesante însumate
în:

Teorema 8. (Teorema de corespondenµ ). Dac  (G, ·) este un grup, N / G

atunci funcµia ψ : LN (G)→ L

(
G

N

)
este bijectiv . Mai mult :

a) H1 ≤ H2 dac  ³i numai dac 
H1

N
≤ H2

N
³i în acest caz

[H2 : H1] =
[
H2

N
:
H1

N

]
;

b) H / G dac  ³i numai dac 
H

N
/
G

N
;

c) H1 / H2 dac  ³i numai dac 
H1

N
/
H2

N
³iîn acest caz

H2

H1

∼=

H2

N
H1

N

.

Demonstraµie. a) Dac  H1 ≤ H2, �e aN ∈ H1

N
, a ∈ H1 ≤ H2, deci

aN ∈ H2

N
. Invers, �e aN ∈ H1

N
≤ H2

N
rezult  a ∈ H2, deci H1 ≤ H2.
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Avem η (aH1) = (aN)
(
H1

N

)
, deci aH1 = bH1, a−1b ∈ H1;

(
a−1N

)
(bN) =

a−1bN ∈ H1

N
³i (aN)

(
H1

N

)
= (bN)

(
H1

N

)
. Deci η este bijectiv .

b) Avem (aN)
(
H

N

)
(aN)−1 =

aNa−1

N
=
H

N
, deci

H

N
/
G

N
.

Aplicaµiile G π−→ G

N

p−→

G

N
H

N

sunt epimor�smele canonice. Avem:

a ∈ ker(p ◦ π)⇔ (aN)
(
H

N

)
=
H

N
⇔ aN ∈ H

N
; aN = hN, h ∈ H ⇔ a ∈ H.

Deci H = ker(p ◦ π) / G.
c) H = H1, G = H2 ³i se utilizeaz  teorema a treia de izomor�sm (T7).

III. Aplicaµii
1) Se consider  mor�smul de grupuri:

f : (R,+)→ (C∗, ·), f(x) = cos 2πx+ i · sin 2πx.

Deci
ker f = {x ∈ R | f(x) = 1} = Z. Imf = {z ∈ C∗ | |z| = 1} not== D. Atunci,

aplicând teorema întâi de izomor�sm, obµinem c 
R
Z
∼= D. Se observ  c  |D| = C

2) Se consider  mor�smul de grupuri g : (Q,+) → D, g (x) = cos 2πx + i ·
sin 2πx, unde D a fost de�nit în exerciµiul 1.

Atunci ker g = ZIm,, = {z ∈ C∗ | ∃n ∈ N a. i zn = 1} not== V numit grupul
r d cinilor complexe ale unit µii.

Observ m c  |V | = ℵ0. Atunci, aplicând teorema întâi de izomor�sm obµinem

c 
Q
Z
∼= V .

3) Fie K un corp, n ∈ N∗ ³i mor�smul surjectiv detGLn(K)→ K∗.
Nucleul se noteaz  cu SLn(K) = {A ∈ GL2(K) | detA = 1} ³i se nume³te

grupul liniar special de grad n peste K.
Dar SLn(K) /GLn(K) ³i aplicând teorema întâi de izomor�sm obµinem:

GLn(K)
SLn(K)

∼= K∗.

În particular, pentru K un corp �nit cu q elemente obµinem:

|SLn(K)| = |GLn(K)|
q − 1

.

4) Fie (G, ·) un grup ³i α : G→ G un automor�sm.

Consider m G
α−1

−−→ G
π−→ G

H
, unde π este surjecµia canonic . Atunci

ker
(
π ◦ α−1

)
=
{
x ∈ G|π

(
α−1 (x)

)
= 1
}

=
{
x ∈ G|α−1 (x) ∈ H

}
= α (H) .
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Cum π ◦ α−1 este epimor�sm, aplicând teoremaîntâi de izomor�sm obµinem

c 
G

α(H)
∼=
G

H
.

5) Pentru n ∈ N, n ≥ 2, s  se determine subgrupurile lui Zn.

Fie H ≤ Zn ∼=
Z
nZ

. Conform teoremei de corespondenµ  (T8), H =
dZ
nZ

unde nZ ⊆ dZ, deci d | n, d ∈ N∗. Aplicând teorema 3 de izomor�sm avem:
Z
nZ
dZ
nZ

∼=
Z
dZ
∼= Zd.

Conform teoremei lui Lagrange,

∣∣∣∣ dZnZ

∣∣∣∣ =
|Zn|

[Zn : H]
=
n

d
deoarece [Zn : H] =

= |Zd| = d. Grupul H este ciclic ³i H =< d̂ >, unde d̂ = d+ nZ.
6) S  se determine laticea subgrupurilor grupului Z18.

Subgrupurile H ale lui Z18 sunt de forma
dZ
18Z

unde d ∈ {1, 2, 3, 6, 9, 18}.
Obµinem

0 −→ 9Z
18Z

↓ ↓
6Z
18z

3Z
18Z

↓ ↓
2Z
18Z

−→ Z18

7) Dac  G este un grup ciclic, atunci orice subgrup ³i orice grup factor al s u
este ciclic. Se utilizeaz  exerciµiul 6) ³i stuctura subgrupurilor lui Z ³i a subgrupurilor
factor ale sale.

Se ³tie c  orice grup ciclic este izomorf �e cu Z, �e cu un Zn.
8) Fie (G, ·) un grup ³i A,B,C ≤ G. S  se arate c :
a) Dac  B ≤ A atunci A ∩ (BC) = B · (A ∩ C).

b) Dac  B / A atunci B ∩ C / A ∩ C ³i
A ∩ C
B ∩ C

∼=
B · (A ∩ C)

B
;

c) Dac  B / A ³i C / G atunci B · C / A · C ³i
AC

BC
∼=

A

B · (A ∩ C)
.

Într-adev r:
a) Evident, avem B · (A ∩ C) ⊆ A ∩ (BC). Invers, �e a = bc unde b ∈ B,

c ∈ C. b−1a = c ∈ A ∩ C. Deci a = b
(
b−1a

)
∈ B · (A ∩ C).

b) Aplic m teorema a doua de izomor�sm considerând c : K = B, G = A,
H = A ∩ C. Obµinem B ∩ C = (A ∩ C) ∩B / A ∩ C ³i

A ∩ C
B ∩ C

∼=
(A ∩ C) ·B

B
=
B · (A ∩ C)

B
.

c) Evident c  BC ≤ AC. Vom ar ta c  este normal. Fie x = ac ∈ AC, atunci

x(BC) = acBC = acCB = aCB = aBC = BaC = BaCc = BCac = (BC)x.

306



Aplic m teorema a doua de izomor�sm pentru K = BC, G = AC, H = A.

Obµinem A ∩ (BC) / A ³i
A · (BC)
BC

∼=
A

A ∩ (BC)
, deci concluzia. 2

De�niµia 4. Un grup G se nume³te rezolubil dac  ∃n ∈ N ³i subgrupurile
1 = G0, G1, ..., Gn = G astfelîncât Gi−1 /Gi ³i Gi/Gi−1

este grup abelian∀1 ≤ i ≤ n.
9) Fie (G, ·) un grup, H,K ≤ G cu K / G. S  se arate c :

a) Dac  G este rezolubil, atunci H,
G

K
sunt rezolubile.

b) Dac  K,
G

K
sunt rezolubile atunci G este rezolubil.

Într-adev r:

a) 1 = G0 / G1 / ... / Gn = G ³i
Gi
Gi−1

sunt abeliene, 1 ≤ i ≤ n. Aplic m

exerciµiul 8) punctul b). Gi−1 ∩H / Gi ∩H ³i

Gi ∩H
Gi−1 ∩H

∼=
Gi−1 · (Gi ∩H)

Gi−1
≤ Gi
Gi−1

ultimul grup �ind abelian, deci ³i factorii
Gi ∩H
Gi−1 ∩H

sunt abeliene.

Consider m 1 = G0 ∩H / G1 ∩H / ... / Gn ∩H = H, deci H este rezolubil.
Aplic m exerciµiul 8) punctul c) ³i teorema a treia de izomor�sm.

Obµinem: Gi−1K / GiK ³i
GiK

Gi−1K
∼=

Gi
Gi−1 · (Gi ∩K)

.

Dar:
GiK

K
Gi−1K

K

∼=
GiK

Gi−1K
.

Cum:
Gi
Gi−1

Gi−1 (Gi ∩K)
Gi−1

∼=
Gi

Gi−1 · (Gi ∩K)

ultimul grup �ind abelian, deci
GiK

Gi−1K
este abelian.

Din 1 =
G0K

K
/
G1K

K
/ ... /

GnK

K
=
G

K
, rezult  c 

G

K
este rezolubil.

b) Dac  1 = K0 / K1 / ... / Km = K ³i
Ki

Ki−1
este abelian, 1 ≤ i ≤ m. Atunci

1 =
G0

K
/
G1

K
/ ... /

Gn
K

=
G

K
³i

Gj
K

Gj−1

K

∼=
Gj
Gj−1

este abelian, 1 ≤ j ≤ n.

Considerând 1 = K0/K1/.../Km = G0/G1/.../Gn = G, rezult  G rezolubil.
Évariste Galois a dat o caracterizare a ecuaµiilor rezolvabile prin radicali.
Teorema 9. Dac  K este un corp comutativ, f ∈ K[X], grad(f) ≥ 1, atunci

ecuaµia f(x) = 0 este rezolvabil  prin radicali dac  ³i numai dac  grupul Galois al
lui f (peste K) este rezolubil.
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A se vedea demonstraµia de exemplu în lucrarea [4].
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Izometrii liniare în Rn ³i Cn?

de Vasile Pop

Abstract

Key words:

M.S.C.: .

Punctele de plecare ale acestui articol îl reprezint  dou  probleme deosebite
de algebr  liniar , date la Olimpiada Naµional  de Matematic , Pite³ti 2007 ³i
Olimpiada Internaµional  de Matematic  a Studenµilor din Sud-Estul Europei, Cipru
2007. Cele dou  probleme dau r spuns unei probleme teoretice importante: deter-
minarea sau caracterizarea izometriilor în diferite spaµii metrice. Scopul articolului
este de a încadra aceste probleme în contextul teoretic corespunz tor ³i a prezenta
rezultatele care rezolv  problema izometriilor în spaµii vectoriale normate de dimen-
siuni �nite.

1. Introducere
Din punct de vedere teoretic, cuno³tinµele minime necesare înµelegerii lucr rii

se reduc la de�niµiile noµiunilor de metric , spaµiu metric, spaµiu vectorial normat ³i
de izometrii în spaµii metrice. Având ca model geometric planul euclidian de�niµiile
generale extind în mod natural noµiunile de distanµ , norma unui vector din plan,
funcµie care invariaz  distanµele, pentru care recomand m paragraful de ,,Grupuri
de transform ri geometrice� din [4].

De�niµia 1.1. O funcµie d : X ×X → [0,∞) se nume³te metric  (distanµ )
pe mulµimea X, dac  sunt veri�cate axiomele:

(D1) : d(x, y) = d(y, x), x, y ∈ X;
(D2) : d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z), x, y, z ∈ X;
(D3) : d(x, y) = 0⇔ x = y.
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Perechea (X, d) se nume³te spaµiu metric.
Exemplul 1. a) Structura canonic  de spaµiu metric a axei reale este dat 

de metrica: d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.
b) Structura canonic  de spaµiu metric a planului euclidian R2 este dat  de

metrica:

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2, (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.

Fie (X,+) un spaµiu vectorial peste corpul K = R sau K = C, unde operaµia
de înmulµire a vectorilor cu scalari este notat  ϕ(a, x) = a · x, a ∈ K, x ∈ X.

De�niµia 1.2. O funcµie ‖ · ‖ : X → [0,∞) se nume³te norm  pe X dac 
veri�c  axiomele:

(N1) ‖a · x‖ = |a| · ‖x‖, a ∈ K, x ∈ X
(N2) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ X
(N3) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

Perechea (X, ‖ · ‖) se nume³te spaµiu vectorial normat.
Exemplul 2. a) Norma canonic  (euclidian ) în Cn(Rn) este de�nit  prin:

‖(z1, z2, . . . , zn)‖ =
√
|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |zn|2,

care se noteaz  cu ‖ · ‖2.
b) Pe Cn(Rn) sunt frecvent utilizate normele:

‖(z1, z2, . . . , zn)‖1 =
n∑
k=1

|zk|, ‖(z1, z2, . . . , zn)‖∞ = max
k=1,n

|zk|.

c) În general pentru orice p ∈ [1,∞) funcµia ‖ · ‖p : Cn(Rn)→ [0,∞), de�nit 
prin:

‖(z1, z2, . . . , zn)‖p =

(
n∑
k=1

|zk|p
)1/p

,

este o norm . În cazurile particulare p = 2, p = 1 ³i p → ∞ se obµin normele de la
a) ³i b).

Este un simplu exerciµiu demonstraµia urm torului rezultat:
Teorem . Dac  (X, ‖ · ‖) este un spaµiu vectorial normat atunci funcµia

d : X × X → [0,∞), d(x, y) = ‖x − y‖, x, y ∈ X este o metric  pe X, numit 
metrica indus  de norm .

Observaµie. Orice spaµiu vectorial normat este un spaµiu metric. În partic-
ular normele din Exemplul 2 induc metricile pe Cn(Rn):

d1(x, y) =
∑n
k=1 |xk − yk|,

d∞(x, y) = maxk=1,n |xk − yk|,

d2(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

|xk − yk|2,

dp(x, y) = (
∑n
k=1 |xk − yk|p)

1/p
,
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pentru orice x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), x, y ∈ Cn(Rn).

De�niµia 1.3. Dac  (X, ‖ · ‖) este un spaµiu vectorial normat ³i f : X → X
este o funcµie, spunem c  f invariaz  norma dac  ‖x‖ = ‖f(x)‖, x ∈ X.

Este u³or de demonstrat urm torul rezultat:

Teorem . Dac  (X, ‖ · ‖) este un spaµiu vectorial normat ³i T : X → X
este o aplicaµie liniar  care invariaz  norma atunci T este o izometrie în raport cu
metrica indus  ³i reciproc.

Demonstraµie. ,,⇒ “ Avem:

‖x− y‖ = ‖T (x− y)‖ = ‖T (x)− T (y)‖ ⇒ d(x, y) = d(T (x), T (y)), x, y ∈ X.

,,⇔ “ Avem:

d(x, y) = d(T (x), T (y))⇒ d(x, 0) = d(T (x), T (0))⇔ d(x, 0) = d(T (x), 0)⇔

⇔ ‖x‖ = ‖T (x)‖, x ∈ X.

2. Leg tura între izometrii liniare ³i matrice

Ne propunem s  determin m aplicaµiile liniare T : Cn(Rn) → Cn(Rn) care
sunt izometrii în raport cu metricile d1, d2 ³i d∞. Dou  argumente simple reduc
problema la determinarea unor matrice dinMn(C) sauMn(R).

1) Orice aplicaµie liniar  T : Cn(Rn) → Cn(Rn) este unic determinat  de o
matrice MT ∈Mn(C) sauMn(R) ³i de alegerea unei baze în Cn sau Rn.

2) De�niµia izometriilor liniare nu depinde de alegerea unei baze.
În concluzie o izometrie liniar  este de�nit  de o matrice A ∈ Mn(C) sau

Mn(R) care veri�c  relaµia:

‖A ·X‖ = ‖X‖,QX =

 x1

. . .
xn

 ∈ Cn sau Rn.

De�niµia 2.1. Spunem c  matricea A ∈ Mn(C) sau Mn(R) este o matrice
de izometrie în raport cu norma ‖ · ‖ dac :

‖A ·X‖ = ‖X‖,QX ∈ Cn sau Rn.

Teorema 2.2. Mulµimea matricelor de izometrie din Mn(C) sau Mn(R)
formeaz  un subgrup multiplicativ în GLn(C) sau GLn(R).

Demonstraµie. Ar t m c  mulµimea izometriilor este inclus  în GLn(C)
sau GLn(R). Dac  prin absurd A este matrice de izometrie ³i A este neinversabil ,
atunci detA = 0 ³i exist  X ∈ Cn sau Rn, X 6= 0 astfel ca A · X = 0 ³i atunci
‖A ·X‖ = 0 6= ‖X‖ (contradicµie). Avem:

‖X‖ = ‖A · (A−1 ·X)‖ = ‖A−1 ·X‖,QX ∈ Cn(Rn)

deci ³i A−1 este matrice de izometrie.
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Dac  A, B sunt matrici de izometrie, atunci:

‖A ·B ·X‖ = ‖A · (B ·X)‖ = ‖B ·X‖ = ‖X‖,QX ∈ Cn sau Rn.

3. Structura grupului izometriilor liniare în raport cu ‖ · ‖1
Teorema 3.1. Matricea A ∈Mn(C) veri�c  relaµia:

‖A ·X‖1 = ‖X‖1,QX ∈ Cn,

dac  ³i numai dac  pe �ecare linie ³i pe �ecare coloan  a matricei A exist  un singur
element nenul, de modul 1.

Demonstraµie. Fie

E1 =


1
0
. . .
0

 , E2 =


0
1
. . .
0

 , . . . , En =


0
0
. . .
1

 ,
coloanele matricei In. Din ‖AEj‖ = ‖Ej‖ rezult :

n∑
i=1

|aij | = 1, j = 1, n. (1)

Dac  lu m X = E1 ± E2 rezult 

n∑
i=1

|ai1 + ai2| =
n∑
i=1

|ai1 − ai2| = 2. (2)

Avem:

2 =
n∑
i=1

|ai1 + ai2| ≤
n∑
i=1

(|ai1|+ |ai2|) = 2

deci:
|ai1 + ai2| = |ai1|+ |ai2| (3)

2 =
n∑
i=1

|ai1 − ai2| ≤
n∑
i=1

(|ai1|+ | − ai2|) = 2

deci:
|ai1 − ai2| = |ai1|+ | − ai2| (4)

Din (3) ³i din (4):
ai1 = 0 sau ai2 = 0. (5)

Din (1) rezult  c  pe �ecare coloan  avem un element nenul. Din (5) rezult 
c  dac  pe coloana 1 avem un singur element nenul ³i dac  ai1 6= 0, atunci:

ai2 = ai3 = · · · = ain = 0. (6)

Rezult  c  pe �ecare linie ³i pe �ecare coloan  avem un singur element nenul.
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Din (6) ³i (1) pe �ecare linie ³i pe �ecare coloan  avem un singur element
nenul ³i modulul lui este |aij | = 1.

Teorema 3.2. Matricea A ∈Mn(R) veri�c  relaµia:

‖A ·X‖1 = ‖X‖1,QX ∈M(R),

dac  ³i numai dac  pe �ecare linie ³i pe �ecare coloan  a matricei A exist  un singur
element nenul, egal cu 1 sau −1.

Demonstraµie. Demonstraµia este aceea³i cu cea din Teorema 3.2, cu con-
tinuarea |aij | = 1 implic  aij ∈ {−1, 1}.

Teorema 3.3. Grupul izometriilor liniare ale spaµiului Rn în raport cu norma
‖ · ‖1 este �nit, ordinul s u este n! · 2n.

Demonstraµie. Conform teoremei 3.2, matricile izometriilor au câte un el-
ement egal cu 1 sau −1 pe �ecare linie ³i �ecare coloan . O astfel de matrice se
obµine printr-o permutare arbitrar  a coloanelor matricii unitate In, în n! moduri ³i
înmulµirea ei cu 1 sau −1 în 2n moduri.

Observaµia 3.4. Problema dat  la Olimpiada Naµional  de Matematic ,
Pite³ti 2007 are urm torul enunµ:

Dac  A ∈ Mn(R) este o matrice pentru care ‖A ·X‖1 = ‖X‖1, X ∈ Mn(R)
atunci exist  m ∈ N∗ astfel ca Am = In.

Deoarece, conform Teoremei 3.3, grupul matricelor A are ordinul �nit 2n · n!
rezult  c  putem lua m = 2n · n!.

4. Structura grupului izometriilor în raport cu norma euclidian 

Teorema 4.1. Grupul izometriilor liniare ale spaµiului euclidian Cn în raport
cu norma euclidian  este grupul matricilor unitare:

On(C) = {A ∈Mn(C) | A ·A∗ = A∗ ·A = In},

unde A∗ = (A)t este adjuncta (hermitian ) a matricei A.
Demonstraµie. Din ‖A · Ej‖2 = ‖Ej‖2 rezult :

n∑
i=1

|aij |2 = 1 (1)

Din ‖A · (Ej + Ek)‖2 = ‖Ej + Ek‖2 rezult :

n∑
i=1

|aij + aik|2 = 2⇔
n∑
i=1

|aij |2 +
n∑
i=1

|aik|2 + 2
n∑
i=1

aijaik = 2⇔

⇔
n∑
i=1

aijaik = 0. (2)

Din (1) ³i (2) rezult  A ·A∗ = In, deci A∗ = A−1 ³i atunci A∗ ·A = In.
Teorema 4.2. Grupul izometriilor liniare ale spaµiului euclidian Rn în raport

cu norma euclidian  este grupul:

On(R) = {A ∈Mn(R) | A ·At = At ·A = In}.
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Demonstraµie. Este identic  cu demonstraµia teoremei 4.1.
Observaµia 4.3. Grupurile On(R) ³i On(C) sunt in�nite.
În particular, grupul rotaµiilor:

R =
{
Rα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
| α ∈ R

}
este inclus în O2(R).

5. Structura izometriilor liniare în raport cu norma ‖ · ‖∞
Teorema 5.1. Matricea A ∈Mn(C) veri�c  relaµia

‖A ·X‖∞ = ‖X‖∞,QX ∈ Cn,

dac  ³i numai dac  pe �ecare linie ³i coloan  exist  un singur element nenul, de
modul 1.

Demonstraµie. Din ‖A · Ej‖∞ = ‖Ej‖∞ rezult  max
i=1,n

|aij | = 1, j = 1, n ³i

atunci matricea nu conµine elemente de modul mai mare ca 1, deci pe �ecare linie
modulul maxim este cel mult 1 ³i pe �ecare coloan  avem un element de modul 1.
Dac  pe coloana j elementul nenul este aij cu |aij | = 1 lu m:

X =
(
Li
)t

(transpusa conjugat  a liniei i) ³i din ‖A ·X‖∞ = ‖X‖∞ rezult :

n∑
i=1

aikaik ≤ 1⇔
n∑
k=1

|aik|2 ≤ 1⇔

⇔ |aij |2 +
∑
k 6=j

|aik|2 ≤ 1⇔ 1 +
∑
k 6=j

|aik|2 ≤ 1,

deci aik = 0, k 6= j.
În concluzie, pe �ecare linie exist  cel mult un element nenul (de modul 1).

Deoarece, conform Teoremei 2.2, matricea A este inversabil , rezult  c  pe �ecare
linie exist  un astfel de element.

Teorema 5.2. Matricea A ∈Mn(R) veri�c  relaµia

‖A ·X‖∞ = ‖X‖∞,QX ∈ Rn,

dac  ³i numai dac  pe �ecare linie ³i pe �ecare coloan  exist  un singur element
nenul, egal cu 1 sau −1.

Demonstraµie. Se face la fel ca la teorema 5.1, |aij | = 1⇔ aij ∈ {−1, 1}.
Teorema 5.3. Grupul izometriilor liniare ale spaµiului Rn în raport cu norma

‖ · ‖∞ este �nit. Ordinul s u este n! · 2n.
O consecinµ  a Teoremei 5.3 este problema dat  la Olimpiada Internaµional 

Studenµeasc  din Cipru 2007.
Corolar 5.4. Dac  matricea A ∈Mn(R) veri�c  relaµia

‖A ·X‖∞ = ‖X‖∞,QX ∈ Rn
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atunci exist  m ∈ N∗ astfel ca Am = In.
Demonstraµie. Se poate lua m = n! · 2n.
Observaµia 5.5. Grupul izometriilor liniare ale spaµiului vectorial Rn în

raport cu norma ‖ · ‖1 coincide cu grupul izometriilor liniare în raport cu norma
‖ · ‖∞, sunt �nite ³i au n! · 2n elemente.
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EXAMENE �I CONCURSURI

Olimpiada Internaµional  Sudenµeasc  SEEMOUS � 2008

de Vasile Pop ³i Dorian Pop

În perioada 5-10 martie 2008 la Atena s-a desf ³urat a doua ediµie a Olimpiadei
de Matematic  a Studenµilor din Sud-Estul Europei SEEMOUS�2008, organizat  de
Societatea de Matematic  din Grecia ³i Societatea de Matematic  din Sud-Estul Eu-
ropei. La aceast  ediµie a Olimpiadei au participat 94 de studenµi de la 21 de Univer-
sit µi din Bulgaria, Cipru, Columbia, Grecia, Israel, România, Rusia ³i Ucraina. Din
partea României au participat studenµi de la Universitatea Politehnic  din Bucure³ti,
Universitatea Alexandru Ioan Cuza din Ia³i, Universitatea Tehnic  din Cluj, Uni-
versitatea Tehnic  Gh. Asachi din Ia³i ³i Academia Tehnic  Militar  din Bucure³ti.
Studenµii români au obµinut 2 medalii de aur, 5 medalii de argint ³i 7 medalii de
bronz. Locul întâi, cu cel mai mare punctaj din concurs, a fost obµinut de c tre
studentul Cristian T l u de la Universitatea Politehnic  din Bucure³ti. Concursul
a constat dintr-o singur  prob  cuprinzând un set de patru probleme.

Problema 1. Fie f : [1,∞)→ (0,∞) o funcµie continu .
S  presupunem c  pentru orice a > 0 ecuaµia f(x) = ax are cel puµin o soluµie

în intervalul [1,∞).
a) Demonstraµi c  pentru orice a > 0, ecuaµia f(x) = ax are o in�nitate de

soluµii.
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b) Daµi un exemplu de funcµie continu  strict monoton  cu proprietatea din
enunµ.

Vladimir Todorov, Bulgaria
Soluµia 1. a) S  presupunem c  se pot g si constantele a > 0 ³i b ≥ 1 astfel

ca f(x) 6= ax pentru orice x ∈ [b,∞). Cum f este continu , rezult  c  f(x)−ax are
semn constant pe [b,∞). Avem dou  cazuri:

1) f(x) > ax pentru orice x ∈ [b,∞). De�nim:

c = min
x∈[1,b]

f(x)
x

> 0.

Atunci pentru orice x ∈ [1,∞) avem:

f(x) ≥ min{a, c}x,

contradicµie.
2) f(x) < ax pentru orice x ∈ [b,∞). De�nim:

c = max
x∈[1,b]

f(x)
x

<∞.

Atunci pentru orice x ∈ [1,∞) avem:

f(x) ≤ max{a, c}x,

contradicµie.
b) R spunsul este a�rmativ. Alegem un ³ir 1 = x1 < · · · < xk < · · · astfel ca

³irul (yk)k≥1, yk = 2k cos kπxk s  �e de asemenea strict cresc tor. De�nim f(xk) =
= yk, k ≥ 1 ³i prelungim f la o funcµie liniar  pe porµiuni f(x) = akx + bk pentru
x ∈ [xk, xk+1]. Am obµinut astfel o funcµie continu  f cu proprietatea:

lim
n→∞

f(x2n)
x2n

=∞ ³i lim
n→∞

f(x2n−1)
x2n−1

= 0.

Prin urmare funcµia continu 

g(x) =
f(x)
x

, x ≥ 1,

ia orice valoare strict pozitiv  pe intervalul [1,∞).

Soluµia 2. b) Exemplul se bazeaz  pe imaginea intuitiv  a gra�cului unei
funcµii care intersecteaz  orice dreapt  D : y = ax cu a > 0, construind o linie
poligonal .

Consider m dreptele Dn : y =
1
n
x ³i D′n : y = nx, n ≥ 2 ³i pe ele ³irurile de

puncte An(xn, yn) ∈ Dn ³i A′n(x′n, y
′
n) ∈ D′n, precum ³i A

(
1,

1
2

)
, astfel ca ³irurile

coordonatelor s  veri�ce relaµiile:

1 < xn < x′n < xn+1,
1
2
< yn < y′n < yn+1, ∀n ≥ 2.
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Condiµiile impuse conduc la:

1
2
<

1
n
xn < xn < x′n < nx′n <

1
n+ 1

xn+1 < xn+1.

Putem lua de exemplu xn = (n!)2 ³i x′n = xn + 1.
De�nim funcµia f având ca gra�c linia poligonal  A, . . . , An, A

′
n, . . . . Din

condiµiile impuse rezult  c  funcµia este strict cresc toare.

Ecuaµia f(x) =
1
n
x are soluµie în xn, iar ecuaµia f(x) = nx are soluµie în

x′n. Rezult  c  pentru orice a ∈
(

1
n
, n

)
ecuaµia f(x) = ax are soluµie (se aplic 

teorema lui Darboux funcµiei continue g(x) =
f(x)
x

pe intervalul [xn, x′n]). Deoarece⋃
n≥2

(
1
n
, n

)
= (0,∞), ecuaµia f(x) = ax are soluµie pentru orice a ∈ (0,∞).

O soluµie asem n toare a dat în concurs studentul Cristian T l u.

Problema 2. Fie P1, P2, . . . , Pk, . . . un ³ir de poligoane convexe astfel ca
pentru orice k ≥ 1 vârfurile poligonului Pk+1 s  �e mijloacele laturilor poligonului
Pk. S  se arate c  exist  un singur punct situat în interiorul tuturor poligoanelor.

Nazar Agakhanov, Rusia

Soluµii. Problema a fost propus  de unul dintre cei mai proli�ci propun tori
de probleme de cel mai înalt nivel. Ea este, în egal  m sur , legat  de geometrie,
analiz  matematic  ³i algebr  vectorial :

1. aspectul geometric este evident din enunµul problemei (intersecµia unor
�guri geometrice).

2. partea de analiz  matematic  se încadreaz  în teoremele de contracµie sau
de ³iruri descendente de mulµimi închise.

,,Într-un spaµiu metric complet un ³ir descendent de mulµimi închise, cu ³irul
diametrelor tinzând la zero, au un unic punct comun.�

3. aspectul algebric, cel mai puµin evident, este conµinut în majoritatea soluµi-
ilor.

Soluµia 1. Vom lucra în planul complex (se poate lucra ³i vectorial în
R2). Alegem originea planului în centrul de greutate al poligonului P1 ³i not m
cu a1, a2, . . . , an a�xele vârfurilor poligonului P1 (a1 + a2 + · · · + an = 0). Not m
apoi succesiv cu ak,1, ak,2, . . . , ak,n a�xele vârfurilor poligonului Pk, k ≥ 1. Din
relaµiile:

ak+1,1 =
ak,1 + ak,2

2
, ak+1,2 =

ak,2 + ak,3
2

, . . . , ak+1,n =
ak,n + ak,1

2
(∗)

rezult  c  toate poligoanele au centrul de greutate în origine, iar pentru poligonul
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Pn obµinem a�xele vârfurilor

an,1 =
1

2n−1

(
a1 + C1

n−1a2 + C2
n−1a3 + · · ·+ Cn−2

n−1an−1 + an
)

an,2 =
1

2n−1

(
a2 + C1

n−1a3 + C2
n−1a4 + · · ·+ Cn−2

n−1an + a1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,n =
1

2n−1

(
an + C1

n−1a1 + C2
n−1a2 + · · ·+ Cn−2

n−1an−2 + an−1

)
.

Folosind în toate relaµiile condiµia a1 + a2 + · · ·+ an = 0, avem:

|an,1| ≤
1

2n−1

((
C1
n−1 − 1

)
|a2|+

(
C2
n−1 − 1

)
|a3|+ · · ·+

(
Cn−2
n−1 − 1

)
|an−1|

)
|an,2| ≤

1
2n−1

((
C1
n−1 − 1

)
|a3|+

(
C2
n−1 − 1

)
|a4|+ · · ·+

(
Cn−2
n−1 − 1

)
|an|

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|an,n| ≤
1

2n−1

((
C1
n−1 − 1

)
|a1|+

(
C2
n−1 − 1

)
|a2|+ · · ·+

(
Cn−2
n−1 − 1

)
|an−2|

)
.

Adunând aceste relaµii obµinem:

S(Pn) ≤ 1
2n−1

(2n−1 − n)S(P1) =
(

1− n

2n−1

)
S(P1),

unde am notat cu S(Pk) suma distanµelor de la origine (centrul de greutate) la
vârfurile poligonului Pk, k ≥ 1.

Funcµia S se comport  ca o contracµie (din n− 1 în n− 1), cu raµia

q = 1 − n

2n−1
< 1 ³i atunci S(Pm(n−1)+1) ≤ qmS(P1), în care dac  trecem la

limit  cu m→∞ obµinem:

lim
m→∞

S(Pm(n−1)+1) = 0,

deci:
lim
k→∞

ak,1 = lim
k→∞

ak,2 = · · · = lim
k→∞

ak,n = 0.

Aceasta deoarece ³irul S(Pk) este descresc tor, c ci:

S(Pk+1) = |ak+1,1|+ |ak+1,2|+ · · ·+ |ak+1,n|

=
∣∣∣∣ak,1 + ak,2

2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ak,2 + ak,3

2

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣ak,n + ak,1

2

∣∣∣∣
≤ 1

2
((|ak,1|+ |ak,2|) + (|ak,2|+ |ak,3|) + · · ·+ (|ak,n|+ |ak,1|))

= |ak,1|+ |ak,2|+ · · ·+ |ak,n| = S(Pk).

Punctul comun tuturor poligoanelor este atunci punctul la care converg vâr-
furile poligoanelor (centrul de greutate comun tuturor).

Remarc .1) Aceast  problem  este de fapt din folclor. Ne referim la (Schoenberg,
I.J., Priveli³ti Matematice, Editura Tehnic , 1989). Fiind dat un poligon (convex)

1)Remarca ³i Soluµia 2 sunt introduse de referent.
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Π în plan, poligonul Π′ format de mijloacele laturilor lui Π este cunoscut sub numele
de poligon Kasner asociat lui Π ³i va � notat prin Π′ = KΠ, deci Π(m) = KmΠ. I.J.
Schoenberg sugereaz  folosirea metodei seriilor Fourier �nite c tre rezultatul enunµat,
drept care vom face mai întâi o scurt  prezentare teoretic  a acestui subiect, dup 
Schoenberg.2)

S  consider m, pentru 0 ≤ k ≤ n− 1, numerele complexe zk, ³i ωk = e2πik/n,
r d cinile complexe de ordin n ale unit µii. Problema este de a determina numerele
complexe αj (coe�cienµii Fourier) astfel încât

zk =
n−1∑
j=0

αjω
j
k.

(Deoarece determinantul sistemului este Vandermonde, sistemul are soluµie unic ,
îns  putem obµine o precizie mai mare din relaµii de ortogonalitate.)

Dar ωk = ωk. Atunci, pentru 0 ≤ ` ≤ n− 1, vom avea:

zkω
−k
` =

n−1∑
j=0

αjω
k(j−`),

deci:
1
n

n−1∑
k=0

zkω
−k
` =

1
n

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

αjω
k(j−`) =

1
n

n−1∑
j=0

αj

n−1∑
k=0

ωk(j−`) = α`,

a³adar coe�cienµii Fourier exist  în mod unic.
Finalmente vom deduce identitatea lui Parseval

n

n−1∑
`=0

|α`|2 = n

n−1∑
`=0

α`α` =
1
n

n−1∑
`=0

(n−1∑
k=0

zkω
−k
`

)n−1∑
j=0

zjω
−j
`

 =

=
1
n

n−1∑
`=0

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

zkzjω
j−k
` =

1
n

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

zkzj

n−1∑
`=0

ω`(j−k) =
n−1∑
k=0

|zk|2.

Soluµia 2. În mod evident problema revine la a � date numerele complexe zk
indexate în Zn (a�xele vârfurilor poligonului iniµial), a de�ni f(zk) =

zk + zk+1

2
, ³i

a analiza comportamentul iteratelor fm(zk). Pentru u³urinµa calculelor, s  alegem
originea în centroidul sistemului de puncte (care nici m car nu trebuie a � în poziµie

2) Acela³i autor folose³te aceast  metod  pentru a demonstra proprietatea izoperimetric :

Teorem  (J. Steiner). Dintre toate poligoanele cu n laturi în plan, de acela³i perimetru L,

cel de arie maxim  A = L2/(4n tan
π

n
) este poligonul regulat.

Mai mult, enunµ  ³i demonstreaz :

Teorem  (L. Fejes Tóth). Pentru m→∞, o imagine a�n  convenabil  a lui KmΠ converge
c tre un poligon regulat sau stelat regulat.
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convex ), adic 
n−1∑
k=0

zk = 0. Atunci, folosind coe�cienµii Fourier:

f(zk) =
zk + zk+1

2
=

1
2

n−1∑
j=0

αj

(
ωjk + ωjk+1

)
=

1
2

n−1∑
j=0

αj
(
1 + ωj

)
ωjk.

Aceasta arat  c , coe�cienµii Fourier pentru f(zk) sunt:

βj =
1 + ωj

2
αj = αjε

j cos
jπ

n
,

unde ε = eπi/n, de modul unitate. S  observ m c  α0 =
1
n

n−1∑
k=0

zkω
−k
0 = 0, de unde

³i β0 = 0. Atunci, pentru 0 ≤ j ≤ n− 1

|βj |2 = |αj |2 cos2 jπ

n
≤ |αj |2 cos2 π

n
,

deci, utilizând identitatea lui Parseval:

n−1∑
j=0

|f(zj)|2 = n
n−1∑
j=0

|βj |2 ≤ n cos2 π

n

n−1∑
j=0

|αj |2 = cos2 π

n

n−1∑
j=0

|zj |2.

Prin iterare se obµine:

n−1∑
j=0

|fm(zj)|2 ≤ cos2m π

n

n−1∑
j=0

|zj |2 → 0 când m→∞.

Prin urmare iteratele se contract  c tre centroidul sistemului de puncte.

Pentru a reveni totu³i cu picioarele pe p mânt, ³i a nu crede c  avem realmente
nevoie de astfel de metode avansate, iat  o soluµie alternativ , total elementar , dat 
de Marius Tiba, elev pe atunci în clasa a IX-a. Folosind formula medianei într-un
triunghi ABC (cu notaµiile obi³nuite):

m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4

obµinem prin însumare:

n∑
i=1

d2
k+1,i =

n∑
i=1

d2
k,i −

1
4

n∑
i=1

`2k,i ≤
n∑
i=1

d2
k,i −

1
4n

(
n∑
i=1

`k,i

)2

,

unde `k,i sunt lungimile laturilor lui Pk, iar dk,i sunt distanµele de la centroid la
vârfuri. Dac , în afar  de centroidul G, ar exista un alt punct X comun interioarelor
tuturor poligoanelor, perimetrele lor ar � toate mai mari decât GX, deci prin iterarea
relaµiei de mai sus:

n∑
i=1

d2
k+1,i <

n∑
i=1

d2
1,i −

k

4n
GX2,
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absurd pentru k su�cient de mare.

Soluµia 3. Din relaµiile (∗), notând cu A matricea:

A =
1
2



1 1 0 · · · 0 0
0 1 1 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 1
1 0 0 · · · 0 1


∈Mn(R)

³i cu:

Xk =


ak,1
ak,2
...

ak,n

 ,
obµinem relaµia de recurenµ 

Xk+1 = A ·Xk,

din care
Xk+1 = Ak ·X1,Qk ≥ 1.

Matricea A este o matrice circular 

A = C

(
1
2
,

1
2
, 0, . . . , 0

)
cu valorile proprii λi = f(εi), i = 0, n− 1, unde:

f(x) =
1
2

+
1
2
x

³i ε0, ε1, . . . , εn−1 sunt r d cinile de ordin n ale unit µii. Avem:

λ0 =
1
2

+
1
2

= 1Q³i |λi| =
∣∣∣∣1 + εi

2

∣∣∣∣ < 1, i = 1, n− 1.

Orice matrice circular  este diagonalizabil , iar matricea de pasaj este ma-
tricea Vandermonde:

P = V (ε0, ε1, . . . , εn−1),

deci:
D = P−1 ·A · P sau A = P ·D · P−1,

unde:

D =


1 0 0 · · · 0
0 λ1 0 · · · 0
0 0 λ2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn−1

 , Dk =


1 0 0 · · · 0
0 λk1 0 · · · 0
0 0 λk2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λkn−1

 .
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Trecând la limit  în relaµia Ak = P ·Dk · P−1 obµinem:

lim
k→∞

Ak = P ·


1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 · P−1.

Deoarece
P−1 =

1
n
V (ε0, ε

−1
1 , . . . , ε−1

n−1)

obµinem:

lim
k→∞

Ak =
1
n


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


³i deci

lim
k→∞

Xk =
1
n


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 ·

a1

a2

...
an

 =


b1
b2
...
bn

 ,
unde b1 = b2 = · · · = bn =

a1 + a2 + · · ·+ an
n

(centrul de greutate al poligonului

iniµial).

Observaµie. Din convergenµa ³irurilor (λk0)k≥1, (λk1)k≥1, . . . , (λkn−1)k≥1 re-
zult  convergenµa ³irului de matrice (Ak)k≥1, ³i implicit a ³irului vârfurilor (Xk)k≥1

ale poligoanelor. Din relaµia Xk+1 = A ·Xk obµinem X0 = A ·X0, cu X0 = lim
k→∞

Xk,

deci
(A− 1In) ·X0 = 0.

Rezult  c  vectorul limit  X0 este vector propriu pentru A, corespunz tor
valorii proprii λ0 = 1. Prin calcul direct

X0 = α


1
1
...
1


este un vector propriu cu toate componentele egale. Acest raµionament simpli�c 
Soluµia 3.

Soluµia 3 a fost dat  (incomplet) doar de doi studenµi din concurs, ³i ace³-
tia din România (Octavian Ganea de la Universitatea Politehnic  din Bucure³ti ³i
Ciprian Opri³a de la Universitatea Tehnic  din Cluj).

Problema 3. S  se determine toate funcµiile surjective:

f :Mn(R)→ {0, 1, . . . , n}
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cu proprietatea f(X · Y ) ≤ min{f(X), f(Y )}, pentru orice X,Y ∈Mn(R).
Vasile Pop, România

Soluµie. Problema conµine o caracterizare a rangului unei matrice printr-o
inecuaµie funcµional .

Funcµia f(X) = rang(X) veri�c  condiµia. Vom ar ta c  ea este unic . Dac 
X ∈ GLn(R) ³i Y ∈Mn(R) atunci:

f(X · Y ) ≤ f(Y ) ³i f(Y ) = f(X−1 · (X · Y )) ≤ f(X · Y ),

deci f(X · Y ) = f(Y ) ³i analog f(Y · X) = f(Y ), pentru oriceY ∈ Mn(R) ³i
X ∈ GLn(R).

Se ³tie c  orice matrice Y ∈Mn(R) de rang k poate � adus  prin transform ri

elementare pe linii ³i coloane la matricea Jk =
[
Ik 0
0 0

]
, deci exist  matricele X

³i Z din GLn(R) astfel ca Y = X · Jk ·Z. Din cele de mai sus rezult  f(Y ) = f(Jk).
Este su�cient s  de�nim funcµia f pe matricele Jk, k = 0, n. Din Jk · Jk+1 = Jk
rezult  f(Jk) ≤ f(Jk+1) ³i folosind surjectivitatea funcµiei f rezult  f(J0) = 0,
f(J1) = 1, . . . , f(Jn) = n. Deci f(Y ) = rang(Y ), pentru orice Y ∈Mn(R).

Problema 4. Fie n un întreg strict pozitiv ³i f : [0, 1]→ R o funcµie continu 
cu proprietatea:

1∫
0

xkf(x)dx = 1

pentru orice k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. S  se arate c :

1∫
0

f(x)2dx ≥ n2.

Mircea Dan Rus, România
Soluµie. Domeniul general al problemei este cel al spaµiilor vectoriale dotate

cu produs scalar (V, 〈·, ·〉) (spaµii de tip prehilbertian sau euclidian). Fiind daµi
vectorii liniar independenµi v1, v2, . . . , vn se cere s  se determine vectorul v de norm 
minim  care veri�c  condiµiile

〈v, v1〉 = α1, 〈v, v2〉 = α2, . . . , 〈v, vn〉 = αn,

unde α1, α2, . . . , αn sunt scalari �xaµi. Cu un raµionament general se poate ajunge
la concluzia c  vectorul care realizeaz  minimul este unic ³i se a�  în spaµiul generat
de vectorii v1, v2, . . . , vn (Lema 1, cu demonstraµie la sfâr³itul soluµiei problemei),
spaµiu care în cazul nostru este cel al polinoamelor de grad cel mult n− 1.

Problema s-a dovedit a � cea mai di�cil  din concurs ³i di�cultatea const  în
calculul efectiv al normei minime.1)

1)Totu³i faptul c  valoarea normei minime este atins  nu se cerea în problem . (N.A.)
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Exist 1) polinomul unic p(x) = a1 +a2x+ · · ·+anx
n−1 care satisface relaµiile:

1∫
0

xkp(x)dx = 1, 0 ≤ k ≤ n− 1. (1)

Prin urmare pentru orice k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} avem:

1∫
0

xk(f(x)− p(x))dx = 0,

³i de aici
1∫

0

p(x)(f(x)− p(x))dx = 0.

Avem atunci

1∫
0

(f(x)− p(x))2dx =

1∫
0

f(x)(f(x)− p(x))dx =

=

1∫
0

f(x)2dx−
n−1∑
k=0

ak+1

∫ 1

0

xkf(x)dx,

de unde rezult :
1∫

0

f(x)2dx ≥ a1 + a2 + · · ·+ an.

Ar t m c  a1 + a2 + · · ·+ an = n2. Relaµiile (1) pot � scrise sub forma

a1

k + 1
+

a2

k + 2
+ · · ·+ an

k + n
= 1, 0 ≤ k ≤ n− 1.

Rezult  c  funcµia raµional :

r(x) =
a1

x+ 1
+

a2

x+ 2
+ · · ·+ an

x+ n
− 1

are r d cinile 0, 1, . . . , n− 1.
Avem:

r(x) =
q(x)− (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)
,

unde q este un polinom de gradul n − 1. Coe�cientul lui xn−1 în q este egal cu
a1 + a2 + · · ·+ an. Num r torul lui r are r d cinile 0, 1, . . . , n− 1, de unde rezult 
c :

q(x) = (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n) − x(x− 1) · · · (x− (n− 1)).

1)Vezi Lema 1, ³i �nalul soluµiei. Relu m totu³i argumentarea minimalit µii. (N.A.)
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Din ultima expresie a lui q rezult  c  coe�cientul lui xn−1 în q este:

n(n+ 1)
2

+
n(n− 1)

2
= n2.

Obµinem:
a1 + a2 + · · ·+ an = n2

³i mai mult, egalitate dac  ³i numai dac  f = p.
S  observ m c  scrierea în fracµii simple a funcµiei raµionale:

−x(x− 1) · · · (x− (n− 1))
(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)

furnizeaz  chiar coe�cienµii polinomului p, deci aceasta este o alt  metod  de a-i
proba existenµa.

Demonstraµia Lemei 1. S  not m cu Vk subspaµiul generat în V de vectorii
liniar independenµi (deci nenuli) v1, v2, . . . , vk, pentru 1 ≤ k ≤ n.

Pentru probarea existenµei proced m prin inducµie. Pentru n = 1 rezultatul
este trivial; lu m v = (α1/||v1||2)v1. Fie u ∈ Vn−1 dat de ipoteza de inducµie
pentru n − 1, ³i w ∈ V ∗n , ortogonal lui Vn−1. Avem 〈w, vn〉 6= 0, c ci altfel w ar �

ortogonal spaµiului Vn în care se a� , dar el este nenul. Fie atunci λ =
αn − 〈u, vn〉
〈w, vn〉

,

³i v = u + λw, deci v ∈ Vn. Dar atunci 〈v, vk〉 = 〈u, vk〉 + λ〈w, vk〉 = αk, pentru
1 ≤ k ≤ n− 1, ³i 〈v, vn〉 = 〈u, vn〉+ λ〈w, vn〉 = αn.

Unicitatea provine din faptul c  pentru un alt v′ ∈ Vn, ³i cu propriet µile
cerute, am avea v′ − v ortogonal spaµiului Vn în care se a� , deci nul, deci v′ = v.

În ce prive³te minimalitatea, �e f ∈ V oarecare cu propriet µile cerute, deci
f − v este ortogonal spaµiului Vn, în care se a�  vectorul v. Atunci:

||f ||2 = ||v + (f − v)||2 = 〈v + (f − v), v + (f − v)〉 =

= ||v||2 + 2〈v, f − v〉+ ||f − v||2 = ||v||2 + ||f − v||2 ≥ ||v||2,
cu egalitate numai pentru f − v = 0, deci f = v.

În cazul de faµ , monoamele 1, x, . . . , xn−1 sunt evident liniar independente,
deci exist  un polinom unic p(x) de grad cel mult n − 1, cu propriet µile cerute,
adic :

〈p(x), xk〉 =

1∫
0

xkp(x)dx = 1, 0 ≤ k ≤ n− 1,

³i de norm  ||p(x)||2 =

1∫
0

p(x)2dx minim  printre toate funcµiile continue cu propri-

etatea de mai sus.
Univ. Tehnic  din Cluj-Napoca Univ. Tehnic  din Cluj-Napoca

Str. C. Daicoviciu 15, Str. C. Daicoviciu 15,

400020, Cluj-Napoca, România 400020, Cluj-Napoca, România

vasile.pop@math.utcluj.ro popa.dorian@math.utcluj.ro
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Subiectele date la Universitatea din Bucure³ti,
Facultatea de Matematic  ³i Informatic 

Concursul de admitere iulie 2008
Domeniul de licenµ  � Informatic 

I. Algebr . 1. Fie matricea:

A =
(

1 1
0 2

)
∈M2(R).

a) S  se arate c  A2 = 3A− 2I2, unde:

I2 =
(

1 0
0 1

)
.

b) S  se arate c  A este inversabil  ³i s  se calculeze A−1.
c) S  se calculeze An, n ∈ N∗.
d) S  se determine matricile X ∈M2(R) astfel încât X2 = A.

2. Pentru orice n ∈ Z consider m funcµia fn : (2,∞)→ (2,∞),

fn(x) = 2 + (x− 2)2n

.

S  se arate c :
a) fm ◦ fn = fm+n pentru rice m,n ∈ Z.
b) MulµimeaG = {fn | n ∈ Z} împreun  cu operaµia de compunere a funcµiilor

este grup comutativ.
c) Grupul (G, ◦) este izomorf cu grupul aditiv (Z,+) al numerelor întregi.

II. Analiz . 1. Se consider  funcµia f : [1,∞)→ R, f(x) =
lnx
x

.

a) S  se calculeze f ′.
b) S  se a�e maximul funcµiei f .
c) S  se studieze monotonia ³irului (xn)n≥3, xn = n1/n.

2. Se consider  fucµia g : [−1, 1]→ R, g(x) =
{
x, x ∈ [−1, 0]
sinx, x ∈ (0, 1].

a) S  se studieze continuitatea funcµiei g.
b) S  se studieze derivabilitatea funcµiei g.
c) S  se arate c  funcµia g admite primitive, s  se a�e o primitiv  a ei ³i s  se

calculeze

1∫
−1

g(x)dx.

III. Geometrie. 1. Fie C(O,R) un cerc �xat de centru O ³i raz  R ³i dou 
cercuri C(O1, R1) ³i C(O2, R2) tangente exterior între ele ³i ambele tangente interior
cercului �xat. S  se arate c  triunghiul OO1O2 are perimetru constant.

2. În planul xOy, se consider  ecuaµia x2 + y2 − 6x+ 4y − 12 = 0.
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a) S  se arate c  aceast  ecuaµie rerezint  un cerc c ruia s  i se determine
raza ³i coordonatele centrului.

b) S  se arate c  dreapta de ecuaµie 12x − 5y + 19 = 0 este tangent  la cerc
³i s  se determine coordonatele punctului de tangenµ .

c) S  se scrie ecuaµiile laturilor p tratului circumscris cercului, în care una
dntre laturi este pe dreapta de la punctul b).

IV. Informatic . 1. Se nume³te subsecvenµ  a unui vector V cu n elemente
întregi un vector cu cel puµin un element ³i cel mult n elemente care se g sesc pe
poziµii consecutive în vectorul V . S  se scrie un program în Pascal/C/C++ care
cite³te de la tastatur  num rul natural N ³i vectorul V având n elemente întregi ³i
a�³eaz  subsecvenµa lui V având suma elementelor maxim .

2. Se citesc de la tastatur  numu arul natural n ³i ³irul numerelor naturale
a1, a2, . . . , an. S  se scrie un program în Pascal/C/C++ care a�³eaz  indicii i ³i j
care începlinesc simultan condiµiile:

a) 1 ≤ i < j ≤ n;
b) ai > ak ³i aj > ak, pentru orice k, i+ 1 ≤ k ≤ j − 1;
c) diferenµa j − 1 este maxim  .

3. S  se calculeze complexitatea timp a programelor propuse pentru proble-
mele de mai sus. În cazul în care niciuna dintre soluµiile propuse nu are cmplexitate
liniar  , s  se scrie un program Pascal/C/C++ de complexitate timp liniar  pentru
una din cele dou  prob leme de mai sus, la alegere.

Preciz ri. Pentru toate problemele de mai sus se presupune c  datele sunt
valabile ³i 3 ≤ n ≥ 1000. Se vor descrie informal detaliile implement rii oric rui
program: semni�caµia variabilelor; a structurilor de date, a blocurilor de program,
a condiµiilor.

Timp de lucru: 3 ore.

Concursul Studenµesc Traian Lalescu � Tradiµii ³i
Modernit µi

de Andrei Halanay

Iniµiat în anii '70 din secolul trecut, concursul studenµesc de matematic 
,,Traian Lalescu� devenise un moment important în viaµa universitar  (de rezul-
tatele obµinute ajungea s  depind  chiar num rul de locuri repartizate universi-
tarilor). Întrerupt o lung  perioad  dup  1990, concursul a fost reluat la nivelul
Universit µii Politehnice din Bucure³ti (U.P.B.), iar doi ani mai târziu faza local  a
fost urmat  de una interuniversitar  cu participarea la început a UPB ³i a Academiei
Militare (A.T.M.), acestora al turându-li-se, în anii rm tori, Universitatea Tehnic 
de Construcµii (U.T.C.). Bene�ciind de sprijinul �nanciar al Ministerului Educaµiei
³i Cercet rii, în anul 2008 a fost organizat , din nou, o etap  naµional . Au par-
ticipat studenµi de la 12 universit µi: U.P.B., Universtatea din Bucure³ti, A.T.M.,
U.T.C., Universitatea Babe³-Bolyai din Cluj, Universitatea de Vest din Timi³oara,
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Universitatea Al. I. Cuza din Ia³i, Universitatea Tehnic  Gh. Asachi din Ia³i, Uni-
versitatea Constantin Brâncu³i din Tg. Jiu, Academia Nava  Mircea cel B trân din
Constanµa, Universitatea Maritim  din Constanµa.

Spre deosebire de etapele anterioare ale concursului naµional, în spiritul nevoii
de modernizare a înv µ mântului superior românesc, în acest an a fost introdus  în
cadrul concursului ³i activitatea de cercetare ³tiinµi�c  studenµeasc . Structurat 
pe 3 secµiuni (I: Analiz , Algebr , Geometrie; II: Ecuaµii diferenµiale ³i Matematici
aplicate ³i III: Informatic ) sesiunea a cuprins peste 30 de comunic ri ³tiinµi�ce
studenµec sti. Dintre acestea s-au remarcat cele ale studenµilor Alexandru Tomescu
de la Facultatea de Matematic , Universitatea din Bucure³ti: ,,Sortarea bitonic  cu
modele naturale de calcul�, coonduc tor ³tiinµi�c conf. dr. R. Ceterchi, Cezar Lupu
de la Facultatea de Matematic , Universitatea din Bucure³ti: ,,Remarci asupra unei
inegalit µi elementare echivalent  cu ipoteza lui Riemann�, conduc tor ³tiinµi�c prof.
dr. Liviu Ornea, Alin Galatan de la Facultatea de Matematic , Universitatea din
Bucure³ti: ,,Fractali�conduc tor ³tiinµi�c prof. dr. Radu Gologan, Claudia Zaharia,
Facultatea de Matematic , Univ. de Vest, Timi³oara: ,,Asupra teoremelor lui Aoki
³i Rassias de stabilitate a ecuaµiior funcµionale�, conduc tor ³tiinµi�c prof. dr. V.
Radu, Alexandru Szoke de la Facultatea de Matematic , Universitatea din Bucure³ti:
,,Aspecte ale implement rii reµelelor de procesoare biologice�, conduc tor ³tiinµi�c
prof. dr. V. Mitrana.

Concursul a bene�ciat de sponsoriz ri din partea Inspectoratului �colar al
Municipiului Bucure³ti ³i din partea Societ µii de �tiinµe Matematice din România.
Fundaµia ,,Traian Lalescu�, prin participarea direct  a doamnei Smaranda Lalescu,
nepoata marelui matematician, a avut o contribuµie important  la reu³ita mani-
fest rii prin acordarea unui premiu de excelenµ  (câ³tigat de Alexandru Tomescu) ³i
acordarea de diplome celorlalµi premianµi, însoµite de medalia comemorativ  ,,Traian
Lalescu � 125 de ani de la na³tere� ³i de volumul ,,Traian Lalescu � un nume peste
ani�.

Succesul acestei manifest ri naµionale nu ar � fost posibil f r  participarea
entuziast  ³i dezinteresat  a numeroase cadre didactice. De menµionat aportul dom-
nilor prof. dr. O. St n ³il , membru al juriului la secµiunea I ³i pre³edintele juriului
de contestaµii, prof. dr. S. D sc lescu, prof. dr. V. B lan, conf. dr. C. Gherghe,
membrii în juriul secµiunii I, prof. dr. I. Ro³ca, prof. dr. V. Rasvan, conf. dr.
R. Constantin, membrii în juriul secµiunii II, prof. dr. A. Atanasiu, conf. dr. V.
Rasvan, conf. dr. M. Olteanu, conf. dr. R. �tefan, membrii în juriul secµiunii III,
prof. dr.Radu Gologan, prof. dr. V. Prepeliµ , lect. dr. A. Toma, conf. dr. V.
�igoiu implicaµi în detaliile organizatorice.

Trebuie menµionat, de asemenea, rolul U.P.B., al doamnei rector prof. dr. ing.
Ecaterina Andronescu, f r  sprijinul c reia acest concurs nu ar � putut � organizat.

Festivitatea de acordare a premiilor, bene�ciind de prezenµa doamnei rector
E. Andronescu, a domnului V. Brânz nescu, director al Institutului de Matema-
tic  al Academiei Române, a domnului C. Udri³te, decan al Facult µii de �tiinµe
Aplicate din U.P.B., a domnului D. �tefan, decan al Fault µii de Matematic  din
Universitatea din Bucure³ti, a domnului I. Ciuc , director în Ministerul Educaµiei
³i Cercet rii, a domnului D. �tef nescu, vicepre³edinte al S.S.M.R, s-a constituit
într-o veritabil  pledoarie pentru excelenµa în înv µ mântul superior românesc, cu

327



prec dere în predarea ³i înv µarea matematicii.
Pentru anii urm tori se va urm rii perfecµionarea modului de organizatre,

m rirea num rului universit µilor participante ³i cre³terea calit µii ³i a num rului
comunic rilor ³tiinµi�ce prezentate.

Concursul Traian Lalescu � Faza naµional 
Mai 2008

Sesiunea de comunic ri ³tiinµi�ce ale studenµilor

Secµiunea 1: Analiz , Algebr , geometrie

Juriu: Prof. dr. O. S n ³il  FSA, UPB
Prof. dr. S. D sc lescu FMI, UB
Conf. dr. C. Gherghe FMI, UB
Prof. dr. V. B lan FSA, UPB.

Premiul I

Cezar Lupu, anul IV, Facultatea de Matematic  ³i Informatic , ,,Remarci
asupra unei inegalit µi elementare echivalent  cu ipoteza lui Riemann�

Coordonator: Prof. dr. Liviu Ornea

Premiul II

Cezar Lupu, Cosmin Pohoaµ , anul IV, Facultatea de Matematic  ³i Infor-
matic , ,,O ra�nare a inegalit µii HadwigerFisher�

Coordonator: Prof. dr. Liviu Ornea

Premiul III

Marius Bucur, Facultatea de Automatic  ³i Calculatoare, ,,Teoria grupurilor
în analiza algoritmilor de criptare�

Coordonator: Conf. dr. Radu Constantin

Secµiunea 2: Ecuaµii ³i Matematici Aplicate

Juriu: Prof. dr. I. Ro³ca FMI, UB
Prof. dr. V. Rasvan Facultatrea de Automatic ., Univ. din Craiova
Conf. dr. R. Constantin Facultatea de ³tiinµe aplicate, U.P.B.

Premiul I

Alin Galatan, anul II, Facultatea de Matematic , Univ. Bucure³ti, ,,Fractali�
Coordonator: Prof. dr. Radu Gologan

Premiul II
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Claudia Zaharia, anul IV, Facultatea de Matematic , Univ. de Vest, Timi-
³oara, ,,Asupra teoremelor lui Aoki ³i Rassias de stabilitate a ecuaµiior funcµionale�

Coordonator: Prof. dr. V. Radu

Premiul III

Simona Roxana Costache, Elena Biri³, anul III, Facultatea de �tiinµe Apli-
cate, UPB, ,,Metoda Monte Carlo ³i aplicaµii�

Coordonator: Prof. dr. V. Târcolea
Alexandra Podiuc, anul III, FILS; George Olaru, anul II, Facultatea de Auto-

matic , UPB: ,,2D continuous-Discrete Laplace Transfomrations and Applications�
Coordonator: Prof. dr. V. Prepeliµ ; Asist. dr. M. Pârvan

R zvan Ionescu, anul II, FILS; Andrei Chiril , anul II, FILS, UPB: ,,Stability
of linear sstem � Math. speialized software�

Coordonator: Prof. dr. V. Prepeliµ 

Secµiunea 3: Informatic 

Juriu: Prof. dr. A. Atanasiu FMI, UB
Conf. dr. V. Rasvan Facultatea de Automatic ., U. P. B.
Conf. dr. M. Olteanu Facultatea de ³tiinµe aplicate, U.P.B.

Premiul I ³i Marele Premiu al Fundaµiei ,,Traian Lalescu�

Aexandru Tomescu, anul IV, Facultatea de Matematic  ³i Informatic , Univ.
Bucure³ti, ,,Sortarea Bitonic  cu modele naturale de calcul�

Coordonator: Conf. dr. R. Ceterchi

Premiul II

Alexandru Szoke, anul IV, Facultatea de Matematic , , ,,Aspecte ale imple-
ment rii reµelelor de procesoare biologice�

Coordonator: Prof. dr. V. Mitrana

Premiul III

Daniel Cernat, anul II, Master Catedra Matematici III, UPB, ,,Tehnici de
watermarking în procesarea imaginilor digitale�

Coordonator: Prof. dr. V. B lan
Alexandra R doi, anul II, Facultatea ETTI, UPB: ,,Analiza Wavelet. Apli-

caµii: Recunoa³terea formelor�
Coordonatori: Prof. dr. V. L z rescu; Prof. dr. O. St n ³il 

Menµiune

Liviu Dr gan, Cezara Florescu, anul I, Facultatea ETTI, UPB: ,,Aplicaµii ale
geometriei fractale în domeniul analizei informaµiei video�

Coordonator: Conf. dr. O. �andru
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Concurs de rezolvat probleme

Secµiunea A: Matematic 

Premiul I: Turea Lucian � Univ. Bucure³ti; Bogo³el Beniamin � Univ. de
Vest Timi³oara;

Premiul II: Vlad Emanuel � Univ. Bucure³ti; Galatan Alin � Univ. Bu-
cure³ti; Popa Tiberiu � Univ. Babe³-Bolyai Cluj;

Premiul III: Gavrus Cristian � Univ. Bucure³ti; Stratulat Ioan Tudor �
Univ. Tehnic  Gh. Asachi, Ia³i; Papar  Nicolae � Univ. Babe³-Bolyai Cluj; Vâl-
culescu Adrian Claudiu � Univ. Babe³-Bolyai Cluj;

Menµiuni: Bucur Marius � Univ. Politehnica din Bucure³ti; Farca³ Csaba �
Univ. Babe³-Bolyai Cluj.

Secµiunea B: Pro�l electric, Anul I

Premiul I: Opri³a Ciprian � Univ. Tehnic  Cluj;
Premiul II: Florescu Dorian � Univ. Tehnic  Gh. Asachi, Ia³i.
Premiul III: Nagy Aliz-Eva � Univ. Tehnic  Cluj;
Menµiuni: Ferchiu �tefan � Univ. Politehnica din Bucure³ti; Apostol �tefan

� Univ. Politehnica din Bucure³ti; Ciobotaru-Hriscu Iulian � Acad. Tehnic  Militar 
din Bucure³ti.

Secµiunea B: Pro�l electric, Anul II

Premiul I: Bogdea Lavinia � Univ. C. Brâncu³i din Tg. Jiu;; Boia Rodica �
Univ. Politehnica din Bucure³ti; Carp Andrei � Univ. Tehnic  Gh. Asachi, Ia³i;

Premiul II: Alecu Adrian � Univ. Tehnic  Gh. Asachi, Ia³i;Podiuc Alexan-
dra � Univ. Politehnica din Bucure³ti;

Premiul III: Popescu Ionuµ � Univ. C. Brâncu³i din Tg. Jiu;
Menµiuni: Miu Tudor � Univ. Politehnica din Bucure³ti; St niloiu Roxana

� Univ. C. Brâncu³i din Tg. Jiu; Daca Adina � Univ. Politehnica din Bucure³ti;

Secµiunea C: Pro�l mecanic, Anul I

Premiul I: Savastre Simona � Univ. Tehnic  de Construcµii, Bucure³ti;
Premiul II: Acsinia Elena � Univ. Tehnic  de Construcµii, Bucure³ti; Cârje

Andrei � Univ. Tehnic  de Construcµii, Bucure³ti;
Premiul III: Cojocaru Ruxandra � Univ. Politehnica din Bucure³ti;
Menµiuni: Spiridon Vasile Acad. Naval  Mircea cel B trân, Constanµa.

Secµiunea C: Pro�l mecanic, Anul II

Premiul I: Frumosu Flavia � Univ. Politehnica din Bucure³ti;
Premiul II: Popescu Alexandra � Univ. Politehnica din Bucure³ti;
Premiul III: Turi-Damian Sorin � Univ. Politehnica din Bucure³ti;
Menµiuni: Cazan Costic  � Univ. Tehnic  Gh. Asachi, Ia³i; Crasmaru Ionuµ

� Univ. Tehnic  Gh. Asachi, Ia³i.
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Concursul de matematic  ,,Traian Lalescu�,

Faza naµional  2008, secµiunea Matematic  (A)

1. Fie matricea A ∈ Mn(C). S  se arate c  A este nilpotent  dac  ³i numai
dac  tr(Ak) = 0, oricare ar � k ∈ N?; (tr(A) este urma matricei A).

2. Fie E o mulµime nevid  a intervalului (0,∞) care indepline³te condiµiile:
(i)

x

2
∈ E, oricare ar � x ∈ E.

(ii)
√
x2 + y2 ∈ E, oricare ar � x, y ∈ E.

Se cere:
(a) S  se dea un exemplu de multime E 6= (0,∞) care indepline³te condiµiile

(i) si (ii).
(b) S  se arate c  E = [0,∞); (E este închiderea topologic  a lui E).

3. Fie U ⊂ R2 o submulµime deschis  care conµine discul unitate închis D ³i
�e f : U 7→ R o funcµie de clas  C1 cu proprietatea:∣∣∣∣∂f∂x (P )

∣∣∣∣ ≤ 1 ³i

∣∣∣∣∂f∂y (P )
∣∣∣∣ ≤ 1, ∀P ∈ D.

S  se arate c  dac  {M1,M2, ...,Mn} este o mulµime de puncte din D cu cen-
trul de greutate în O, atunci pentru orice punct P ∈ D este adevarat  inegalitatea:∣∣∣∣∣f(P )− 1

n

∑ n∑
k=1

f(Mk)

∣∣∣∣∣ ≤ 2.

4. Fie ∆ mulµimea plan  format  din punctele interioare ³i laturile unui
dreptunghi ABCD de laturi AB = a ³i BC = b. Se de�ne³te funcµia f : ∆ 7→ R
prin:

f(P ) = PA+ PB + PC + PD.

S  se calculeze mulµimea valorilor funcµiei f .
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NOTE MATEMATICE

Leg turi nea³teptate

de Marian Tetiva

Abstract

Key words:

M.S.C.: .

1. Fie a, b, c numere reale ³i s  consider m polinomul:

f = X2 − (a2 + b2 + c2)X + 2abc,

despre care a�rm m c  are toate r d cinile reale. Dar un polinom de gradul al
treilea cu toate r d cinile reale are discriminantul nenegativ, deci (discriminantul
unui polinom de forma X3 + pX + q este −4p3 − 27q2) obµinem:

−4
(
−
(
a2 + b2 + c2

))3 − 27(2abc)2 ≥ 0,

care se transform  imediat în:(
a2 + b2 + c2

)3 ≥ 27(2abc)2.

Cu alte cuvinte, am g sit exact inegalitatea mediilor (pentru numerele nene-
gative a2, b2, c2)!

2. Polinomul f de mai sus ne mai rezerv  o surpriz . Anume s  presupunem
c  a, b, c sunt astfel încât:

a2 + b2 + c2 + 2abc = 1.

Aceast  egalitate conduce la f(−1) = 0, deci o r d cin  a lui f este −1.
Pentru celelalte dou , �e ele x1 ³i x2, avem atunci:

x1 + x2 = 1 mi x1x2 = 2abc,

deci inegalitatea (x1 + x2)2 ≥ 4x1x2 (care exprim  tot un discriminant ≥ 0, anume
discriminantul polinomului de gradul al doilea care are r d cinile x1 ³i x2) devine
1 ≥ 8abc. A³adar, am ar tat c  pentru orice numere reale a, b ³i c care îndeplinesc

condiµia a2 + b2 + c2 + 2abc = 1 are loc inegalitatea 8abc ≤ 1. Pentru a = sin
A

2
,

b = sin
B

2
, c = sinC2, unde ABC este un triunghi oarecare (se ³tie c  sinusurile

jum t µilor unghiurilor veri�c  aceast  relaµie) reg sim inegalitatea:

sin
A

2
sin

B

2
sinC2 ≤ 1

8
,
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care, cum bine se cunoa³te, este echivalent  cu inegalitatea lui Euler, R ≥ 2r!

3. Raµionamentele de mai sus se bazeaz  esenµial pe faptul c  f are r d cini
reale, fapt pe care nu vrem s -l justi�c m utilizând discriminantul, pentru a putea
apoi deduce inegalitatea mediilor. Atunci cum ar t m c  f are r d cini reale? Ei
bine, s  consider m matricea cu elementele numere reale:

A =

 0 a b
a 0 c
b c 0

 .

Fiind o matrice real  ³i simetric , polinomul ei caracteristic are toate r d cinile
reale. Dar, f r  nicio problem , se calculeaz  polinomul caracteristic al acestei ma-
trici, se g se³te, desigur, tocmai f ³i astfel se încheie raµionamentul nostru.

Ar � interesant de construit o matrice al c rei polinom caracteristic s  aib  dis-
criminantul pozitiv, iar inegalitatea pentru acest discriminant s  ne dea inegalitatea
mediilor (sau poate o alt  inegalitate cunoscut ). Din p cate încerc rile noastre în
acest sens nu au dat niciun fel de roade.

Profesor,

Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca Codreanu

din Bârlad

PROBLEME PROPUSE

269. O pereche de numere naturale consecutive n, n+ 1 se nume³te adaptat ,
dac : [

(n+ 1)
√

3
]
−
[
n
√

3
]

= 1.

Care este probabilitatea ca dou  numere consecutive alese la întâmplare, s 
�e adaptate.

Radu Gologan

270. Fie a, b, c numere pozitive al c ror produs este egal cu 1; mai pre-
supunem c :

c = min{a, b, c}.

S  se arate c :

a3 + b3 + c3 − 3(ab+ ac+ bc) ≥ c(a− b)2 + c(a− c)(b− c).

Marian Tetiva

271. S  se arate c  pentru orice G ∈ R are loc inegalitatea:

∞∑
n=0

cosnθ
(n+ 1)4

≥ 7π4

720
.

Róbert Szász

272. Fie xi ∈ R+, i = 1, n, astfel încât:
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0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn ³i x1 + x2 + . . .+ xn = a.

S  se determine mulµimea
{

maxxi | i = 1, n
}
³i s  se precizeze valorile pentru

care aceste maxime sunt atinse.
Dorin M rghidanu

273. Dac :

e(x) =
(

1 +
1
x

)x
, ∀x ∈ R

³i a ∈ R∗+, s  se calculeze:

lim
n→∞

(
lim
x→∞

((x
n

)2
(

n∑
k=1

e(x+ ka)− ne(x)

)))
.

Dumitru B tineµu-Giurgiu

274. Fie R ³i ρ dou  numere strict pozitive, iar k un num r natural dat.
Consider m ³irul de polinoame (Fn)n>k de�nit prin:

Fn(X) = Xn −RkXn−k −
∑

1≤j≤n
j 6=k

ρjXn−j .

1. S  se arate c  �ecare polinom Fn are o unic  r d cin  real  pozitiv  ξn.
2. S  se arate c  ³irul (ξn)n>k este monoton ³i convergent.

Doru �tef nescu

SOLU�IILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dup  intrarea la tipar a num rului 3/2008 al revistei, am mai primit soluµiile corecte la
problemele 243, 245, 246 ³i 247 de la domnul Gheorghe B. G. Niculescu � profesor la Colegiul
de Po³t  ³i Telecomunicaµii Gheorghe Airinei din Bucure³ti. Facem prezenta menµiune pentru ca
domnia sa s  poat  � inclus pe lista rezolvitorilor de probleme din acest an.

De asemenea, domnul ing. dr. Dorel B iµan de la Romtelecom S.A., Bucure³ti, ne-a
comunicat o scurt  ³i elegant  soluµie pentru pct. b) al problemei 242 din nr. 2/2008 al revistei,
soluµie pe care o reproducem mai jos.

La soluµia oferit  de dl. prof. Marian Tetiva în G. M. A. nr. 2/2008, pag. 149, în locul

iegalit µii lui Blundon p ≤ 2R +
(

3
√

3− 4
)
r, ridicat  la p trat, se poate utiliza o inegalitate mai

puternic , inegalitatea lui Gerretsen p ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2.

Se demonstreaz  c  inegalitatea p ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2 ≤
[
2R+

(
3
√

3− 4
)
r
]2
, în care

inegalitatea din dreapta este echivalent  cu inegalitatea lui Euler, R− 2r ≥ 0.
Problema 242 b) se rezolv  scriind dubla inegalitate:

p2 ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2 ≤
2(4R+ r)2(2R− r)

11R− 4r

³i demonstrând inegalitatea din dreapta. Avem:

2(4R+ r)2(2R− r) ≥
(
4R2 + 4Rr + 3r2

)
(11R− 4r)⇔

⇔ 64R3 − 12Rr2 − 2r3 ≥ 44R3 + 28R2r + 17Rr2 − 12r3 ⇔ (R− 2r)
(
20R2 + 12Rr − 5r2

)
≥ 0.
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În baza inegalit µii lui Euler R − r ≥ 0, în membrul stâng din ultima inegalitate avem un
produs de doi factori, unul pozitiv, R− 2r, iar cel lalt strict pozitiv,

20R2 + 12Rr − 5r2 = 20R2 + 12r(R− 2r) + 19r2 > 0,

ceea ce încheie demonstraµia.

248. Fie Ck(R) spaµiul vectorial al funcµiilor reale de variabil  real , diferenµiabile de k
ori (unde, C∞(R) � spaµiul funcµiilor inde�nit derivabile, iar C0(R) � spaµiul funcµiilor continue)
³i L,D : C2(R)→ Co(R) operatorii diferenµiali de�niµi prin

L(y) = y′′ + qy′ + ry, D(y) = y′, q, r ∈ R.
a) S  se arate c  kerL ⊆ C∞(R) ³i c  restricµia lui D la kerL este un endomor�sm al lui

kerL.
b) Fie {y1, y2} o baz  în kerL; pentru orice y ∈ kerL, exist  a, b ∈ R unici, astfel încât

y = ay1 + by2 ³i deci, în felul acesta, se de�ne³te un izomor�sm ϕ : kerL → R2. S  se arate c 
endomor�smul D induce un endomor�sm f ∈ LR(R2) care face urm toarea diagram  comutativ :

kerL
D
−−→ kerL

ϕ ↓ ↓ ϕ

R2
−−→
f R2

S  se determine o condiµie necesar  ³i su�cient  pentru ca f s  �e un automor�sm.
c) Dac  Af este matricea lui f în raport cu baza canonic , iar p este polinomul caracteristic

al ecuaµiei L(y) = 0, s  se calculeze p(Af ).
d) Alegând în kerL o baz  convenabil , s  se scrie forma general  a lui Af . Cazuri parti-

culare:
(i) q = 0, r = −1; (ii) q = r = 1; (iii) q = 2, r = 1.

Dan Radu
Soluµia autorului. Dau a y ∈ kerL, atunci y′′ = − (qy′ + ry). Cum y ∈ C2(R), urmeaz 

c  − (qy′ + ry) ∈ C1(R), deci y′′ ∈ C1(R) ³i deci y ∈ C3(R). Raµionând recursiv, deducem c 
y ∈ C∞(R). Pe de alt  prte, dac  y ∈ kerL, atunci:

y′′ + qy′ + ry = v.

Conform celor stabilite anterior, putem deriva inegalitatea de mai sus ³i obµinem:

y′′′ + qy′′ + ry′ = v,

ceea ce ne arat  c  y′+D(y) ∈ kerL, adic a faptul c  restricµia lui D la kerL este un endomor�sm
al acesteia.

b) S  observ m mai întâi, c  izomor�smul ϕ este de�nit prin egalitatea ϕ(y) = (a, b).
Probarea acestui fapt este imediat . Deoarece ϕ este un izomor�sm, rezult  c  exist  ϕ−1 : R2 →
→ kerL ³i deci aplicaµia f cerut  în enunµ va � f : ϕ ◦D ◦ ϕ−1. Evident, f este un endomor�sm
al lui R2 ³i face comutativ  diagrama dat . Pe de alt  parte, s  observ m c  între matricile
corespunz toare (scrise respectiv în baza {y1, y2} din kerL ³i baza canonic  din R2) exist  relaµia:

Af = AϕADAϕ−1 .

Dar Aϕ = Aϕ−1 = A−1
ϕ = I (în raport cu bazele considerate) ³i deci Af = AD. Prin

urmare, o condiµie necesar  ³i su�cient  pentru ca f s  �e automor�sm este ca D s  �e automor�sm.
Având în vedere c  kerL este �nit dimensional, acesta este echivalent cu faptul c  kerD = {0}.
Cum îns  kerD = R = Sp(1), rezult  c  f este automor�sm dac  ³i numai dac  1 /∈ kerL.

c) Din cele stabilite la punctul b), rezult  c  p(Af ) = p(AD) ³i deci:

p(Af ) = A2
D + qAD + rI = AD2+qD+ridker L

.

Pe de alt  parte, pentru i ∈ {1, 2}, avem:(
D2 + qD + idkerL

)
(yi) = D2 (yi) + qD (yi) + ryi = y′′i + qy′i + ryi = v,

a³a încât p(Af ) = 0 (matricea nul ).
d) S  consider m ecuaµia caracteristic  p(λ) = 0 asociat  ecuaµiei diferenµiale L(y) = 0 ³i

�e λ1, λ2 r d cinile sale. Deosebim urm toarele trei cazuri:
I. λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2. Atunci putem lua y1 = e ∗ λ1t, y2 = eλ2t ³i deci:
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D(y1) = λ1y1, D(y2) = λ2y2,

ceea ce conduce la matricea:

Af = AD =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

În cazul particular (i), λ1 = −1, λ2 = 1 ³i deci:

Af =

(
−1 0

0 1

)
.

II. λ1, λ2 ∈ C \ R, λ1 = λ2 = α+ iβ. Atunci putem alege y1 = eαt cosβt, y2 = eαt sinβt ³i
deci:

D(y1) = αy1 − βy2, D(y2) = βy1 + αy2,

ceea ce ne conduce la matricea:

Af = AD =

(
α β
−β α

)
=

(
Reλ1 Imλ1

−Imλ1 Reλ!

)
.

În cazul particular (ii), α = −
1

2
, β =

√
3

2
³i deci:

Af =
1

2

(
−1

√
3

−
√

3 −1

)
.

III. λ1 = λ2 = α ∈ R. Atunci putem lua y1 = eαt, y2 = teαt ³i deci:

D(y1) = αy1, D(y2) = y1 + αy2,

ceea ce ne conduce la matricea:

Af = AD =

(
α 1
0 α

)
.

În cazul particular (iii), α = −1 ³i deci:

Af =
1

2

(
−1 1

0 −1

)
.

249. Dac  a ³i b sunt numere reale pozitive astfel încât a + b = an + bn, n ∈ N, n ≥ 2,
atunci :

an+1 + bn+1 ≤ 2.

Vasile Cîrtoaje
Soluµia autorului. Scriem inegalitatea cerut  sub forma omogen :(

an + bn

a+ b

)n+1

≥
(
an+1 + bn+1

2

)n−1

.

F r  a pierde din generalitate, vom considera a ≥ b = 1. Inegalitatea devine astfel:(
an + 1

a+ 1

)n+1

≥
(
an+1 + 1

2

)n−1

sau

(n+ 1)
an + 1

a+ 1
≥ (n+ 1) ln

an+1 + 1

2
.

Problema revine la a ar ta c  funcµia:

f(x) = (n+ 1) ln
xn + 1

n+ 1
− (n− 1)

xn+1 + 1

2

satisface condiµia f(x) ≥ 0 pentru x ≥ 1. Deoarece f(1) = 0, este su�cient s  ar t m c  f ′(x) ≥ 0
pentru x ≥ 1. Avem:

1

n+ 1
f ′(x) =

nxn−1

xn + 1
−

1

x+ 1
−

(n− 1)xn

xn+1 + 1
=

(
xn−1

xn + 1
−

1

x+ 1

)
−(n−1)

(
xn

xn+1 + 1
−

xn−1

xn + 1

)
=
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=
x− 1

xn + 1

[
xn−2 + . . .+ x+ 1

x+ 1
−

(n− 1)xn−1

xn+1 + 1

]
=

=
x− 1

(xn + 1) (x+ 1) (xn+1 + 1)

[
(xn − 1)

(
xn−1 − 1

)
+ x

(
xn−1 − 1

) (
xn−2 − 1

)
+ . . .

. . .+ xn−2
(
x2 − 1

)
(x− 1)

]
≥ 0.

Inegalitatea din enunµ devine egalitate dac  ³i numai dac  a = b = 1.

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu
din Bârlad. De fapt n poate � orice num r mai mare ca 1 ³i enunµul r mâne valabil. Pentru acest
lucru, s  demonstr m întâi c  media generalizat  a dou  numere pozitive este logaritmic concav 
(0,∞); mai precis este valabil  urm toarea:

Lem . Fie a, b dou  numere pozitive ³i funcµia f dat  prin:

f(x) =

(
a2 + b2

2

) 1
a

, ∀x ∈ (0,∞).

Atunci f este logaritmic concav , adic  g de�nit  prin:

g(x) = ln f(x) =
1

x
ln
ax + bx

2
, ∀x > 0.

este concav  pe (0,∞).
Demonstraµie. Calcule simple arat  c  derivata a doua a funcµiei g este:

g′′(x) =
x2h′′(x)− 2xh′(x) + 2x(x)

x3
, ∀x > 0,

unde h este funcµia de�nit  prin

h(x) = ln
ax + bx

2
, ∀x > 0.

La rândul ei, funcµia de la num r torul lui g′′ (care se poate de�ni ³i în 0) are derivata
x2h(3)(x) ≤ 0, pentru orice x ≥ 0. Rezult  c  aceast  funcµie descre³te pe [0.∞), deci este cel mult
egal  cu valoarea sa în ori�ne, care este 2h(0) = 0. Prin urmare g′′(x) < 0, pentru orice x ∈ (0,∞),
ceea ce trebuia demnstrat.

Nu am justi�cat faptul c  h are derivata a treia negativ  pe (0,∞), dar vedem îndat  cum
rezult  tot din calcule. Anume avem:

h′(x) =
ax ln a+ bx ln b

ax + bx
,

apoi

h′′(x) =
(ln a− ln b)2axbx

(ax + bx)2

³i, în �ne:

h(3)(x) =
(ln a− ln b)3 (x − ax) axbx

(ax + bx)3
.

Cum petru x > 0 diferenµele ln a − ln b ³i b2 − a2 au semen contrae, se obµine concluzia
anunµat  despre semnul lui h pe intervalul (0,∞). (De asemenea, acela³i raµionament arat  c 
funcµia f este logaritmic convex  pe (0,∞).)

Acum putem trece la rezolvarea problemei. Inegalitatea lui Jensen pentru funcµia concav 
f se scrie sub forma:(

apx+qy + bpx+qy

2

) 1
px+qy

≥
(
ax + bx

2

)fracpx (ay + by

2

) q
y

,

pentru orice p, q, x, y > 0 cu p+ q = 1. S  alegem aici x = n+ 1, y = 1, p =
n− 1

n
³i q =

1

n
pentru

un anume n > 1 (nu neap rat num r natural, este clar). Obµinem px + qy = n ³i inegalitatea
devine (³i dup  ridicarea la puterea n(n+ 1)):(

an+1 + bn+1

2

)n−1 (
a+ b

2

)n+1

≤
(
an + bn

2

)n+1

,

337



evident, cu ipoteza a + b = an + bn, aceast  inegalitate conduce la an+1 + bn+1 ≤ 2. Egalitatea
are loc (deoarece fucµia g din lem  este, de fapt, strict concav  pentru a 6= b) doar dac  a = b = 1.

250. Fie a, b, c numere raµionale astfel încât a 6= 0 ³i 4ac − b2 este p tratul unui num r
raµional diferit de zero. S  se construiasc  un exemplu de funcµie f : R→ R cu propriet µile:

i) f este aditiv , adic 
f(x+ y) = f(x) + f(y),

pentru orice x, y ∈ R;
ii) f veri�c  relaµia

af(f(x)) + bf(x) + cx = 0,

pentru orice x ∈ R.
Gabriel Dospinescu ³i Marian Tetiva

Soluµia autorilor. S  vedem mai întâi cum rezolv m problema într-un caz particular:
anume, pentru început, construim o funcµie aditiv  h : R→ R, care s  veri�ce în pus ³i relaµia:

h (h(x)) = −x, ∀x ∈ R.

Pentru aceasta s  consider m o baz  Hamel, adic  o baz  a lui R ca spaµiu vectorial peste
Q ³i o partiµie a sa H = a∪B în dou  mulµimi de acela si cardinal; cu alte cuvinte, exist  o bijecµei
ϕ : A → B. Mai not m −X = {−x | x ∈ X} pentru orice mulµiem X de numere reale ³i de�nim
funcµia g : H ∪ (−H)→ H ∪ (−H) prin:

g(x) =


ϕ(x), x ∈ A

−ϕ−1(x), x ∈ B
−ϕ(−x), x ∈ −A
ϕ−1(−x), x ∈ −B

(este u³or de v zut c , dac  A ³i B ealizeaz  o partiµie a lui H ³i aceasta este o baz  a lui R peste
Q, atunci A, B, −A, −B partiµioneaz  pe H ∪ (−H)). Pentru x ∈ A avem atunci g(x) = ϕ(x) ∈ B
³i:

g (g(x)) = g (ϕ(x))− ϕ−1 (ϕ(x)) = −x,
pentru x ∈ B avem g(x) = −ϕ−1 ∈ −A ³i

g (g(x)) = g
(
−ϕ−1(x)

)
= −ϕ

(
−
(
−ϕ−1(x)

))
= −x,

dac  x ∈ −A, g(x) = −ϕ(−x) ∈ −B, deci:

g (g(x)) = g (−ϕ(−x)) = ϕ−1 (− (−ϕ(x))) = −x

³i, în �ne, pentru x ∈ −B, g(x) = ϕ−1(x) ∈ A ³i

g (g(x)) = g
(
ϕ−1(x)

)
= ϕ

(
ϕ−1(−x)

)
= −x,

în concluzie avem:
g (g(x) = −x) , ∀x ∈ H ∪ (−H),

relaµie care implic  imediat ³i:

g(−x) = −g(x), ∀x ∈ H ∪ (−H).

S  zicem c  elementele bazei Hamel considerate sunt notate ei unde i parcurge o anumit 
mulµime I de idici (de puterea continuumului); mai precis, �e ej , j ∈ I, elementele din A ³i ek,
k ∈ K elementele din B (J ∪K = I, J ∩K = ∅).

Funcµia h pe care o c ut m noi reprezint  a³a numita prelungire prin liniaritate a funcµiei
g, adic  este de�nit  prin:

h(x) =
∑
i∈I

aig(ei) =
∑
j∈J

ajg(ej) +
∑
k∈K

akg(ek),

pentru orice:
x =

∑
i∈I

aiei =
∑
j∈J

ajg(ej) +
∑
k∈K

akg(ek) ∈ R

(orice x ∈ R are o unic  asemenea scriere, cu ai, i ∈ I numere raµionale dat �ind c  H = A ∪ B
este baz  a lui R peste Q). Mai întâi remarc m c  h coincide cu g nu numai pe mulµimea H (ceea
ce este �resc), dar ³i pe −H: într-adev r, avem pentru −ei ∈ −H:

h(−ei) = h ((−1)ei) = −g(ei) = g(−ei)
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(datorit  faptului c  g, a³a cum am v zut puµin mai sus, este impar ). Acum se veri�c  imediat c  h
este o funcµie aditiv  sau, echivalent, Q-liniar  (acesta este rostul prelungirii prin liniaritate) ³i nici
nu este greu de v zut c  h (h(x)) = −x, pentru orice x ∈ R. Într-adev r, pentru x ca mai sus, avem,
conform de�niµiei lui h ³i µinând seama de faptul c  ej ∈ A⇒ g(ej) ∈ B ³i ek ∈ B ⇒ g(ek) ∈ −A,
c :

h (h(x)) =
∑
j∈J

ajg (g(ej)) +
∑
k∈K

(−ak)g (−g(ek)) =

=
∑
j∈J

ajg (g(ej)) +
∑
k∈K

(ak)g (g(ek)) =
∑
j∈J

aj (−ej) +
∑
k∈K

ak (−ek) = −x

(am folosit iar g(−t) = −g(t) ³i g (g(t)) = −t, pentru orice t ∈ H ∪ (−H).
Acum avem o funcµie h : R → R aditiv  ³i astfel încât h (h(x)) = −x, pentru orice x ∈ R.

Aditivitatea implic  imediat Q-liniaritatea funcµiei, adic  mai avem h(rx) = rh(x), oricare ar �
x ∈ R ³i r ∈ Q.

Pentru a rezolva problema noastr , s  observ m întâi c , în condiµiile enunµului, trinomul
de gradul al doilea at2 + bt+ c are dou  r d cini complexe conjuate p+ qi ³i p− qi, cu p, q numere
raµionale, prin urmare avem:

−2p =
b

a
³i p2 + q2 =

c

a

(conform relaµiilor lui Viète). De aceea, relaµia pe care trebuie s  oîndeplineasc  funcµia f se poate
scrie sub forma:

f (f(x))− 2pf(x) +
(
p2 + q2

)
x = 0, ∀x ∈ R.

De�nim pe f prin:
f(x) = qh(x) + px,

pentru orice x ∈ R. Datorit  Q-liniarit µii funcµiei h ³i propriet µii sale h (h(x)) = −x, ∀x ∈ R,
avem:

f (f(x)) = qh (qh(x) + px) + p (qh(x) + px) = q2h (h(x)) + 2pqh(x) + p2x =

= 2pqh(x) +
(
p2 − q2

)
x, ∀x ∈ R,

ceea ce implic  imediat:

f (f(x))− 2pf(x) +
(
p2 + q2

)
x = 0, ∀x ∈ R

³i încheie rezolvarea problemei.

251. S  se arate c , într-un simplex, au loc inegalit µile urm toare:

a)
n∑
i=1

ri

ri − r
≥ (n− 1)

n∑
i=1

ri

ri + r
≥
n2

2
;

b)
n∑
i=1

hi

hi − r
≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

hi

hi + r
≥ (n− 1)

n∑
i=1

hi

(n− 2)hi + r
≥

n2

n− 1
;

c)
n∑
i=1

ri

(n− 2)ri − r
≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

ri

(n− 2)ri + r
≥ (n− 1)

n∑
i=1

ri

(n− 2)2ri + r
≥

≥
n2

(n− 2)(n− 1)
.

Cu hi ³i ri se noteaz  în lµimile ³i razele sferelor exînscrise simplexului, iar cu r raza
sferei înscris  simplexului (i = 1, n, n ≥ 3).

Mihai Miculiµa ³i Marius Olteanu
Soluµia autorilor. Se ³tie c  într-un simplex au loc relaµiile (a se vedea D. S. Mitrinovi¢

³. a., Recent Advances in Geometric Inequalities):

(A)


hi =

n · V
Si

, r =
n · V
S

, ri =
n · V
S − 2Si

, unde S =

n∑
i=1

Si, a³a c  :

1

n− 2
·
n∑
i=1

1

ri
=

1

r
=

n∑
i=1

1

hi
,

unde S este aria total , Si este aria feµei i, V este volumul.
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a) �inând seama de inegalitatea:(
n−1∑
i=1

xi

)(
n−1∑
i=1

1

xi

)
≥ (n− 1)2 (1)

echivalent  cu:
1

n− 1
·
n−1∑
i=1

1

xi
≥

n− 1
n−1∑
i=1

xi

, ∀xi > 0, i = 1, n, (1′)

avem:
1

n− 1
·
∑
i 6=j

ri

ri − r
≥

n− 1∑
i 6=j

ri − r
ri

=
n− 1

(n− 1)−
∑
i 6=j

r

ri

=
n− 1

1 +
r

rj

=
(n− 1)rj

rj + r
,

de aici:
n∑
i=1

ri

ri − r
≥ (n− 1) ·

n∑
i=1

ri

ri + r
.

Mai departe, utilizând inegalitatea mediilor avem:

(n− 1) ·
n∑
i=1

ri

ri + r
≥ (n− 1) ·

n2

n∑
i=1

ri + r

ri

= (n− 1) ·
n2

n+ r ·
n∑
i=1

1

ri

= (n− 1) ·
n2

n+ n− 2
=
n2

2
.

b) Pentru început, vom demonstra urm toarea inegalitate (ce aparµine lui Andrei Chite³).
,,Dac  x1, x2, . . . , xn > 0, xi + x2 + . . .+ x=1, n ≥ 2, atunci :

(n− 1)
n∑
i=1

1

1− xi
≥ (n+ 1) ·

n∑
i=1

1

1 + xi
“. (2)

Avem echivalenµa:

n ·
n∑
i=1

(
1

1− xi
−

1

1 + xi

)
≥

n∑
i=1

(
1

1 + xi
+

1

1− xi

)
⇔

⇔ 2n

n∑
i=1

xi

1− x2
i

≥ 2 ·
n∑
i=1

1

1− x2
i

⇔ n

n∑
i=1

xi

1− x2
i

≥ ·
n∑
i=1

1

1− x2
i

. (∗)

Deoarece xi > 0 pentru orice i = 1, n ³i
n∑
i=1

xi = 1, rezult  c  xi ∈ (0, 1) implic  x2
i ∈ (0, 1)

³i deci 1 − x2
i > 0, pentru orice i = 1, n. Presupunem c  x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn, atunci

1

1− x2
1

≥

≥
1

1− x2
2

≥ . . . ≥
1

1− x2
n

. Din inegalitatea lui Cebâ³ev avem, în aceste condiµii c :

n∑
i=1

xi

1− x2
i

≥
1

n
·
(

n∑
i=1

xi

)(
n∑
i=1

1

1− x2
i

)
=

1

n
·
n∑
i=1

1

1− x2
i

,

de aici:

n
n∑
i=1

xi

1− x2
i

≥ n ·
1

n
·
n∑
i=1

1

1 + x2
i

=
n∑
i=1

1

1− x2
i

,

adic  (∗).

Egalitatea se obµine numai dac  x1 = x2 = . . . = xn sau
1

1− x2
1

=
1

1− x2
2

= . . . =
1

1− x2
n

,

ceea ce este echivalent cu x1 = x2 = . . . = xn =
1

n
.
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Revenind la roblema enunµat , pentru prima inegalitate a punctului b) se consider  în

inegalitatea (2) c  xi =
r

hi
, pentru i = 1, n etc.

Fie f : (0,∞)→ R , de�nit  prin:

f(x) =
n+ 1

n− 1
·

1

1 + x
− (n− 1) ·

1

(n− 2) + x
, n ≥ 3, n ∈ N.

Atunci

f ′′(x) = 2 ·
(n+ 1)(n− 2 + x)3 − 2(n− 1)2(1 + x)3

(n− 1)(1 + x)3(n− 2 + x)3
;

deoarece n ≥ 3 ³i x ∈ (0, 1), n ∈ N, se aratu a u³or c  (n+ 1)(n− 2 + x)3 − 2(n− 1)2(1 + x)3 este
pozitiv ; rezult  cu a f ′′(x) > 0 ³i deci f(x) este convex . Aplicând, atunci, inegalitatea Jensen
funcµiei convexe f , avem, pentru orice xi ∈ (0, 1), i = 1, n:

f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn) ≥ n · f
(
x1 + x2 + . . .+ xn

n

)
. (3)

Dac  în inegalitatea (3) alegem xi =
r

hi
³i µinem seama de relaµiile (A) precum ³i de faptul

c 

f


r

h1
+

r

h2
+ . . .+

r

hn
n

 = f

(
1

n

)
= 0,

rezult  în �nal inegalitatea cerut .
În �ne, aplicând din nou inegalitatea mediilor avem:

(n− 1) ·
n∑
i=1

hi

(n− 2)hi + r
≥ (n− 1) ·

n∑
i=1

n2

n∑
i=1

(n− 2)hi + r

hi

=

= (n− 1) ·
n2

n(n− 2)2 + 1
= (n− 1) ·

n2

(n− 1)2
=
n2

2
.

c) În inegalitatea (2) se alege xi =
r

(n− 2)ri
, i = 1, n (se µine seama de egalit µile (A); se

obµine astfel prima inegalitate a punctului c). Pentru cea de a doua inegalitate se aplic  inegalitatea

(3) funcµiei convexe g : (0, 1)→ R, g(x) =
1

n− 2
· f(x), unde f este funcµia considerat  la punctul

b); se alege xi =
r

(n− 2)ri
, i = 1, n ³i se observ  c :

g


r

(n− 2)r1
+

r

(n− 2)r2
+ . . .+

r

(n− 2)rn

n

 = g

(
1

n

)
=

1

n− 2
· f
(

1

n

)
= 0.

Rezult :

g

(
r

(n− 2)r1

)
+ . . .+ g

(
r

(n− 2)rn

)
≥ 0⇔

⇔
n+ 1

n− 1
·
n∑
i=1

ri

(n− 2)ri + r
− (n− 1) ·

n∑
i=1

ri

(n− 2)2ri + r
≥ 0.

În sfâr³it, a treia inegalitate rezult  tot din inegalitatea mediilor:

(n− 1) ·
n∑
i=1

ri

(n− 2)2ri + r
≥ (n− 1) ·

n2

n∑
i=1

(n− 2)2ri + r

ri

=

= (n− 1) ·
n2

n(n− 2)2 + (n− r)
=

(n− 1)n2

(n− 2)(n− 1)2
=

n2

(n− 2)(n− 1)
.
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În toate punctele problemei egalit µile au loc atunci ³i numai atunci când simplexul este
este ,,echifacial� (adic  S1 = S2 = . . . = Sn).

Pentru n = 3 ³i n = 4 se obµin frumoase inegalit µi în triunghi ³i tetraedru.
Problema constituie o generalizare a problemelor PP.5165 ³i PP. 5166 din ,,Octogon Math-

ematical Magazine�, pag. 357, octombrie 2004.

Soluµie dat  de Nicu³or Minculete de la Universitatea Cre³tinu a Dimitrie Cantemir din
Bra³ov. Fie (n− 1)-simplexul A1A2 · . . . ·An, n ≥ 3, în spaµiul euclidian (n− 1)−dimensional, iar
cu hi ³i ri se noteaz  în lµimile ³i razele hipersferelor exînscrise simplexului, cu r raza hipersferei
înscris  simplexului, cu V not m volumul simplexului, cu Si not m volumul (n − 2)−simplexul
A1A2 . . . Ai−1Ai+1 . . . An ³i în �ne:

S =

n∑
i=1

Si. (1)

Într-un (n− 1)−simplex se cunosc urm atoarele egalit µi:

hi =
(n− 1)V

Si
, (2)

r =
(n− 1)V

S
, (3)

ri =
(n− 1)V

S − 2Si
. (4)

Ca urmare, putem stabil u³or urm toarele relaµii:

n∑
i=1

=
r

hi
= 1, (5)

n∑
i=1

=
r

(n− 2)ri
= 1. (6)

Pentru început vom demonstra urm toarele patru inegalit µi:

i)
n∑
i=1

1

ai
≥ (n− 1)

n∑
i=1

1

A− ai
, (7)

unde ai = R∗+, pentru orice i = 1, n, A =

n∑
i=1

ai;

ii)
n∑
i=1

1

1− ai
≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

1

1 + ai
, (8)

unde ai = R∗+, pentru orice i = 1, n,
n∑
i=1

ai = 1;

iii)
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

1

1 + ai
≥ (n− 1)

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
, (9)

unde ai = R∗+, pentru orice i = 1, n,
n∑
i=1

ai = 1;

iv) (n− 1)
n∑
i=1

1

n− 2 + ai
≥

n2

n− 1
, (10)

unde ai = R∗+, pentru orice i = 1, n,
n∑
i=1

ai = 1.

i) Aplic m inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz, astfel:

(a1 + a2 + . . .+ ai−1 + ai+1 + . . .+ an)

(
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

ai−1
+

1

ai+1
+ . . .+

1

an

)
≥ (n− 1)2,
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deci:
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

ai−1
+

1

ai+1
+ . . .+

1

an
≥

(n− 1)2

A− ai
. (11)

Scriind ³i inegalit µile analoage inegalit µii (11), prin însumare, obµinem:

(n− 1)
n∑
i=1

1

ai
≥ (n− 1)2

n∑
i=1

1

A− ai
,

iar împ rµind cu n− 1, deducem inegalitatea (7).
ii) Rescriem inegalitatea (8) astfel:

n∑
i=1

1

1− ai
≥

2

n− 1

n∑
i=1

1

1 + ai
,

adic :

(n− 1)

n∑
i=1

ai

1− a2
i

≥
n∑
i=1

1

1 + ai
,

deci:

n

n∑
i=1

ai

1− a2
i

≥
n∑
i=1

1

1 + ai
+

n∑
i=1

ai

1− a2
i

=

n∑
i=1

1

1− a2
i

.

Prin urmare inegalitatea (8) este echivalent  cu inegalitatea:

n

n∑
i=1

ai

1− a2
i

≥
n∑
i=1

1

1− ai
. (12)

F r  a mic³ora generalitatea, presupunem c  ai ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, de unde rezult  c 
1

1− a2
1

≤
1

1− a2
2

≤ . . . ≤
1

1− a2
n

³i, prin aplicarea inegalit µii lui Cebâ³ev, deducem inegalitatea:

n
n∑
i=1

ai ·
1

1− a2
i

≥
n∑
i=1

ai

n∑
i=1

1

1− a2
i

=
n∑
i=1

1

1− a2
i

,

deoarece
n∑
i=1

ai = 1,în consecinµ  demonstrarea inegalit µii (8) se încheie.

iii) Prelucr m inegalitatea (9) ³i se obµine:

(n+ 1)
n∑
i=1

1

1 + ai
≥ (n− 1)

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
=

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
+ n

n∑
i=1

n− 2

n− 2 + ai
,

ceea ce este echivalent cu:

n

n∑
i=1

1

1 + ai
+

n∑
i=1

1

1 + ai
≥

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
+ n

n∑
i=1

n− 2

n− 2 + ai
,

deci:
n∑
i=1

(
1

1 + ai
−

1

n− 2 + ai

)
≥ n

n∑
i=1

(
n− 2

n− 2 + ai
−

1

1 + a1

)
,

adic :
n∑
i=1

n− 3

(1 + ai)(n− 2 + ai)
≥ n

n∑
i=1

ai

(1 + ai)(n− 2 + ai)
,

iar, prin împ rµire cu n− 3, se obµine inegalitatea:
n∑
i=1

1

(1 + ai)(n− 2 + ai)
≥ n

n∑
i=1

ai

(1 + ai)(n− 2 + ai)
. (13)

F r  a mic³ora generalitatea presupunem c  a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, de unde rezult  c :

1

(1 + a1)(n− 2 + a1)
≥

1

(1 + a2)(n− 2 + a2)
≥ . . . ≥

1

(1 + an)(n− 2 + an)
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si, prin aplicarea inegalit µii lui Cebâ³ev, deducem inegalitatea:

n
n∑
i=1

ai

(1 + a1)(n− 2 + ai)
≤

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

1

(1 + ai)(n− 2 + ai)
,

dar
n∑
i=1

ai = 1, prin urmare deducem inegalitatea (13).

iv) Utilizând inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:
n∑
i=1

(n− 2 + ai)

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
≥ n2,

deci

[n(n− 2) + 1]
n∑
i=1

1

n− 2 + ai
≥ n2,

în consecinµ :

(n− 1)

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
≥

n2

n− 1
.

Cumulând inegalit µile (8), (9) ³i (10) obµinem ³irul de inegalit µi:
n∑
i=1

1

1− ai
≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

1

1 + ai
≥ (n− 1)

n∑
i=1

1

n− 2 + ai
≥

n2

n− 1
, (14)

unde ai = R∗+, pentru orice i = 1, n,
n∑
i=1

ai = 1.

Revenim la inegalit µile din enunµ.
a) Prin utilizarea egalit µilor (3) ³i (4), obµinem notaµiile:

ri

ri − r
=

S

2Si
,

ri

ri + r
=

S

2(S − Si)
,

ceea ce înseamn  c  inegalitatea:
n∑
i=1

ri

ri − r
≥ (n− 1)

n∑
i=1

ri

ri + r
,

devine:
n∑
i=1

1

Si
≥ (n− 1)

1

S − Si
,

ceea ce este adev rat, luând ai = Si în inegalitatea (7).
Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:

n∑
i=1

(
1 +

r

ri

) n∑
i=1

1

1 +
r

ri

≥ n2,

dar:
n∑
i=1

(
1 +

r

ri

)
= n+ n− 2 = 2(n− 1),

a³adar:

(n− 1)

n∑
i=1

ri

ri + r
≥
n2

2
,

veea ce înseamn  c  inegalit µile de la punctul a) au fost demonstrate.

b) Cum
n∑
i=1

r

hi
= 1, lu m în ³irul de inegalit µi (14), ai =

r

hi
, ceea ce implic  ³irul de

inegalit µi:
n∑
i=1

1

1−
r

hi

≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

1

1 +
r

hi

≥ (n− 1)

n∑
i=1

1

n− 2 +
r

hi

≥
n2

n− 1
,
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adic :
n∑
i=1

hi

hi − r
≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

hi

hi + r
≥ (n− 1)

n∑
i=1

hi

(n− 2)hi + r
≥

n2

n− 1
.

c) Datorit  faptului c 
n∑
i=1

r

(n− 2)ri
= 1, lu m în ³irul de inegalit µi (14) ai =

r

(n− 2)ri
,

ceea ce implic  ³irul de inegalit µi:
n∑
i=1

1

1−
r

(n− 2)ri

≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

1

1 +
r

(n− 2)ri

≥ (n− 1)

n∑
i=1

1

n− 2 +
r

(n− 2)ri

≥
n2

n− 1
,

a³adar:
n∑
i=1

r

(n− 2)ri
≥
n+ 1

n− 1

n∑
i=1

r

(n− 2)ri + r
≥ (n− 1)

n∑
i=1

r

(n− 2)2ri + r
≥

n2

(n− 2)(n− 1)
,

astfel, demonstraµia este încheiat .

Observaµie. ³irurile de inegalit µi de la punctele b) ³i c) se pot îmbun t µi prin urm torul

procedeu: în inegalitatea (14) punem în loc de ai pe
1− ai
n− 1

, deoarece
1− ai
n− 1

∈ R∗+, pentru orice

i = 1, n,
n∑
i=1

1− ai
n− 1

= 1, din
n∑
i=1

ai = 1, deci aceasta devine:

(n− 1)
n∑
i=1

1

n− 2 + ai
≥ (n+ 1)

n∑
i=1

1

n− ai
≥ (n− 1)2

n∑
i=1

1

(n− 2)(n− 1) + 1− ai
≥

n2

n− 1
, (15)

iar, dac  aplic m din nou acest procedeu pentru inegalitatea (15), obµinem un alt ³ir de inegalit µi,
³i anume:

n∑
i=1

1

(n− 2)(n− 1) + 1− ai
≥
(
n2 − 1

) n∑
i=1

1

n(n− 1)− 1 + ai
≥

≥ (n− 1)3
n∑
i=1

1

(n− 2)(n− 1)2 + n− 2 + ai
≥

n2

n− 1
. (16)

Dac  înlocuim ai =
r

hi
în inegalitatea (15), atunci deducem ³irul de inegalit µi:

(n−1)

n∑
i=1

hi

(n− 2)hi + r
≥ (n+1)

n∑
i=1

hi

nhi − r
≥ (n−1)2

n∑
i=1

hi

(n2 − 3n+ 3)hi − r
≥

n2

n− 1
, (17)

iar pentru ai =
r

(n− 2)ri
, g sim ³irul de inegalit µi:

(n− 1)

n∑
i=1

ri

(n− 2)2hi + r
≥ (n+ 1)

n∑
i=1

ri

n(n− 2)hi − r
≥

≥ (n− 1)2
n∑
i=1

ri

(n2 − 3n+ 3) (n− 2)ri − r
≥

n2

n− 1
. (18)

Prin continuarea procedeului de mai sus se pot g si o mulµime de inegalit µi care pot
îmbun t µii ³irul de inegalit µi din enunµul problemei.

252. Dac  x1, x2, . . . , xn > 0, unde n ∈ N, n ≥ 2, k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, S =
n∑
i=1

x1 ³i

σ =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
xi1 · xi2 · . . . · xik , s  se arate c :

∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

√
xi1 · xi2 · . . . · xik (S − xi1 − xi2 − . . .− xik ) ≤

√
Ckn−1Sσ.
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Gh. Szöllösy

Soluµia autorului. Din inegalitate mediilor rezult :

∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

√√√√Cknxi1 · xi2 · . . . · xik
σ

·

n

n− k
(
S − xi1 − xi2 − . . .− xik

)
S

≤

≤
1

2

(
Ckn +

n

n− k
(n− k)

Ckn
n

)
= Ckn,

deci ∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

√
xi1 · xi2 · . . . · xik

(
S − xi1 − xi2 − . . .− xik

)
≤

≤ Ckn

√
(n− k)Sσ

nCkn
=

√
n− k
n

CknSσ =
√
Ckn−1Sσ,

q.e.d.

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional ,,Gheorghe Ro³ca-Codreanu�
din Bârlad.

Inegalitatea din enunµ nu este nimic altceva decât inegalitatea Cauchy-Scwarz în forma:

m∑
i=1

√
aibi ≤

√√√√ m∑
i=1

ai

m∑
i=1

bi

pentru m = Ckn, numerele ai egale respectiv cu produsele xi1 · xi2 · . . . · xik (dup  toate alegerile
indicilor 1 ≤ i1 ≤ i2 < . . . < ik ≤ n). Avem atunci suma numerelor ai egal  cu σ, iar:

m∑
i=1

bi =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(
S − xi1 · xi2 · . . . · xik

)
=
(
Ckn − C

k−1
n−1

)
S = Ckn−1S

³i nu mai este nimic de demonstrat.

ISTORIA MATEMATICII

La 100 de ani de la na³terea academicianului Nicolae Teodorescu în
contextul european al ³tiin µei

de Eufrosina Otl can

Academicianul Nicolae Teodorescu (1908-2008) aparµine generaµiei de aur a matematicii
române³ti. Personalitate marcant  a cercet rii de specialitate, s�a implicat cu d ruire educaµiei
³tiinµi�ce a tinerei generaµii, menµinerii cercet rii matematice din µar  în atenµia lumii ³tiinµi�ce
internaµionale ³i înf ptuirii unor programe naµionale de dezvoltare ³tiinµi�c , tehnic  ³i cultural .

1. Studii, funcµii, discipline universitare predate

N scut la Bucure³ti la 5/18 iulie 1908, Nicolae Teodorescu ³i-a f cut aici toate studiile,
luându-³i licenµa în matematici în anul 1929. Doctoratul în matematici ³i-l trece la Universi-
tatea Sorbona din Paris la 25 aprilie 1931. Subiectul tezei sale de doctorat pornea de la noµi-
unea de derivat  areolar  introdus  în 1912 de ilustrul matematician român Dimitrie Pompeiu,
continuându-i studiul teoretic, g sindu-i aplicaµii interesante în Fizica matematic  ³i indicând leg -
turi cu noµiunea de derivat  exterioar  a matematicianului francez Elie Cartan. Ca o onoare ³i
recunoa³tere f cut  cercet rii române³ti, în comisia de doctorat din universitatea parizian  este
invitat ³i Dimitrie Pompeiu, fapt f r  precedent ³i care, din câte ³tiu, nu s-a mai repetat nici pân 
ast zi.

Întors la Bucure³ti dup  susµinerea doctoratului, Nicolae Teodorescu deµine, pe rând sau
uneori simultan, funcµii universitare la Facultatea de ³tiinµe a Universit µii, la Academia de arhi-
tectur , la Institutul de statistic , actuariat ³i calcul, la Institutul Politehnic, la Institutul de
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Construcµii. Din 1953 va � ³ef de catedr  la Facultatea de matematic  a Universit µii din Bu-
cure³ti, iar între anii 1960-1972 decan al acestei facult µi. �i disciplinele matematice pe care le-a
predat sunt multiple: mecanic , geometrie descriptiv  ³i stereotomie, analiz  matematic , ecuaµii
diferenµiale, calcul operaµional, matematici speciale aplicate, ecuaµiile �zicii matematice.

Din 1948 a fost vicepre³edinte al Societ µii de ³tiinµe Matematice din România, iar din 1975
a fost pre³edintele ei, coordonând toate publicaµiile periodice ³i ne-periodice ale acestei instituµii.
Din 1949, de la în�inµarea Institutului de matematic  al Academiei Române, Nicolae Teodorescu
a fost ³ef de secµie pentru Ecuaµii diferenµiale ³i cu derivate parµiale.

Despre lucr rile de cercetare matematic 

Domeniile pe care Nicolae Teodorescu le atac  în lucr rile sale ³tiinµi�ce sunt: analiza
matematic , ecuaµiile cu derivate parµiale liniare de ordinul întâi ³i de ordin superior, teoria ge-
ometric  a ecuaµiilor diferenµiale sau a celor cu derivate parµiale, calculul vectorial ³i tensorial,
calculul numeric. Funcµiile monogene (a) ³i funcµiile olomorfe (α), introduse de Nicolae Teodorescu
în lucr ri privind noµiunea de derivat  areolar  a lui Pompeiu ³i l rgirea acestei noµiuni sunt în-
scrise în ,,Histoire generale des Sciences�, publicat  sub direcµia lui René Taton (Partea a III-a, ,,La
science contemporaaine� vol. I, Le XXe siécle, Presse Universitaires de France, 1964, p. 43). Nico-
lae Teodorescu dezvolt , sintetizeaz  ³i g se³te semni�caµii �zice pentru idei care aparµineau unor
nume mari ale matematicii internaµionale, precum J. Hadamard, H. Weyl, E. Cartan, O. Veblen.
Extinderea noµiunii lui Pompeiu de derivat  areolar  l-a condus la conexiuni cu cercet ri ale lui De
la Vallée Poussin ³i Lebesgue, dar ³i cu discipline mecanice, precum elasticitatea ³i hidrodinamica.
Rezultatele obµinute de Nicolae Teodorescu au fost folosite de matematicieni români, numind în
primul rând pe Gr. C. Moisil, dar ³i de cercet tori din afara µ rii, printre care A. Tomolo, T.
Vignaux, J. Ridder, F. Polaczek, V. S. Feodotov, I. N. Vequa.

Lucr rile lui Nicolae Teodorescu sunt publicate în reviste de specialitate de prim  clas , pre-
cum ,,C. R. Acad. Sc. Paris�, ,,Rendiconti dei Lincei�, ,,Annali di Matematica� din Bologna, ,,Annali
de matematica pura ed applicata�, ,,Journal de mathématiques pures et appliquées�, ,,Commentarii
mathematici helvetici�, ,,Mathematica� de la Cluj ³i în revistele Academiei Române. Teza sa de
doctorat, ,,La dérivée aréolaire et ses applications à la Physique mathématique� a fost publicat  de
Gauthier-Villars.

Nicolae Teodorescu a fost membru corespondent al Academiei Române din 1955 ³i membru
titular din anul 1963.

3. Educator al tinerei generaµii

A fost mai întâi activitatea de la catedra universitar , de unde multe decenii a transmis
studenµilor cuno³tinµe de înalt  matematic . A pus la dispoziµia studenµilor lecµiile tip rite, precum
un ,,Curs de hidrodinamic  plan  ³i aplicaµii aerodinamice� (1936), ,,Calcul numeric ³i gra�c� (1951),
,,Calcul vectorial� (1951), ,,Metoda vectorial  în �zica matematic � în dou  volume, editate de
Editura Tehnic  în 1953 ³i 1954, distinse cu Premiul de Stat. Mai sunt publicate ,,Curs de ecuaµiile
�zicii matematice�, 2 volume, litogra�at de Universitatea Bucure³ti (1953 - 1954), ,,Ecuaµiile �zicii
matematice�, partea a III-a (1959), partea a IV-a (1961), publicate de Editura de Stat Didactic  ³i
Pedagogic .

Academicianul Nicolae Teodorescu a antrenat în cercetare, dar ³i în redactarea cursurilor
universitare matematicieni mai tineri. În felul acesta în anii 1950-1951 au fost litogra�ate manualele
universitare: ,,Curs de ecuaµii diferenµiale ³i cu derivate parµi ale�, redactat de asistent I. P. Elianu
³i ,,Ecuaµiile �zicii matematice� redactat de asistent M. Mayer în 1963 ³i 1965, Editura de stat
Didactic  ³i Pedagogic  public  în dou  volume ,,Ecuaµiile �zicii matematice�, autori N. Teodorescu
³i V. Olaru.

Preocupat de modernizarea înv µ mântului matematic românesc, Nicolae Teodorescu stu-
diaz  în 1963, la Londra, aspecte ale organiz rii înv µ mântului din Anglia.

Dezvoltarea sistemului de gândire matematic, riguros, a fost o constant  în activitatea lui
Nicolae Teodorescu, materializat  ³i prin activitatea sa la Gazeta Matematic , unde î³i începuse
activitatea creatoare înc  din anii copil riei. În 1980 a în�inµat ,,Gazeta matematic  metodic  ³i
metodologic � pentru profesori ³i studenµi, iar vechii Gazete îi adaug  rubrici noi (Informatic ,
Concurs, Recenzii, probleme comentate). Pân  în 1980 acad. Nicolae Teodorescu a coordonat
Olimpiadele Naµionale de Matematic . Profesorii de matematic  din înv µ mântul preuniversitar au
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bene�ciat de organizarea consf tuirilor organizate de S.S.M.R., iniµiate de acad. Nicolae Teodorescu
³i la care a fost prezent de multe ori, µinând lecµii pentru profesori ³i elevi.

Pentru a trezi interesul tinerilor pentru matematic , Nicolae Teodorescu a publicat în
Gazeta Matematic  atât articole de prezentare a unor noµiuni ³i teorii noi, cât ³i pagini dedi-
cate unor valoroase personalit µi ale matematicii române³ti ³i str ine. (Ex: ,,Metoda geometric 
în �zica matematic � în Gazeta matematic  ³i �zic  seria A, vol. V, 1953, ,,Dimitrie Pompeiu� în
octombrie 1954, ,,Cel de al patrulea Congres al matematicienilor români� în iulie 1956, ,,Congresul
internaµional al matematicienilor de la Edinbourg�, în noiembrie 1958, ,,Personalitatea lui Ianos
Bolyai�, în 1960 etc.).

4. Reprezentant al matematicii române³ti în lumea ³tiinµi�c  european 

Dup  susµinerea doctoratului la Paris cu teza sa care a trezit interes viu ³i de durat  în
lumea matematicienilor, Nicolae Teodorescu continu  s  se a�rme ³i s  creeze punµi de leg tur 
cu oameni de ³tiinµ  din Europa în calitate de secretar a fost principalul organizator al celui de al
4-lea Congres al matematicienilor români, desf ³urat între 27 mai ³i 4 iunie 1956 la Bucure³ti. La
acest congres s-au prezentat 223 comunic ri ³i conferinµe de c tre 152 matematicieni români ³i 74
str ini. veniµi din 18 µ ri, cei mai mulµi din Germania ³i Franµa. Au fost multe nume r sun toare
în matematica mondial , între care J. Hadamard, care, scria Nicolae Teodorescu ([4]): ,,la vârsta
de 92 de ani ne-a f cut deosebita cinste de a veni în µar � ³i, în acela³i articol, despre congres:
,,Preg tit cu atenµie ³i cu grij  timp de 10 luni, acest Congres a însemnat o dat  memorabil 
pentru ³tiinµa româneasc , bucurându-se de o participare internaµional  f r  precedent în µara
noastr �. Aprecierile vin ³i din partea marelui J. Hadamard, spunând despre Congres c  ,,indic ,
dup  p rerea mea, o dat  semni�cativ  în evoluµia cultural  a lumii întregi în aceast  epoc . Salut
aceast  dat ½`.

N. Teodorescu a participat ca delegat al µ rii noastre, f când comunic ri, la multe congrese
³i colocvii in str in tate ([ 1], [4]). Între acestea: Amsterdam (1954), Praga (1955), Moscova ³i
Viena (1956), Paris (1957), Edinbourg (1958), Roma (1960), Balaton, Bologna ³i Florenµa (1961),
Stockholm (1962). �ine conferinµe în Franµa (1931, 1957, 1963), în Italia (1936, 1964), în Belgia
(1935, 1938, 1939, 1959), Germania de Est (1955). Dintr-o relatare f cut  în Gazeta matematic 
[4, pag. 209-211] deducem c  Nicolae Teodorescu prezenta în conferinµele sale din str in tate nu
doar cercet rile ³i descoperirile proprii, ci ³i pe ale colegilor s i români: ,,Prin numeroase contribuµii
ale matematicienilor români (Gr. Moisil, M. Nicolescu, Gh. C lug reanu) ³i str ini [ ... ] teoria
derivatei areolare ³i-a câ³tigat un loc sigur în mâtematica moderna ca o important  realizare a
³coalei matematice române³ti�.

Desigur c  ³i multitudinea lucr rilor ³tiinµi�ce, publicate de N. Teodorescu în prestigioase
reviste str ine de specialitate, au constituit o baz  pentru prezenµa în lume a cercet ri matematice
din România.

5. Implicarea lui Nicolae Teodorescu în programul de informatizare a µ rii

În raportul Institutului Naµional de Cercetare - Dezvoltare în Informatic , ICI, [3], se arat 
c  în iunie 1967 a fost elaborat ³i adoptat primul Program de dotare a economiei naµionale cu
echipamente moderne de calcul ³i automatizarea prelucr rii datelor ³i s-a declan³at activitatea
organizat  la nivel naµional în domeniul informaticii. ,,Un stimul important pentru elaborarea
acestui program de informatizare l-a constituit propunerea înaintat  conducerii statului de c tre
Mihai Dr g nescu ³i Nicolae Teodorescu�.

În articolul ,,Mihai Dr g nescu � cronologia activit µilor în domeniul informaticii� [2], citim
c  în 1966 ,,elaboreaz  ³i înainteaz  Consiliului Naµional pentru Cercetare �tiinµi�c  [ ... ] împre-
un  cu Acad. Nicolae Teodorescu, matematician, o propunere privind introducerea ³i utilizarea
calculatoarelor electronice în economia ³i societatea româneasc , propunere care a contribuit la
lansarea primului program de informatizare în România�.

Octogenar activ, academicianul Nicolae Teodorescu d dea r spuns discursurilor de recepµie
în Academia Român  academicianului Romulus Cristescu, actualul pre³edinte al secµiei de Matem-
atici si regretatului academician Constantin Drâmb .

Academicianul Nicolae-Victor Teodorescu, sau mai simplu, profesorul Nicolae Teodorescu,
cum ³ia semnat c rµile ³i cum l-am cunoscut noi, cei care i-am fost studenµi, a p r sit viaµa aca-
demic  ³i viaµa realit µilor noastre la 28 februarie 2000.
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Spaµiile neolonome ale lui Vrânceanu
din punctul de vederea al geometriei distanµei

de M. Buliga

Aceast  aniversare a descoperirii spaµiilor neolonome de c tre Gheorghe Vr nceanu [12]
(1926), [13] (1928), este o bun  ocazie pentru a descrie unele apariµii surprinz toare, dar naturale,
ale acestor spaµii în patru domenii matematice: operatori diferenµiali hipoeliptici, geometria sub-
riemannian , teoria grupurilor Carnot ³i teoria geometric  a grupurilor discrete. Cum de apar
spaµiile neolonome în astfel de domenii variate? Cheia necesar  pentru a întelege este dat  de
geometria distanµei.

Vr nceanu are contribuµii importante în mai multe domenii ale matematicii, nu doar teoria
spaµiilor neolonome. De exemplu, în lucrarea [14] (1950), urmat  de o serie de alte articole, s-a
ocupat de grupuri Lie de rang zero, numite ³i grupuri �liforme, o clas  particular  de grupuri
Carnot. În [15], [16] (1962-1963) ³i alte lucr ri a studiat scufund ri ale unui grup discret în grupuri
lineare. Pot doar s  presupun c  intuiµia sa puternic  l-a ghidat spre domenii care dup  un timp
s-au dovedit a � legate cu spaµiile neolonome.

Gh. Vr nceanu a fost condus c tre descoperirea spaµiilor neolonome de anume preocup ri,
din �zica teoretic  ³i din geometria diferenµial , care erau de mare actualitate în epoc . Spaµiile
neolonome în mecanica clasic  apar în cinematica sistemelor dinamice cu leg turi liniare. O surs 
iniµial mai puµin menµionat , dar în prezent reconsiderat , se g se³te în lucr rile privind termodi-
namica ale lui Gibbs ³i Carathéodory. Un spaµiu neolonom poate � înzestrat cu o distanµ  numit 
distanµ  Carnot-Carathéodory, în acela³i fel în care o varietate diferenµial  poate � dotat  cu o dis-
tanµ  riemanniana. Astfel, în geometria spaµiilor metrice spaµiile neolonome sunt cunoscute drept
spaµii Carnot-Caratheodory. Aceast  din urm  terminologie s-a impus în subiectele matematice pe
care le voi evoca mai jos.

Geometria sub-riemannian  studiaz  spaµiile neolonome dotate cu distanµe Carnot-Cara-
théodory. Pentru a întelege u³or natura acestor distanµe, s  ne închipuim c  suntem în cabina unui
camion cu remorc . Dorim s  parc m camionul ³i remorca sa paralel cu trotuarul. Este evident c 
de³i distanµa pân  la trotuar este, s  zicem, de 2 metri, avem nevoie s  parcurgem o distanµ  mult
mai mare pentru a parca, datorit  diverselor manevre necesare. Distanµa aceasta este o distanµ 
Carnot-Caratheodory. Într-adev r, sistemul mecanic format din camion ³i remorca sa este descris
de un spaµiu neolonom, în care se µine cont de diversele leg turi (sau constrângeri) la care este
supus sistemul. Ideal, un bun ³ofer va parca urmând o geodezic  (drum de lungime minim ) în
acest spaµiu neolonom, iar distanµa necesar  pentru a parca reprezint  lungimea acestei geodezice.
Imaginaµia matematicianului vede aici un spaµiu neolonom ale c rui puncte reprezint  con�guraµii
(poziµii) posibile ale camionului-remorc , ³i în care distanµele se m soar  de-a lungul geodezicelor.
Cum arat  aceste spaµii ascunse ochiului? În anii '20, dup  contribuµiile lui Cartan, Levi-Civita
³i Weyl la teoria conexiunilor, Vr nceanu d  o descriere a acestor spaµii în termeni de geometrie
diferenµial .

Mult mai târziu, în 1967, Hörmander [7] face o contribuµie fundamental  în domeniul
ecuaµiilor cu derivate parµiale, în care studiaz  operatorii hipoeliptici (ace³tia sunt pentru un spaµiu
neolonom ceea ce un operator eliptic, de exemplu operatorul laplacian, este pentru un spaµiu
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riemannian). Aceast  contribuµie a lui Hörmander este o dezvoltare a muncii pentru care prime³te
medalia Fields în 1962.

În 1981M. Gromov [5] demonstreaz  o teorem  reciproc  a alternativei lui Tits. S  conside-
r m un grup (discret) G generat de un num r �nit de elemente. Dac  acest grup poate � scufundat
într-un grup de transform ri liniare ale unui spaµiu vectorial �nit dimensional, atunci cre³terea sa
este polinomial  sau exponenµial  (aceasta este alternativa lui Tits). Cre³terea unui grup discret
este o estimare a funcµiei care asociaz  unui num r natural n (su�cient de mare) num rul de
elemente ale grupului ce pot � obµinute ca produse de cel mult n generatori. De³i functia cre³tere
depinde de alegerea generatorilor grupului, comportamentul s u atunci când n tinde la in�nit este
independent de alegerea generatorilor. Alternativa lui Tits ne spune c  pentru subgrupuri discrete
(³i �nit generate) ale grupurilor liniare num rul de elemente ale grupului ce pot � scrise ca produse
de cel mult n generatori se comport  (pentru n mare) ca un polinom în n sau ca o exponenµial  în
n. În particular, dac  grupul discret G este virtual nilpotent atunci cre³terea sa este polinomial .
Gromov demonstreaz  c  dac  grupul G are o cre³tere polinomial  atunci el este virtual nilpotent
(adic  modulo un grup �nit el poate � scufundat într-un grup de matrici superior triunghiulare).

Pentru a demonstra aceasta teorem  remarcabil ) Gromov face apel la spaµiile neolonome!
S  ata³ m grupului G o distanµ : dou  elemente diferite x, y din G sunt la distanµa m (num r
natural nenul) dac  putem scrie y = ux cu u element al lui G care poate � scris numai ca un produs
de cel puµin m generatori ai lui G. Grupul G devine astfel un spaµiu metric, cu distanµa notat 
cu d. Gromov arat  c  putem privi de departe acest spaµiu metric, în felul urm tor: s  not m cu
B(n) mulµimea elementelor lui G care pot � exprimate ca produs de cel mult n generatori. Pentru

orice num r natural nenul n avem spaµiul metric B(n) cu distanµa
d

n
. Acest spaµiu metric este

de diametru cel mult 2 (pentru c  am împ rµit distanµa d la n). Pentru n din ce în ce mai mare
B(n) are din ce în ce mai multe elemente, iar elementele sale sunt din ce în ce mai apropiate.
Obµinem astfel un ³ir de spaµii metrice care tinde (în sensul introdus de Gromov) spre un spaµiu
metric care nu mai este discret, ci continuu, mai precis este un spaµiu neolonom de un tip special,
numit grup Carnot (din nou o referire la terminologia împrumutat  în termodinamic ). Aceasta se
întâmpla în ipoteza cre³terii polinomiale a lui G. Gromov arat  c  acest spaµiu asimptotic este un
spaµiu Carnot-Carathéodory asociat unui grup nilpotent graduat, de unde deduce c  G este virtual
nilpotent.

Grupurile Carnot, numite ³i grupuri omogene, vezi Folland, Stein [4], sunt obiecte de interes
în domenii ale analizei matematice ³i ale ecuaµiilor cu derivate parµiale, legate de operatorii difer-
enµiali hipoeliptici ai lui Hörmander. O clas  interesant  a lor este format  de grupurile �liforme,
introduse ³i studiate de Vr nceanu în [14].

Aceste grupuri apar din nou în studiul spaµiilor neolonome o dat  cu lucrarea lui Mitchell
[10] din 1985. Acesta demonstreaz  c  spaµiul tangent (în sens metric) la un spaµiu neolonom
(regulat) este un grup Carnot, folosind un raµionament asem n tor cu cel precedent. În loc s 
mergem spre in�nitul mare, vom merge spre in�nitezimal. S  privim vecin tatea unui punct x
dintr-un spaµiu neolonom M din ce în ce mai de aproape. Pentru �ecare num r natural nenul n

vom considera spatiul metric B(n) al punctelor y a�ate la distant  cel mult
1

n
de punctul x, cu

distanµa nd. Pentru �ecare n spaµiul metric B(n) are diametrul cel mult 2, pentru c  am înmulµit
distanµa Carnot-Caratheodory iniµial  d cu n. Pentru n din ce în ce mai mare, mulµimea B(n) este
din ce în ce mai mic , iar distanµele dintre punctele din ce în ce mai apropiate de x devin din ce
în ce mai mari, tinzând spre o distanµ  �nit . La limit  obµinem spaµiul tangent în punctul x la
varietatea neolonom  M . Mitchell demonstreaz  c  acesta este un grup Carnot (adic  la rândul
s u un spaµiu neolonom).

Geometria metric  a spaµiilor neolonome este studiat  în continuare de Belläiche [1] ³i
Gromov [6] (1996). Ace³tia furnizeaz  o descriere a spaµiilor neolonome intrinsec  din punctul de
vedere al geometriei distanµei. Într-un astfel de spaµiu noµiunile intrinseci de: in�nitezimal, derivare,
�brat tangent, sunt altele decât cele uzuale pentru o varietate diferenµial . Într m aici într-un
domeniu �erbinte al matematicii actuale, cel al analizei matematice pe spaµii metrice generale.
Spaµiile neolonome furnizeaz  o clas  foarte interesant  de exemple pe care teoria general  este
aplicat  ³i noi idei sunt testate. Domeniul este în dezvoltare, dup  cum arat  contribuµii recente
ale unor mari matematicieni: Cheeger [3] (1999), Margulis, Mostow [8] (1995) (³i r spunsul [9] la
o critic  a lui Deligne).

O parte a interesului pentru spaµiile neolonome privite din punctul de vedere al geometriei
distanµei vine ca urmare a articolului lui Pansu [11] (1989), în care acesta d  o nou  demonstraµie a
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teoremei de super-rigiditate a lui Margulis (medalie Fields în 1978), privind scufundarea grupurilor
discrete în anume grupuri continue (grupuri Lie). O scufundare quasi-izometric  unui grup discret
într-un alt spaµiu metric (de exemplu un grup continuu cu o distanµ  invariant  la stânga) este o
scufundare f r  a modi�ca distanµa pe grupul discret prea mult: s  not m cu d distanµa pe grupul
discret în raport cu un sistem de generatori, cu d′ distanµa pe spaµiul metric µint  ³i cu f funcµia
care face scufundarea. Funcµia f este o quasi-izometrie dac  exista constante A ³i B pozitive astfel
încât pentru orice x, y din grupul discret avem:∣∣Ad′ (f(x), f(y))− d(x, y)

∣∣ ≤ B.
Exista întotdeuna o astfel de scufundare? Cum numarul B poate � arbitrar de mare, este

vorba de o proprietate metrica la scara mare. Margulis demonstreaz  pe o cale foarte lung  faptul
c  doar în cazuri foarte particulare o astfel de scufundare exist , de unde numele de super-rigiditate:
chiar dac  avem voie s  deform m arbitrar de mult (dar în limitele impuse de existenµa constantelor
A, B) grupul discret ca s  îl scufundam în grupul continuu, asta este posibil doar dac  cele dou 
grupuri sunt apropiate în anume sens.

Pansu demonstreaz  c  dac  privim de foarte departe scufundarea f , în stilul lui Gromov,
aceasta devine o aplicaµie Lipschitz (aproape ca ³i cum B = 0) între un grup Carnot (spaµiu ne-
olonom) ³i un spaµiu riemannian. Apoi demonstreaz  c  o teorem  clasic  de analiza (teorema
lui Rademacher: orice aplicaµie Lipschitz este derivabil  aproape peste tot) este adevarat  pentru
situaµia dat , într-un sens generalizat, folosind o noµiune de derivare intrinsec  spaµiilor neolonome.
În concluzie, exist  m car un punct (din spaµiul metric asimptotic la grupul discret) în care scu-
fundarea este derivabil  ³i derivata sa este o aplicaµie liniar  (mor�sm de grupuri). Existenµa
acestor aplicaµii liniare este o problem  algebrica u³or de tran³at, ceea ce ne conduce la rezultatul
de rigiditate al lui Margulis!

De aici, unde s  mergem mai departe în studiul spaµiilor neolonome? Domeniul este vast,
posibilit µile de extindere sunt mari. Îmi permit în continuare s  sugerez o direcµie personal . Spaµi-
ile neolonome ale lui Vr nceanu sunt prezente, dup  cum s-a v zut, în multe subiecte matematice
legate de propriet µile in�nitezimale ³i asimptotice (la in�nit) ale spaµiilor metrice. Aici geometria
³i analiza matematic  se întâlnesc. Spaµiile neolonome ne obi³nuiesc cu noi noµiuni de in�nitezimal
³i ne îndeamn  s  reconsider m rezultate matematice clasice dintr-o nou  perspectiv . Vr nceanu
a introdus spaµiile neolonome ca o construcµie din domeniul geometriei, sub domeniul geometriei
diferenµiale, adic  folosind concepte clasice de analiz  matematic  drept fundament. Ori, rezultate
recente ne arat  c  aceste spaµii sunt, din punctul de vedere intrinsec al geometriei distanµei, altfel
decât orice am v zut pân  acum. În loc de spaµii vectoriale g sim grupuri Carnot (un fel de spaµii
vectoriale necomutative), iar în loc de variet µi diferenµiabile g sim spaµii neolonome. Poate c 
este momentul s  descoperim spaµiile neolonome ca exemple de spaµii pe care tr ie³te o alt  analiz 
matematic  decât cea uzual  (cum este sugerat în [2]). Astfel, dac  facem o paralel  cu apariµia
spaµiilor ne-euclidiene acum mai mult de un secol, poate vom putea a�rma cândva c  primele exem-
ple de spaµii cu analiz  ne-euclidian  (adic  la orice scar  altfel decât un spaµiu euclidian) aparµin
geometrului român Gheorghe Vr nceanu.
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Simpozion dedicat revistei ,,Recreaµii ³tiinµi�ce�1)

(1883-1888)

Academia Român  � �liala din Ia³i a g zduit, în ziua de 15 martie a.c., simpozionul ,,125 de
ani de la apariµia revistei Recreaµii �tiinti�ce�. Festivitatea s-a desf ³urat sub auspiciile Academiei
Române, Facult µii de Matematic  a Universit µii Al. I. Cuza, Catedrei de matematic  a Univer-
sit µii Tehnice Gh. Asachi ³i ale Asociaµiei ,,Recreaµii Matematice�.

Cuvântul de deschidere a aparµinut acad. Viorel Barbu, pre³edintele �lialei Ia³i a Academiei
Române, care a subliniat faptul c  revista ,,Recreaµii �tiinµi�ce, este prima publicaµie din µar  cu
acest pro�l adresat  tineretului. Al turi de alte evenimente ie³ene remarcabile ale anului 1883
� apariµia ediµiei T. Maiorescu a Poeziilor lui Mihai Eminescu, inaugurarea statuii lui �tefan cel
Mare ³.a., apariµia Rereaµiilor �tiinti�ce reprezint  un moment important al culturii ³i spiritualit µii
române³ti.

Fondatorii, distin³i profesori ai Universit µii din Ia³i sau ai ³colilor ie³ene, cât ³i colaboratorii
revistei au asigurat o înalt  µinut  ³tiinµi�c  acesteia. Revista a circulat în întregul Regat al
României de atunci ³i se remarc  prin varietatea subiectelor abordate, rigoare, frumoasa limb 
român  folosit  ³i o gra�c  excelent  pentru acele timpuri.

Acad. V. Barbu menµioneaz  c , în cadrul simpozionului este lansat  colecµia integral 
a revistei ,,Recreaµii �tiinµi�ce�, reeditat  în forma originar , nemodi�cat . Realizarea acestui
proiect de reeditare se datore³te sprijinului material entuziast al doamneiMarinela Ghigea, director
al �rmei Kepler Systemes d'Information, precum ³i muncii depuse de dr. Dan Tiba, cercet tor la

1) Textul este reprodus dup  cel ap rut în revista ,,Recreaµii Matematice�, an X, nr. 3, 2008,
pp. 99-108. (N. R.)
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Institutul de matematic  al Academiei Române ³i de prof. dr. Temistocle Bîrsan de la Universitatea
Tehnic  Gh. Asachi.

Cuvânt rile µinute de acad. Radu Miron, prof. dr. Vasile Oproiu, prof. dr. Dorin
Ie³an, m.c. al Academiei, prof. dr. Teodor Precupanu, în aceast  ordine, sunt prezentate mai
jos. Programul simpozionului se încheie cu proiecµia unor documente privind revista ,,Recreaµii
³tiinµi�ce� ³i epoca în care a ap rut aceast  prezentate de prof.dr. Temistocle Bîrsan.

Recreaµii �tiinti�ce � 125 ani de la apariµia primului num r
Acad. prof. dr. doc. Radu Miron

La 15 ianuarie 2008 s-au împlinit 125 de ani de la publicarea num rului 1 din primul volum
al revistei ,,Recreaµii �tiinµi�ce�. Menit  a face educaµie ³tiinµi�c  tineretului din Regatul României,
revista, care a avut o existenµ  de numai ³ase ani, a dep ³it graniµele în toate zonele locuite de
români. În�inµat  de zece oameni înv µaµi din vechea capital  a Moldovei, ea avea s  imprime în
con³tiinµa locuitorilor acestui p mânt primele capitole elevate de istorie a ³tiinµelor din µar  � ³i
cele întâi lecµii pentru un înv µ mânt modern în domeniul ³tiinµelor exacte. Peste veac s-a v zut
înrâurirea covâr³itoare a ideilor vehiculate în cuprinsul acestei reviste, în �coala de toate gradele ³i
în cercetare, conducând la integrarea noastr  în rândul µ rilor care aveau deja tradiµii seculare.

Datorit  conµinutului preponderent matematic se poate a�rma cu deplin temei c  revista a
deschis prima pagin , a matematicilor române³ti. A³a cum sa remarcat mai târziu, dac  publicaµia
s-ar � numit ,,Recreaµii matematice�, ea ar � constituit prima publicaµie din lume în domeniu, care
se adreseaz  tineretului. Este adev rat c  la ³apte ani de la dispariµia ,,Recreaµiilor ³tiinµi�ce�, în
1895 a fost în�inµat  ,,Gazeta Matematic � cu adres  special  pentru tineretul român. Dar aceast 
revist  este considerat  a doua din lume ca pro�l ³i destinaµie.

Evident, apariµia ,,Gazetei�, a³a cum sublinia Gheorghe �iµeica, a fost impulsionat  de
,,Recreaµiile ³tiinµi�ce�.

Acum, la 125 de ani de la în�inµare a celebrei reviste, se cuvine s  exprim m omagii profunde
memoriei fondatorilor: N. Culianu, C. Climescu, I. Melic de la Universitatea Al. I. Cuza, G. I.
Lucescu, V. Paladi, G.I. Ro³iu, I. D. Rallet, G. Zarifopol, I. V. Praja ³i I. M. Dospinescu din
înv µ mântul preuniversitar ie³ean. Prin competenµa, pasiunea ³i sacri�ciile personale f cute cu
generozitate ei au reu³it s  trezeasc  interesul pentru ³tiinµ , în general ³i s  stimuleze gustul pentru
matematici în special.

Sunt emoµionante cuvintele scrise într-un editorial al revistei: Credem c  noi am tras cea
înt i brazd  care conduce c tr  lucr ri originale. Brazda-i mic  ³i�i îngust , dar exist !

Personalitatea fondatorilor este bine cunoscut . Ei sunt prezentaµi de George �t. Andonie
în volumul 1 din Istoria Matematicii în România. Majoritatea lor sunt oameni de ³tiinµ  cu studii
înalte f cute în Franµa, Italia, Olanda ³i Germania. Un gând de recuno³tinµ  colaboratorilor, nu
mai puµin celebri: M. Tzony, V. Costin, P. Tanco, C. Gogu ³i rezolvitorilor pasionaµi, elevi pe
vremea aceea, E. Pangrati ³i D. Pompeiu.

Nu trebuie s  uit m pe oamenii de- ³tiinµ  care au susµinut peste timp importanµa revistei
³i impactul ei în cultura româneasc . Cit m doar câµiva dintre ei: Alexandru Myller, Octav Mayer,
Ilie Popa, Gheorghe Gheorghiev, Gheorghe Banta³, Gheorghe �iµeica, G. �t. Andonie, N. N.
Mih ileanu etc.

Condiµiile istorice în care a ap rut în 1883 revista ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� nu erau dintre
cele mai favorabile. Unirea Principatelor abia se înf ptuise, Regatul României era abia întemeiat,
R zboiul de Independenµ  din 1877 l sase urme adânci în con³tiinµa românilor, alfabetul chirilic
fusese înlocuit cu cel latin, limba român  literar  abia î³i de�nitivase procesul de uni�care, românii
î³i a�rmau în mod decisiv aspiraµia spre o societate modern . În atari condiµii, de³i ap ruser  cu 23
de ani înainte universit µile din Ia³i ³i Bucure³ti, ³coala de toate gradele trebuia profund recl dit .
Era nevoie imperioas  de regândit programarea curricular , de preg tit personalul didactic, de scris
manuale bune în limba român , de construit ³coli etc.

În atari condiµii spirituale, materiale ³i sociale dure, a pune bazele unei reviste de cultur 
³tiinµi�c  era un act de curaj, de patriotism. El costituia o important  realizare destinat  poporului
nostru. Soliditatea acestui edi�ciu este dat  de calitatea ³tiinµi�c , didactic  ³i educaµional  a
subiectelor publicate, de limbajul ³tiinµi�c adoptat, de gra�ca de excepµie utilizat  în acea vreme.
Am prezentat aceste aspecte în articolul ,,Centenarul revistei Recreaµii �tiinti�ce�, Probleme de
istoria ³i �lozo�a ³tiinµei, vol. X, 1984, Filiala Ia³i. Valabilitatea a�rmaµiilor f cute atunci î³i
p streaz  temeiul ³i ast zi. Din acest motiv reproduc o parte din text:
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Tonul întregii producµii matematice, cuprinzând mai bine de 90% din cele 1920 de pagini
cât însumeaz  aceast  revi³t , a fost dat în primul rând de fondatorii ei, care, prin prestigiul
lor, au atras foarte curând valoro³i colaboratori: Miltiade Tzony � profesor de mecanic  teoretic 
la Universitatea din Ia³i, Candide (probabil Victor Costin, pe atunci student la Paris), Iacob
Solomon - inginer, Paul Tanco � profesor de matematic  ³i �zic  la Gimnaziul Superior din
N s ud, Constantin Gogu � profesor de geometrie analitic  la Universitatea din Bucure³ti, Vasile
Butureanu � profesor de mineralogie ³i petrogra�e la Facultatea de ³tiinte din Ia³i ³. a.

În paginile revistei sunt publicate articole, note, probleme ³i soluµii din domenii ca: ar-
itmetic , algebr , geometrie elementar , geometrie analitic  ³i diferenµial , calcul diferenµial ³i
integral, mecanic , astronomie, istoria matematicii, chimie, �zic , geogra�e, Apare prima traduc-
ere a c rtii întâi din celebrele ,,Elemente� ale lui Euclid. Miltiade Tzony tip re³te în coloanele ei
o remarcabil  culegere de probleme de mecanic  teoretic . Geometria proiectiv , domeniu de mare
actualitate în acea vreme, este prezent  prin traducerea primelor opt paragrafe din vestita lucrare
,,Geometria de pozictie� a lui Criristian von Staudt. Întâile elemente din istoria matematicilor în
antichitate sunt transpuse în limba român  de Iacob Solomon.

La succesul binemeritat al Recreaµiilor ³tiinµi�ce a contribuit ³i prezentarea gra�c  exce-
lent . Scris  într-o limb  literar  elevat , revista are, cu exceptia unor termeni matematici în
formare, ceva din culoarea ³i prospetimea revistelor actuale.

Privit  global, ca act de cultur  ³tiinµi�c , revista rivalizeaz  cu cele mai bune publicaµii
de acest gen tip rite acum pe plan monidial.

Închei aici relatarea din articolul amintit. Dar ultima fraz  trebuie corectat  cu ,,acum un
secol ³i un sfert pe plan mondial�.

Subliniez faptul c  în tot cuprinsul celor ³ase volume ale revistei impresioneaz  grija pentru
rigoarea prezent rii, acurateµa exprim rii in limba român , actualizarea expunerilor, informaµia
de ultim  or , profunzimea raµionamentelor ³i, nu în ultimul rând, atenµia acordat  contribuµiilor
personale ale tinerilor rezolvitori sau autori ale problemelor propuse spre publicare.

A fost realizat  astfel în premier , o revist  româneasc  extrem de important  pentru
inv µ mitnt ³i cercetare în ³tiinµele exacte, de acela³i nivel cu reviste similare consacrate ³i vestite
din lume. Dup  ³apte ani de la stingerea activit µii acestei reviste, ideea de a r spândi în rândul
tineretului pasiunea pentru matematic  va � preluata de ,,Gazeta Matematic �.

La 125 de ani de la apariµia revistei ,,Recreaµii ³tiinµi�ce�, generaµiile de ast zi omagiaz 
acest eveniment ca semn de adânc  recuno³tinµ  adus  înainta³ilor no³tri pentru contribuµia lor
inestimabil  la tezaurul ³tiinµei ³i culturii române³ti.

�i un scurt adaos: Centenarul apariµiei revistei ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� a fost organizat în 1983
de matematicieni ie³eni în Seminarul Matematic ,,Alexandru Myller�, iar s rb torirea celor 125 de
ani de la apariµie a fost iniµiat  tot în cadrul acestui Seminar preg tit  �ind de Asociaµia ,,Recreaµii
matematice�, Facultatea de matematic  ³i Institutul de Matematic  ,,Octav Mayer� de la Filiala
din Ia³i a Academiei Române. Asociaµia ,,Recreaµii matematice� î³i face un titlu de onoare prin
reeditarea integral , exclusiv prin grij  proprie, a colecµiei revistei ,,Recreaµii ³tiinµi�ce�. Acest fapt
îl dator m prof. univ. Temistocle Bîrsan de la Universitatea Tehnic  Gheorghe Asachi din Ia³i,
cercet torului dr. Dan Tiba de la Institutul de Matematic  al Academiei Române din Bucure³ti ³i
doamnei Marinela Ghigea � director al �rmei Kepler Systemes d'Information. Îi asigur m de toat 
preµuirea ³i gratitudinea noastr .

Rolul ³i ponderea geometriei în revista ,,Recreaµii ³tiinti�ce�
prof. dr. Vasile Oproiu

În revista ,,Recreaµii �tiinµi�ce�, scris  ³i editat  de un grup de oameni de ³tiinµa ³i cultur 
inimo³i (N. Culianu, C. Climescu, I. Melik, G. I. Luceacu, V. Paladi, G.I. Ro³iu, I. D. Rallet, G.
Zarifopol, I. V. Praja ³i I.M. Dospinescu), s-au adunat ³i publicat diferite materiale din domeniile
matematicii, �zcii, chimiei, geogra�ei, cosmogra�ei, topogra�ei, mineralogiei, istoriei matematicii
etc. Revista se adresa elevilor din clasele de gimnaziu ³i liceu, dar ³i altor categorii de persoane
interesate de cunoa³tere: profesori, studenµi, funcµionari, militari etc.

Geometria, ca ramura a matematicilor are o pondere destul de însemnata în paginile revistei.
Trebuie s  menµion m, de la început, c  G.I. Ro³iu public  între anii 1883-1885 prima carte a
Elementelor lui Euclid (traducere dup  o ediµie italian ). Am reg sit cu o anumit  emoµie ³i
nostalgie multe formul ri pe care le întâlnisem când eram student ³i apoi le citisem în c rµile lui
E�mov (ediµia în limba român  ³i cea în francez ) ³i în cartea lui I. Vaisman. Astfel (în volumul
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II al ,,Recreaµiilor�), printre de�niµiile lui Euclid am reg sit formul ri precum: Punctul este aceea
ce nu are p rµi, adec  nu are nici o m rime, Linia este lungime f r  l rgime, Suprafaµa plan  este
aceea care este a³ezat  egal în respectul tuturor liniilor sale drepte. Postulatele ³i axiomele au fost
publicate anterior, în primul volum, într-o ordine diferit  de cea cu care suntem obi³nuiµi. Astfel,
faimosul postulat V al lui Euclid apare ca axioma XII. Autorul prezint  ³i de�niµiile ³i axiomele, a³a
cum au fost prelucrate de Legendre în Geometria sa, ediµia V, Paris, 1804. Legendre nu de�ne³te
punctul ³i, în legatur  cu de�niµia, formuleaz  urm toarea aserµiune: De�nitia unui lucru este
exprimarea raporturilor sale c tre lucruri cunoscute. Dup  care, se încumet  s  de�nesc  dreapta:
Linia dreapt  este drumul cel mai scurt de la un punct la altul. Mai sunt prezentate comentarii
critice ale diver³ilor matematicieni relativ la aceste de�niµii, inclusiv noi de�niµii: Cea mai simpl 
din toate liniile este linia dreapt  a c ria noµiune este familiar  la toµi ³i despre care ne d  o
idee un �r întins. Apoi sunt prezentate propoziµiile de la I la XXII. Cum spuneam, prezentarea
,,Elementelor� continu  în volumul III cu propoziµiile r mase ³i cu exerciµiile la cartea I.

În revist  sunt prezentate numeroase aspecte ale geometriei elementare, utile elevilor, profe-
sorilor ³i altor persoane interesate: maxime ³i minime geometrice, media ³i extrema raµie, calculul
lungimilor unor linii importante din triunghi, calcule pentru patrulaterul inscriptibil (în primul
volum), proprietaµi ale poligoanelor ³i dreapta lui Simson (în vol. II), calcularea volumelor pi-
ramidei trunchiate ³i al conului trunchiat, proprietaµi sintetice ale elipsei (în vol. III), teoria
transversalelor, diviziunea armonic , fasciculul armonic, poli ³i polare, geometria de poziµie a lui
Staudt (în vol. IV); aceasta din urm  se continua ³i în volumul V. Chestiunile de geometrie analitic 
sunt considerate separat ³i se refer  la: secµiuni plane în conul drept, construcµii de curbe, cu ex-
empli�c ri din clasele curbelor celebre, tratarea acestora în coordonate polare, plane principale la
suprafeµele de gradul al doilea.

O secµiune important  în revist  este cea a problemelor propuse (de regul , în jur de 10
probleme la �ecare num r), la care se adug , pe parcurs, cea cu rezolv rile ³i listele de rezolvitori.
Trebuie s  menµion m c , în Regatul României de atunci, existau câteva zeci de gimnazii ³i licee
(oricum, sub 30) ³i c  num rul celor care rezolvau probleme era destul de mic. Moda rezolv rilor
de probleme la reviste de matematic  nu prinsese înc . Menµion m c  existau ³i colabor ri venite
de la elevi din Transilvania, Banat ³i alte regiuni ale viitoarei Românii Mari.

Ca o apreciere cu caracter general, conµinutul revistei ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� era destul de
ridicat din punct de vedere al nivelului chestiunilor de geometrie tratate. Subiectele erau interesante
³i atractive pentru numero³i cititori. Cred c , în redacµia revistei, erau persoane care doreau s 
fac  revista cât mai atractiv .

R sfoind cele ³ase volume am dat ³i peste un articol fascinant de la secµia cosmogra�e, scris
de G.I. Lucescu, în care se explica în ce manier  au fost concepute calendarele iulian ³i gregorian
³i c  motivul pentru care s-a f cut trecerea de la unul la altul a fost legat de ideea c , în acord
cu hot rârea Conciliului de la Niceea din anul 325, punctul de plecare pentru �xarea zilei de Pa³ti
trebuia s  �e echinocµiul de prim var  ³i acesta trebuia s  �e mereu la 21 martie. Dup  aceea,
se a³teapta prima noapte cu lun  plin  ³i Pa³tele se �xa în duminica imediat urm toare (astfel,
în 2008, noaptea cu lun  plin  cade exact în 21 martie ³i Pa³tele catolic este �xat în 23 martie:
�xarea Pa³telui ortodox este mult mai complicat  ³i µine de ni³te date din calendarul iudaic). De
la data Conciliului de la Niceea pân  în 1582 calendarul iulian r m sese în urm  cu 10 zile faµa
de calendarul real (anul din calendarul iulian era puµin mai lung decât anul real). Acest lucru
in�uenµa foarte mult diverse activitaµi practice, de exemplu, unele lucr ri agricole ce se f ceau în
strâns  leg tur  cu s rb torile religioase. În 1582, papa Grigore al XIII-lea a dat o bul  prin care se
decidea avansarea calendarului iulian, existent, cu 10 zile ³i c  anii multipli de sute (mai puµin cei
multipli de 400) nu sunt bisecµi. Acest calendar mai are o mica eroare care const  în r mânerea în
urm  cu o zi în circa 3300 ani, eroare considerat  rezonabil  ³i care va � corectat  în viitor. În µar 
la noi, calendarul grigorian a fost adoptat în 1923 (s-a trecut la stilul nou!), dat  când întârzierea
calendarului iulian faµ  de cel real, sau cel grigorian, ajunsese la 13 zile.

Revenind la revista ,,Recreaµii ³tiinµi�ce�, apreciez c  un cititor interesat poate s  g seasc 
în cuprinsul ei lucruri incitante, atât în domeniul geometriei, cât ³i în alte domenii ale matematicilor
³i ale altor ³tiinµe.

Despre problemele de mecanic 
Prof. dr. Dorin Ie³ean, m. c. al Academiei

Pe lâng  alte chestiuni interesante, în revista ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� au ap rut ³i un num r
de probleme de mecanic  raµional , semnate de Miltiade Tzony. Pe vremea când a publicat aceste
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probleme, M. Tzony era profesor de mecanic  teoretic  la Universitatea din Ia³i (a funcµionat în
aceast  calitate în perioada 23.X.1869 - 15.III.1898).

Miltiade Tzony este autorul unui curs de mecanic , prezentat în manuscris, în dou  volume.
Primul volum a fost scris în 1869, iar al doilea volum în 1881. Pe prima pagin  a acestui curs
autorul scrie: ,,Cursul de Mecanic  rationale ³i aplicat ; Profesat la Universitatea de Jasy; Dup 
cei mai buni autori francezi: Delaunay, Sturm, Duhamel, Bellanger, Bresse, Bour, Collignon,
Mesal. Chasles: de Miltiade Tzony, Licentiat în ³tiinµe matematice de la Sorbona din Paris,
Ingineriu al �coalei de poduri din Paris, Vechiu elevu al ³coalei politchnice din acestu ora³u,
Profesor al Universit µii de Jasy ³i a Lyceului Nou din Jasy�. Lecµiile de mecanic  raµional  de la
Universitatea din Ia³i se f ceau dup  acest curs.

În perioada 1885-1888, M. Tzony public  Un curs de probleme în revista ,,Recreaµii ³ti-
inµi�ce�. El m rturise³te c  acest lucru îl face ,,în scopul de a u³ura studentilor Universit µilor
noastre completa pricepere a cursului de mecanic  rational  ³i nimerita întrebuinµare a principi-
ilor acestei însemnate ³tiinµe� (vol. III, pp. 77-78). S  vedem care este originea problemelor ³i a
rezolv rilor date. M. Tzony ne spune c  ,,problemele sunt lucrate dup  diver³i autori între care
�gureaz  în primul loc abatele Jullien, a c rui carte în aceast  materie a devenit clasic �. Am
constatat c  toate cele 98 de probleme publicate de Tzony în ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� sunt luate din
cartea c lug rului P.M. Jullien ,,Problémes de mécanique rationnelle�, ap rut  la Paris în anul
1855. Cartea lui P.M. Jullien conµine atât probleme originale cât ³i probleme ale altor autori.
În ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� M. Tzony prezint  36 probleme ale c rui autor este P.M. Jullien, 24 de
probleme datorate lui W. Walton ³i 28 probleme ale altor autori (printre care Euler, Bernoulli,
Leibniz, Laplace, Gauss, Möbius). Menµion m c  problemele datorate lui W. Walton se g sesc în
cartea acestuia A Collection of Problems in Illustration of the Principles of Theoretial Mechanics,
ap rut  la Cambridge în anul 1842.

La începutul prezent rii problemelor, M. Tzony a�rm  c  ,,de câte ori ne va � posibil vom
indica la �nea �ec rei probleme autorul c ruia se datore³te�. Problemele publicate de Tzony sunt
³i rezolvate ³i ,,cu toate indicaµiunile necesare pentru a putea � cuprinse cu u³urinµ  de tân rul
public cetitoriu c ruia este în special destinat�. M. Tzony susµine, pe drept cuvânt, c  ,,opera
abatelui Jullien este scris  intr-un mod atât de laconic încât cetirea ei de încep tori este foarte
laborioas  ³i în unele puncte aproape cu totul neînµeleas ". Dintre problemele publicate de Tzony
în ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� un num r de 51 sunt rezolvate în cartea lui P. M. Jullien. Celelalte sunt
probleme pe care Jullien le-a propus spre rezolvare. O parte dintre problemele nerezolvate de
Jullien sunt îns  însoµite de �guri ³i r spunsuri în cartea lui W. Walton. Am comparat aceste
rezolv ri ³i �guri cu cele date de M. Tzony în ,,Recreaµii ³tiinµi�ce�. Se poate spune cu certitudine
c  Tzony nu s-a inspirat din cartea lui W. Walton.

Fiecare capitol din culegerea de probleme este prefaµat cu ,,o scurt  amintire a rezultatelor
�nale ale teoriei, întov r ³ite de câteva noµiuni istorice pe care, în lipsa altor documente, le vom
împrumuta pentru cea mai mare parte din opera ³tiinµi�c  de care facem menµiune�. Este u³or de
v zut c  aceste comentarii sunt traduse din cartea lui P. M. Jullien.

Menµion m c  rezolv rile prezentate de M. Tzony sunt clare, iar �gurile sunt îngrijite ³i
binevenite. Un lucru remarcabil este faptul c  ³i în cazul problemelor rezolvate de Jullien, M.
Tzony face �guri suplimentare ³i adaug  explicaµii. În problemele publicate de Tzony în ,,Recreaµii
³tiinµi�ce� sunt 88 de �guri, dintre care 66 nu se a�  în cartea lui Jullien.

Referitor la repartiµia pe ani a problemelor se constat  c  în anul 1885 sunt publicate 18
probleme, în anul 1886 apar 33 probleme, în anul 1887 sunt publicate 23 probleme, iar în anul 1888
apar 18 probleme. În anul 1888 revista ,,Recreaµii ³tiinµi�ce� î³i înceteaz  apariµia. Acest lucru a
curmat publicarea �reasc  a altor probleme.

Menµion m c  problemele ap rute se refer  doar la partea de Static  a cursului predat de
Tzony la Universitate. Dintre acestea, 18 se refer  la echilibrul punctului material,39 la echilibrul
corpului rigid, 6 trateaz  echilibrul unui sistem de bare articulate, 27 sunt dedicate echilibrului
�relor, iar 8 se refer  la principiul ,,lucrului mecanic virtual�.

Cursul lui M. Tzony (în manuscris) ³i problemele publicate de el în ,,Recreaµii ³tiinµi�ce�
au stat la baza înv µ mântului Mecanicii din µara noastr .

În afar  de activitatea de profesor, Miltiade Tzony s-a remarcat prin munca sa depus  în
vederea prop ³irii României. A fost senator, secretar de stat la Ministerul Construcµiilor Publice,
director al C.F.R. Printre altele, ora³ul Ia³i îi datoreaz  pavarea str zilor.

Despre M. Tzony se pot spune multe lucruri. Un fost elev de-al s u, Petru Culianu, care a
urmat cursurile de mecanic  de la Universitatea din Ia³i în anii 1890, îl descrie pe Miltiade Tzony
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astfel: ,,Cu mintea agera, cu �gura frumoas  (a fost luat ca model de pictorul Grigorescu pentru
unele �guri din biserica de la m n stirea Agapia) ce corespund întru totul nobleµei caracterului
s u, el a fost cu totul devotat datoriei ³i înaltei misiuni a profesorului�.

Problematica de algebr  ³i analiz  matematic  în revista �Recreaµii
³tiinµi�ce�Prof. dr. Teodor Precupeanu

Pentru matematica româneasc , apariµia revistei ,,Recreaµii ³tiinµi�c�e din iniµiativa unei
elite de profesori ai universit µii ³i ai liceelor din Ia³i, reprezint  un moment important, de început,
pentru crearea unei atmosfere propice dezvolt rii ³tiinµelor matematice, de atragere a tinerilor,
stimulându-i ³i ampli�cându-le pasiunile, c l uzindu-i spre problemele moderne ale acelei perioade.

Este de remarcat faptul c  iniµiatorii revistei erau la curent cu multe din preocup rile
existente în matematica european , având o bun  informare, facilitat  de accesul la o serie de
reviste importante, îndeosebi din Franµa, Italia ³i Germania. Sunt semnalate nu numai apariµia unor
rezultate importante, ci ³i diverse evenimente ale comunit µii ³tiinµi�ce, cum ar �, spre exemplu,
apariµia revistei Acta Matematica fondat  de Mittag-Le�er prin casa regal  suedo-norvegian ,
solemnitatea retragerii din înv µ mânt la vârsta de 70 de ani a marelui matematician Eugene-
Charles Catalan, apariµia unor tratate importante de matematic , discuµiile generate de proiectul
Turnului Ei�el, ce urma s  se construiasc  în Paris.

Adresându-se în primul rând elevilor din înv µ mântul secundar, revista a stimulat, de
asemenea, preocup rile profesorilor pentru modernizarea înv µ mântului matematic, g zduind în
paginile sale dezbateri interesante cu caracter metodic asupra programelor analitice ³i a metodelor
prin care s  �e atra³i elevii pentru studiul matematicii, s  se asigure o cât mai bun  accesibilitate,
punând pe primul plan intuiµia ³i dezvoltarea abilit µilor de rezolvitori de probleme.

S  remarc m faptul c  în acea perioad , sfâr³itul secolului al XIX-lea, unele discipline
componente ale matematicii nu erau înc  bine conturate, în acord cu felul în care ele erau concepute
la marile universit µi europene, in�uenµate de c rµile importante de matematic  din acei ani. Abia
ap ruse cursul de analiz  matematic  al lui Sturm (1880) ³i cel de calcul diferenµial ³i integral al lui
Catalan (1878), autor ³i al unei c rµi despre serii, unic  la acel moment, c rµi ce urmau tratatelor
celebre scrise de Leibniz, Bernoulli sau Serret.

Algebra ³i analiza matematic  este prezent  în paginile revistei atât prin articole cu caracter
teoretic informativ asupra unor chestiuni importante, cât ³i printr-o gam  variat  de exerciµii ³i
probleme ce vizau ³i pe studenµii anilor preg titori pentru ³colile politehnice din µar  sau din
str in tate. Semnal m astfel mai mult articole scrise de C. Climescu dedicate numerelor complexe
(numite cantit µi imaginare), numere care înc  erau evitate de mulµi matematicieni. Întâlnim,
de asemenea, demonstraµia teoremei fundamentale a algebrei precum ³i unele consideraµii asupra
dreptelor imaginare sau asupra unor funcµii complexe, date îns  sub form  implicit  prin relaµii
polinomiale. Mai mult, în unele probleme apar integrale ale unor funcµii complexe, ³tiindu-se a se
dep ³i aspectele di�cile de multivocitate ³i determinându-se cu claritate valorile lor principale.

În cadrul algebrei sunt cuprinse ³i seriile numerice. dezvolt .ile tayloriene, concepute ca
sume (numerice sau polinomiale) in�nite. Convergenµa acestora înµeleas  intuitiv se reduce de fapt
la extinderea operaµiilor numerice algebrice ³i pentru ∞ (nu reiese dac  se folosea ³i −∞), �ind
cunoscute limitele fundamentale. Se foloseau îns  pentru convergenµ  criterii �ne, aproape toate
cele cunoscute ast zi. Autori ai articolelor respective sunt C. Climescu, I.D. Rallet ³i I. V. Praja.
Erau folosite în mod uzual dezvolt rile în serii de puteri ale funcµiilor elementare. Tot ca f când
parte din algebr  sunt prezentate cunoscutele formule Lagrange ³i Newton de interpolare într-un
articol foarte interesant scris de Alex. Sadoveanu.

În primul volum, din 1883, problema dezvolt rii funcµiilor în serie este dat  ca f când
parte din Analiza algebric  iar Calculul integral era considerat separat de Analiza matematic . De
fapt, analiza matematic  era conceput  la acel moment numai ca teorie a derivabilit µii având ca
principale rezultate teorema de medie a lui Lagrange ³i condiµiile su�ciente de extrem la funcµii de
una sau mai multe variabile. Problemele de calcul de arii sau volume erau considerate ca f când
parte din geometrie sau intervenind în probleme de mecanic .

Noµiunea de derivat  era acceptat  prin interpret rile ei: geometric  � de tangent  � sau cele
din mecanic . Mai mult, trebuie avut în vedere c  îns ³i noµiunea de funcµie, fundamental  pentru
întreaga matematic , era conceput  în acele timpuri în accepµia eulerian , ceea ce corespunde ast zi
funcµiilor elementare.

Menµion m c  ecuaµiile diferenµiale sunt frecvent întâlnite în partea de mecanic  ³i de ge-
ometrie a curbelor plane (probleme concrete de a�are a unor curbe dac  se dau anumite propriet µi

357



metrice legate de tangente) ³i nu sunt prezentate ca aparµinând disciplinei de ast zi Ecuaµii difer-
enµiale, ceea ce este normal, întrucât aceast  disciplin  avea s  se contureze în matematic  mult
mai târziu. Este îns  prezentat  in cadrul Analizei matematice problema schimb rii de variabil 
cu suportul oferit de ecuaµiile diferenµiale ³i schimb rile de coordonate (îndeosebi polare ³i sferice)
deosebit de importante în mecanic , geometrie ³i astronomie.

Problemele de algebr  ³i analiz  matematic  prezente în cele ³ase volume ale revistei sunt
deosebit de frumoase ³i ilustrative, de mare diversitate, oferind o imagine exact  a conµinutului
disciplinelor de matematic  din acea perioad . Aproape toate pot � reg site de fapt în culegerile
de probleme de ast zi.

În încheiere, subliniem înc  odat  rolul remarcabil avut de revista ,,Recreai�i �tiinµi�ce în
dezvoltarea ³i impulsionarea înv µ mântului matematic românesc în concordanµ  cu cel european,
ce era urm rit îndeaproape.

Nu aveau s  treac  mulµi ani dup  încetarea brusc  a apariµiei acestei reviste ³i la uni-
versitatea ie³ean  un fost rezolvitor al ,,Recreaµiilor ³tiinµi�ce� elabora primele lucr ri originale
de matematic . Este vorba de marele matematician român Dimitrie Pompeiu, ale c rui rezultate
privitoare la teorema cre³terilor �nite, obµinute în perioada când funcµiona ca profesor al Univer-
sit µii din Ia³i, sunt citate ³i ast zi impresionând prin profunzimea ³i eleganµa lor. Cercet rile
sale de analiz  matematic  sunt de fapt primele cercet ri ³tiinµi�ce originale de matematic  la
Universitatea din Ia³i.

Invocând anterior numele lui Catalan, matematician cu vaste preocup ri matematice (anal-
iz , algebr , geometrie, teoria numerelor), se cuvine a aminti numele unuia dintre primii autori
români ai unor cercet ri ³tiinµi�ce originale de matematic ,N. �t. Botez, care stabile³te o frumoas 
identitate legat  de seria armonic , cunoscut  azi ca identitatea Catalan-Botez, rolul lui Catalan
�ind acela de a o menµiona în unul din articolele sale cu precizarea lui Botez ca autor.

Revista ,,Recreaµii �tiinµi�ce� constituie pasul premerg tor apariµieil ,,Analelor ³tiinµi�ce
ale Universit µii Al. I. Cuza�, în 1900, revist  dedicat  cercet rilor originale ale profesorilor Uni-
versit µii ie³ene, dar care a publicat înc  din primele numere ³i articole ale unor recunoscuµi matem-
aticieni str ini ca Lucien Godeaux, Mauro Picone, Kentaro Yano, T. J. Willmore ³.a.

DIN VIA�A SOCIET��II

�coala de var  de la Bu³teni

Anul acesta a XII-a ediµie a cursurilor de var  pentru perfecµionarea profesorilor din în-
v µ mântul preuniversitar s-a desf ³urat , ca deobicei la Bu³teni, în perioada 28 iulie-7 august.
Cursurile , reluate de S. S> M. R. în 1997, au o tradiµie mult mai veche, ele desf ³urându-se,
pentru prima dat , în anul 1957 în localitatea S cele ³i suferind o mic  întrerupere în anii '90.

Conform tradiµiei înst pânite în ultimii ani, gazda cursurilor a fost Centrul de Preg tire
pentru Personalul din Industrie care ne-a asigurat � prin persoana domnului director general Irinel
Ghiµ  ³i a subordonaµilor s i � condiµii deosebite atât în privinµa desf ³ur rii propriu-zise a cur-
surilor, cât ³i în privinµa caz rii participanµilor. Le adres m, pe aceast  cale, mulµumirile noastre.

Programul zilnic a cuprins trei module (conferinµe) � inclusiv sâmb t  � pentru a acoperi
un num r de 40 de ore, în intervalul 29 iulie - 6 august, în care s-au desf ³urat cursurile propriu-
zise. La încheierea lor, pe 6 august, participanµii au susµinut un colocviu, în cadrul c aruia au
fost prezentate cele mai interesante referate selectate de comisia de examinare. Subiectele refer-
atelor au fost la alegerea cursanµilor, vizând, în general, teme ³tiiµi�ce sau metodice, dar ³i unele
probleme de istoria matematicii, precum ³i problematica general  a înv µ mântului preuniversitar.
Diversi�carea tematicii abordate de cursanµi constituie o caracteristic  a ultimilor ani, ea re�ectând
l rgirea ariei de preocup ri a profesorilor, tendin cta acestora de a se ancora mai ferm în realitate,
preluând tradiµiile înainta³ilor. Vom remarca, în mod deosebit, seriozitatea ³i competenµa cu care
cursanµii au tratat tematica aleas  � desigur, în mare m sur  clasic  � foarte mulµi dintre ei vizând
deschideri c tre alte domenii ale înv µ mântului sau ale vieµii de zi cu zi sau conexiuni metodice
interesante ³i cu un v dit caracter original. Comisia de selecµie a lucr rilor a fost alc tuit  din
acad. Ioan Tomescu, prof. univ. dr. Dorel Duca ³i semnatarul acestor rânduri.

Faµ  de anul trecut s-a înregistrat o cre³tere notabil  a num rului de participanµi (54 faµ 
de 37), în ciuda faptului c  aceste cursuri nu au fost înc  acreditate pentru ca profesorii s  poat 
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bene�cia de prevederile legale. Sper m ca, în urma demersurilor pe care le intreprindem anul
acesta, s  obµinem o o�cializare a lor, m car parµial .

Spre deosebire de alµi ani, repartiµia zonal  a participanµilor a fost destul de uniform  ,
menµinându-se totu³i, pe primul loc judeµele din Moldova ³i, dintre acestea, judeµul Ia³i unde se
remarc , din nou, activitatea neobosit  a profesorului Vasile Nechita � secretarul �lialei locale. Ca
un fapt pozitiv, vom menµiona prezenµa unui num r mai mare de bucure³teni (10), faµ  de num rul
extrem de mic din anii precedenµi.

Viul interes stÂrnit de conferinµe printre participanµi a fost marcat de discuµiile dintre
ace³tia ³i conferenµiari, în cadrul ³i în afara cursurilorprecum ³i de sondajul efectuat la �nele
cursurilor. De altfel aceste cursuri au constituit totdeauna u teren fertil pentru schimbarea opiniilor
între cursanµi ³i între ace³tia ³i conferenµiari pe teme privind înv µ mântul matematic românesc ³i
viitorul acestuia.

Tematica cursurilor a fost atent selectat , µinând seama ³i de subiectele sugereate de cur-
sanµi în sondajele efectuate în anii anteriori. În m sura posibilit µilor, am c utat s  p str m un
echilibru între subiectele cu caracter de informare ³tiinµi�c  ³i cele vizând metodica ³i metodologia
pred rii la clas , primele având, evident. un caracter preponderent. Selectarea conferenµiarilr a fost
f cut a cu deosebit  grij , �ind solicitaµi cu prec dere acei universitari, care în decursul timpului,
s-au aplecat cu interes ³i seriozitate asupra înv µ mântului preuniversitar, �ind preocupaµi de per-
petua îmbun t µire ³i diversi�care a acestuia; nu în ultimul rând, am µinut seama ³i de simpatiile
cursanµilor exprimate prin sondajele de opinie din anii precedenµi. Ace³tia � conferenµiarii - au
³tiut s  stabileasc  un mod de comunicare simplu ³i e�cient cu profesorii cursanµi, f r  a abuza de
informaµia ³tiinµi�c ³i, ceea ce ni se pare esenµial � neadoptând o poziµie ex cathedra.

Iat  tematica conferinµelor susµinute:
• prof. univ. dr Ioan Tomescu, membru corespondent al Academiei Române (Universitatea

din Bucure³ti) � ,,Numere binomiale ³i multinomiale � (o conferinµ ); ,,Principii de num rare� (o
conferinµ ); ,,Principiul dublei num r ri� (o conferinµ );

• prof. univ. dr Constantin Popovici (Universitatea din Bucure³ti) � ,,In�nitatea numerelor
prime� (o conferinµ ); ,,Calculabiltate� (o conferinµ );

• prof. univ. dr Doru �tef nescu (Universitatea din Bucure³ti) � ,,Localizarea r d cinilor
polinoamelor� (o conferinµ );

• prof. univ. dr Radu Gologan (Universitatea Politehnic  din Bucure³ti) � ,,Rezolvarea
problemelor date la O. I. M. 2008� (o conferinµ );

• prof. univ. dr Adrian Albu (Universitatea de Vest din Timi³oara) � ,,Probleme de geome-
trie în spaµiu tratate cu ajutorul cordonatelor� (dou  conferinµe); ,,Despre teorema lui Pitagora� (o
conferinµ );

• prof. univ. dr Dumitru Bu³neag (Universitatea din Craiova) � ,,Mulµimi de numere�
(dou  conferinµe)

• prof. univ. dr Constantin Niculescu (Universitatea din Craiova) � ,,Funcµii convexe,
Inegalitatea lui Popoviciu� (o conferinµ ); ,,Teorema lui Rolle� (o conferinµ );

• prof. univ. dr Dorel Duca (Universitatea Babe³-Bolyai din Cluj) � ,,Sistem de votare� (o
conferinµ ); ,,Probleme de competiµie ³i con�ict� (o conferinµ ); ,,Rezolvarea problemelor de con�ict
³i competiµie� (o conferinµ )

• conf. univ. dr Drago³ Popescu (Universitatea din Bucure³ti) � ,,Teoremele lui MAntel ³i
Turan cu aplicaµii în geometria combinatorial � (o conferinµ ); ,,Probleme de geometrie combina-
torial � (o conferinµ )

• conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Târgovi³te) �,,Utilizarea
corect  a criteriilor de convergenµ � (o conferinµ ); ,,�iruri de integrale� (o conferinµ ).

Ca ³i în anii precedenµi, vom menµiona prezenµa la cursuri a multora dintre ,,veterani�, acei
profesori care constitue un adev rat nucleu al cursanµilor ³i al c ror lider necontestat este profesorul
Vasile Nechita, participant la toate cele 12 ediµii. În acest sens vom menµiona c  anul acesta am
acordat o nou  diplom  de �delitate(pentru participarea la ³apte ediµii consecutive a cursurilor)
doamnei profesor Mariana Oleniuc de la ³coala cu clasele I-VIII din Bl ge³ti � Pa³cani (jud. Ia³i)
O felicit m pe aceast  cale, atât pe domnia sa cât ³i pe toµi ceilalµi ,,veterani� ai cursurilor.

La �nalul acestor rânduri mai trebuie s  adres m mulµumirile noastre sincere domnului
profesor Nicolae Angelescu � inspector general adjunct la I. �. J. Prahova ³i pre³edinte al �lialei
Prahova a S. S. M.R, � ³i domnului profesor Mirela Dobrea � directoare a grupului �colar Ion
Kolinderu din Bu³teni � pentru sprijinul neprecupeµit acordat în buna organizare ³i desf ³urare a
acestor cursuri. Acestora ³i nultor altora, anonimi, le exprim m gratitudinea noastr .
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Dan Radu

Lista absolvenµilor cursurilor de perfecµionare pentru

profesorii de matematic , organizate de S.S.M.R.

Bu³teni, 29 iulie-7 august 2008

1. Ababei Constantin �c. cu clasele I-VIII Mihai Eminescu � Roman
2. Agapi Maria �c. cu clasele I-VIII nr.2 George C linescu � One³ti
3. Badea Aurelia Liliana Lic. Teoretic Dimitrie Bolintineanu � Bucure³ti
4. Bejan Cornelia Livia Universitatea Tehnic  Gheorghe Asachi � Ia³i
5. Buju Aura Marinela Lic. Teoretic Petru Maior � Gherla
6. Burtea Anne-Marie Gr. �c. � Ora³ Ovidiu
7. Busuioc Didina Lic de Muzic  Tudor Ciortea � Bra³ov
8. Catan  Maria Col. Naµ. Gheorghe Laz r � Bucure³ti
9. Chirea Elena Lic. Teoretic Nicolae B lcescu � Medgidia
10. Cioban Liliana Col. Naµional Unirea �Târgu Mure³
11. Ciuc  Rodica Gr. �c. Ind. Anghel Saligny � Br ila
12. Cojocea Manuela Simona Fac. de Cibernetic , Statistic  ³i Informatic  Economic 

Bucure³ti
13. Cojocea Tatiana �c. cu clasele I-VIII nr. 108 Alexandru Obregia�

Bucure³ti
14. Cost chescu M rioara Lic. cu Program Sportiv � Roman
15. Cr ciun Liliana Col. Naµional Unirea �Târgu Mure³
16. Cr ciun Dorinel Mihai Col. Naµional Mihail Sadoveanu � Pa³cani
17. Creµu Ciprian Col. Tehnic Gheorghe Asachi � Ia³i
18. Dogar Anca Veronica �c. cu cl. I-VIII Sâncraiu de Mure³ � Târgu Mure³
19. Duma Iuliana Col. Naµional Vasile Alecsandri � Galaµi
20. Duma Vasile �c. Gimnazial  nr. 26 Ion Creang  � Galaµi
21. Dumitrescu �tefan Nicolae Col. Naµional �tefan Velovan � Craiova
22. Frenµ Angela Col. Tehnic Feroviar � Bra³ov
23. Gavriluµ Mihai Col. Naµ. Roman Vod  � Roman
24. Ghiµ  Gabriela Iulica Lic. Pedagogic Spiru Haret � Buz u
25. Ghiµ  Mariana Luminiµa Colegiul B. P. Ha³deu � Buz u
26. Marinescu Damian �c. cu clasele I-VIII Tudor Vladimirescu � Târgovi³te
27. Mih e³ Maria Col. Tehnic Danubiana � Roman
28. Murar Aurelia Lic. cu Prog. Sportiv Banatul � Timi³oara
29. Müller Gina Lic. Ec. C. C. Kiriµescu � Bucure³ti
30. N st ³elu Maria Col. Naµional �tefan cel Mare � Târgu Neamµ
31. Nechita Vasile Col. Costache Negruzzi � Ia³i
32. Necule Elena Gr. �c. Forestier � Câmpina
33. Negrea Ana Maria Gr. �c. Traian Vuia � Târgu Mure³
34. Nica Paula Gr. �c. Ind. Gheorghe Asachi � Bucure³ti
35. Ninulescu Elena Gr. �c. I. N. Roman � Constanµa
36. Ni ctic  C t lin Col. Tehnic Dimitrie Leonida � Bucure³ti
37. Nuµ Gabriela Col. Naµional Unirea � Târgu Mure³
38. Oleniuc Claudia Gr. �c. Virgil Madgearu � Ia³i
39. Oleniuc Mariana �c. cu clasele I-VIII Bl ge³ti � Ba³cani
40. P lici Aurelia Col. Naµional Octav Onicescu � Bucure³ti
41. Popa Filofteia �c. cu clasele I-VIII nr. 12 � Târgovi³te
42. Popescu Maria �coala Central  � Bucure³ti
43. Râtea Ana-Maria Gimnaziul de Sta Octavian Goga � Sighi³oara
44. Roman Neculai �c. cu cl. I-VIII Vasile Alecsandri�Mirce³ti,
45. Rotundu Raluca Ioana �c. cu cl. I-VIII Ionel Teodoreanu � Ia³i
46. Rusu Adriana Gr. �c. de Arte ³i Meserii � Olteniµa
47. Seceleanu Daniela Gimnaziul Europa � Târgu Mure³
48. Sârghie Daniela Col. Naµ. Al. I. Cuza � Foc³ani
49. Stancu Ion Lic. Teoretic Dimitrie Bolintineanu� Bucure³ti
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50. St niloiu Nicolae Gr. �c. Industrial � Boc³a
51. �tefan Margareta Gr. �c. Forestiar � Câmpina
52. �ilic  Daniela Gr. �c. Gheorghe Asachi � Bucure³ti
53. Vi³an Ion Lic. Teoretic Tudor Arghezi � Penitenciarul de Maxim 

Siguranµ  � Craiova
54. Zidu George Daniel Lic. Teoretic Dimitrie Cantemir � One³ti
37. Zaharia Dan Col. Naµ. Dimitrie Cantemir � Bucure³ti

Dan Radu

Profesorul Mihai Gavriluµ la 70 de ani

S-a n scut la 10 mai 1938 în frumosul ora³ Piatra Neamµ, din judetul Neamµ. Datorit 
evenimentelor declan³ate de cel de-al doilea r zboi mondial, familia a fost nevoit  s  se refugieze la
Râmnicu-Vâlcea, pentru o perioad . Apoi s-au întors pe meleagurile moldave, alegând ca re³edinµa
ora³ul Roman (1944). Urmeaz  ³coala primar  ,,Sf. Gheorghe� din localitate, iar din clasa a V-a
³i pân  în clasa a X-a, cursurile liceului de b ieµi (actualul Colegiu National ,,Roman Vod �. În
1962 termina Facultatea de Matematica de la Universitatea ,,Al. I. Cuza� din Ia³i, �ind repartizat
la liceul, unde fusese elev. În perioada 1970-1975 urmeaz  cursurile Facult µii de Educaµie Fizic 
³i Sport din Bucure³ti, la secµia f r  frecvenµ . În 1974 se c s tore³te ³i are dou  fete, care nu l-au
urmat în profesie: una a terminat medicina ³i cea mic  �nanµe-b nci. În perioada 1979-1989 este
director la Liceul Agricol din localitate, iar în 1989 revine la C. N. ,,Roman Vod �. Din martie
1990 si pân  în 1998 lucreaz  ca inspector ³colar la I. �. J. Neamµ. În anul 2000, se pensioneaz ,
în ,,scripte�, dar nu ³i în realitate a³a dup  cum vom vedea în cele ce urmeaz .

R sfoind cartea ,,Pagini din istoria Liceului ,,Roman Vod  (l872 -1972) din Roman�, 1972,
g sim consemnate urm toarele:

• Printre premianµii sau menµionaµii Gazetei Matematice-Seria B, pentru activitate de-
osebit  ca rezolvitori de probleme, pentru problem propuse sau note publicate, aproape în �care
an, g sim elevi ai liceului, ca de exemplu Gavriluµ Mihai, clasa a X-a-1954.

• Prin activitatea deosebit  în cadrul Cercului de matematic , concretizat  ³i prin par-
ticiparea la etapa �nal  a Olimpiadei, s-au evidenµiat în mod deosebit elevii Ilioi Constantin ³i
Gavriluµ Mihai.

Domnul profesor Mihai Gavriluµ, are bucuria ³i onoarea, ca dup  terminarea Facult µii de
Matematic ,în centrul universitar Ia³i, s  se întoarc  s  predea matematica la Liceul Roman Vod 
� pe care îl terminase în Seria anului 1955 � în perioada 1962-1979 ³i 1989-2000, fapt care, în acele
timpuri, a fost un µel pentru multe generaµii de elevi, care, prin terminarea studiilor au devenit
profesori ³i care au dorit ca ³i ei s  pun  o piatr  de temelie la viitorul tinerei generaµii.

Domnul profesor Mihai Gavriluµ, s-a îndr gostit de matematic , datorit  faptului c  a avut
ca profesor, pe celebrul profesor Alexandru Cojcaru, al c rui exemplu l-a urmat ³i ca dasc l în
toat  cariera lui.

În întreaga sa activitate, domnul profesor Mihai Gavriluµ a condus numeroase colective de
elevi, ca diriginte , deslu³indu-le tainele matematici, c ile de o µinere a rezultatelor foarte bune
la toate tipurile de examene, dar ³i antrenându-i la tot felul de ativit µi extra³colare, legate de
obeiectul de matematic  (concursuri, rezolv ri de probleme din Gazeta Matematic  ³i alte reviste,
participarea la sesiuni de comunc ri etc.

Ca director la Liceul agricol di Roman (1979-1989) ³i ca inspector de specialitate la I. �.
J. Neamµ (1990-2000) a fost un real sprijin cadrelor didactice tinere în drumul lor spre obµinerea
de�nitivatului în înv µ mânt ³i apoi pentru obµinerea gradelor didactice didctice II ³i I. A ³tiut s 
µin  leg tura între generaµii ³i a convins cu experienµa ³i cu rezultate deosebite s  µin  cursuri cu
profesorii tineri sau s -i primeasc  s  asiste la ore pentru o mai bun  preg tire în vederea obµinerii
gradelor didactice sau a perfecµion rilor ce se desf ³urau periodic, la nivel naµional. De foarte
multe ori, a antrenat profesorii în diferite activit µi extra³colare (concursuri, simpozioane, sesiuni
de comunic ri etc).

În anul 2000 se pensioneaz  ³i, cum s-ar � a³teptat toat  lumea, ar � trebuit s -l vedem
mai rar pe domnul profesor la ³coal  ³i mai mult în familie. Dar n-a fost deloc s  �e a³a! Familia,
care i-a apreciat întotdeauna activitatea ³i l-a înteles în toate împrejur rile, i-a fost ³i de ast  dat 
al turi ³i i-a respectat hot rârea de a-³i continua activitatea.

361



�i cum cei împ timiµi,.nu preget  nici timp, nici efort pentru ca visele lor s  devin  realitate,
iat  realiz rile profesorului Mihai Gavriluµ, dup  pensionare:

• Colaboreaz  cu câteva edituri din µar  ³i duce profesorilor ³i elevilor ultimile nout ti din
matematic ;

• Este cel mai vechi, dar ³i cel mai activ, intermediar între redacµia revistei ,,Gazeta Matem-
atic �³i ³coal , f când ca elevii ³i profesorii de la cele mai izolate ³coli ale judeµului (³i chiar din
judeµele limitrofe), s  bene�cieze de abonamentele la aceast  revist , transportul f cându-l, de
�ecare dat , pe propria lui cheltuial ;

• Este prezent, cu elevi sau f r  elevi, la aproape toate concursurile interjudeµene ce se
organizeaz  în prezent în µar ; de multe ori convinge doi sau trei profesori s -l însoµeasc  ³i face ca
drumul pân  la localitatea unde se organizeaz  concursul s  �e o excursie de neuitat, pentru c  nu
permite s  se sar  vreun obiectiv turistic sau istoric, f r  a-l vizita.

• În �ecare vacanµ  de prim var  particip  la faza national  a Olimpiadei de Matematic ;
• Public  articole sau propune probleme în diferite reviste de specialitate (Gazeta Matem-

atic  � Bucure³ti, Axioma � Supliment Matematic � Ploie³ti etc.), îndeamn  ³i chiar insist  s  fac 
acela³i lucru ³i colegii lui cu experienµ  au mai tineri;

• În anul 2004 scrie, în colaborare cu Vasile Berinde ³i Andrei Horvat-Marc, cartea ,,Ma-
thematics Competitions�, scoas  la Editura CUB PRESS 22 din Baia Mare, lucrare ce a fost
prezentat  în luna iulie a aceluia³ an la Copenhaga, la al X-le Congres de Educaµie Matematic  (ce
se desf ³oar  din doi în doi ani), unde sunt prezentate sistemele de înv µ mânt din câteva µ ri ce
sunt anunµate de la ediµia anterioar ;

•. Este omul care a µinut în viaµ  Filiala Roman a S. S. M. R., a c rui pre³edinte devine dup 
anul 2000. În aceast  calitate, stabile³te colabor ri cu celelalte �liale din µar , cu C.C.D. Neamµ,
cu Prim ria Muncipiului Roman, cu liceul cu Program sportiv Roman, cu C. N. Roman-Vod  din
Roman, cu Gr. �colar Vasile Sav ³i alte ³coli sau licee sau din µar .

În colaborare cu membri Filialei Roman a S. S> M. R. ³i cu alµi simpatizanµi au loc
urm toaerle activit µi:

• Cocursul ,,Viitorii Matematicieni�, pentru clasele II-VI (mai-iunie), iniµiat de domnul
profesor Mihai Gavriluµ, care a ajuns la ediµia a VI-a, ediµie ce s-a desf ³urat în 7 iunie 2008, la
Liceul cu program sportiv din Roman.

• Domnul profesor Mihai Gavriluµ a organizat Concursul interjudeµean Gheorghe Vrân-
ceanu, pentru clasele VII-XII, la Roman, în decembrie 1995 ³i Concursul interjudeµean Memorial
Alexandru Cojocaru pentru clasele II-XII (2004 ³i 2006).

• organizarea sesiunilor de referate ³i comunic ri metodico-³tiinµi�ce, pentru profesori, în-
v µ tori ³i educatori din judeµul Neamµ, ajungându-se la ediµia a VII-a, ediµie desf ³urat  în 3
aprilie 2008 la Liceul cu Program sportiv din Roman, unde s-au conferit ³i numeroase diplome de
excelenµ , din partea S. S. M. R., dar ³i din partea Filialei Roman, unor personalit µi care de-a
lungul anilor au sprijinit activit µile legate de matematic , ale �lialei, la diverse concursuri, sim-
pozioane sau sesiuni de comunic ri, personalit µi, care, prin meseria lor nu aveau nici o leg tur 
cu matematica. La aceste sesiuni, au participat de �ecare dat  profesori, înv µ tori sau educatori
din toate judeµele Moldovei, dar ³i din alte judeµe: Timi³, Prahova etc.

• Organizarea simpozioanelor cu temele ,,110 ani de la în�inµarea Gazetei Matematice�
(martie 2006), ,,Matematica ³i religia� (octombrie 2006), ,,Matematica ³i sportul� (iunie 2007),
,,Matematica ³i poezia� (octombrie 2007), ,,Eminescu ³i Matematica� (15 ianuarie 2008), ,,Artele ³i
matematica� (octombrie 2008).

• Domnul profesor Mihai Gavriluµ susµine în �ecare an comunic ri la diverse sesiuni meto-
dico-³tiinµi�ce ce se organizeaz  la Sinaia, Ploie³ti, Roman, Bucure³ti.

• Împreun  cu membri Filialei Roman a S. S. M. R., particip  în �ecare an cu lucr ri sau
comunic ri interesante la Conferinµele anuale ale S. S. M. R. organizate în diferite lcalit µi din µar .

• Este unul din cei mai vechi participanµi la Cursurile de var  organizate de S.S.M.R., la
începput la Predeal ³i apoi la Bu³teni. Bineînµeles c  nu vine niciodat  singur ³i c  în �ecare ana
caut  s  m reasc  num rul colegilr care îl însoµesc.

Aceast  bogat  activitate îl recomand  pe domnul profesor Mihai Gavriluµ pentru a �
desemnat un bun exemplu demn de urmat de c tre tinerii no³tri. Ne bucur m c  am avut onoarea de
a-l cunoa³te ca om, profesor ³i coleg ³i îi mulµumim c  ³i la aceast  vârst  a r mas �del matematicii.
Suntem mândri c  roma³canul nostru a pus o piatr  de baza la temelia înv µ mântului matematic
preuniversitar din România ³i indiferent de epoca istoric , a luptat cu metodele lui ca elevii s  �e
bine preg tiµi ³i condu³i în drumul spre viaµ .
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Cred c  a f cut multe sacri�cii în viat  pentru a-³i vedea realizate visele, dar satisfacµia
împlinirii lor a f cut ca ele s  �e uitate!

Acum, la împlinirea frumoasei vârste de 70 de ani, îi ur m cât mai mulµi ani ³i înc  pe
atâtea realiz ri.

Marioara Cost chescu

REVISTA REVISTELOR

Revista de Matematic  din Timi³oara

Domnul profesor Ion Damina Bârchi ne-a expediat numerele 3 ³i 4 din 2008 ale revistei
timi³orene.

Ca deobicei, revistele conµin un num r de probleme propuse ³i rezolvate � foarte interesante
³i variate � semnate de unii dintre cei mai prestigio³i autori de probleme din µar .

În revist  sunt publicate ³i o serie de scurte note matematice, din care vom aminti:
• în nr. 3/2008: ,,O inegalitate echivalent  cu inegalitatea mediilor� (D. M rghidanu, D.

�t. Marinescu, V. Cornea), ,,Generalizarea unei probleme date la O. M. J. - 2007� (N. Stanciu).
• în nr. 4/2008: ,,Generalizarea inegalit µii Stevin-Bottema� (M. Cucona³), ,,O inegalitate

veri�cat  de funcµii convexe� (O. T. Pop).

Dan Radu

Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor
din judeµul Cara³-Severin

De la Re³iµa am rimit nr. 23 ³i 24 (an IX-2008) ale revistei editate de �liala Cara³ Severin
a S. S. M. R.

Vom menµiona titlurile câtorva articole ³i note inserate în aceste numere:
• în nr. 24: prima parte a articolului ,,Fractali� semnat de G. Mahalu), precum ³i notele

,,Mulµimi legate� (N. St niloiu) ³i ,,Inegalitatea lui Sylvester� (L. Dragomir);
• în nr. 25: ,,Puncte importante în triunghi� (Marina Constantinescu ³i Mircea Constan-

tinescu), ,,Generalizarea unei probleme de concurs� (N. St niloiu), ,,Partea întreag a ³i partea
fracµionar  a unui num r real� (L. Dragomir).

Desigur, revistele conµin ³i un mare num r de probleme propuse spre rezolvare elevilr de
gimnaziu ³i liceu.

Dan Radu

Axioma � supliment matematic

Prin bun voinµa domnului profesor Gheorghe Cr ciun, redactorul coordonator al publi-
caµiei, am primit numerele 26 ³i 27 din 2008 ale publicaµiei ploie³tene editate sb egida ,,Fundaµiei
oamenilor de ³tiinµ  din Prahova�.

Vom aminti titlurile a trei interesante note matematice publicate în aceste dou  numere:
,,Asupra unui so�sm geometric� (M. Oprea � în nr. 26/2008), ,,Asupra conjecturii lui Collatz� (�t.
Stroe � în nr. 26/2008), ,,Asupra algoritmului lui Euclid� (M. Oprea � în nr. 27/2008).

Demn de menµionat este faptul c  revista are tendinµa de a se r spândi din ce în ce mai
mult pe lan naµional, fapt atestat de spaµiul larg ocupat de listele de rezolvitori din diversele zone
ale µ rii.

Dan Radu

Sfera � revist  de matematic 

Din B ile³ti am primit num rul 12 (2/2007-2008) al revistei locale dedicate înv µ mântului
matematic preuniversitar. Revista pe care am mai prezentat-o în cadrul acestei rubrici, î³i continu 
cu consecvenµ  apariµia de ³ase ani (dou  numere în �ecare an ³colar, structurate în funcµie de
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materia ce urmeaz  s  �e parcurs  în semestrul respectiv), tinzându-se s -³i g seasc  locul printre
publicaµiile de pro�l ce apar în µara noastr .

Dintre notele matematice inserate în acest num r amintim: ,,Asupra unor probleme din
Gazeta Matematic � (D. M. B tineµu-Giurgiu), ,,Ecuaµii cu o in�nitate de soluµii reale� (I. Iv -
nescu), ,,Probleme de geometrie plan  rezolvate cu ajutorul geometriei în spaµiu� (M. D. Gurgui),
,,Inegalit µile lui Cebâ³ev dintr-o nou  perspectiv � (S. Pu³pan ).

Dan Radu

RECENZII

A. R. RAJWADE, A. K. BHANDARI, Surprises and Counterexemples

in Real Function Theory, Hindustan Book Agency, 2007

Analiza matematic  ofer , poate mai mult decât oricare alt  ramur  a matematicii, game
extrem de diversi�cate de situaµii, cu numeroase nuanµe posibile. Tot atât de diversi�cate sunt ³i
diferitele contraexemple, la diverse capitole, ceea ce a f cut ca s  se resimt  necesitatea de a le
sistematiza în anumite c rµi destinate special acestora. Cea mai cunoscut  carte de acest fel este,
probabil, cea a autorilor Gelbaum ³i Olmsted ,,Counterexamples in Analysis� (Holden-Day, Inc.
San Francisco, London, Amsterdam, 1964), tradus  ³i în limba român  în 1973.

Cartea pe care o prezent m acum trateaz , poate, mai puµine probleme, dar acestea sunt
dintre cele mai interesante, mai grele ³i toate sunt aprofundate în detaliu. Conµine urm toarele 7
capitole:

1. Introduction to the real line R and some of the subsets

2. Functions: Pathological, peculiar and extraordinary

3. Famous everywhere continuous, nowhere, di�erentiable functions: Van der Waerden's and
others.

4. Functions: Continuous, periodic, locally recurent and others

5. The derivative and higher derivatives

6. Sequences, Harmonic Series, Alternating Series and related results

7. The im�nite exponential xx
x..

and related results.

Lucrarea se întinde pe 290 de pagini, conµine multe �guri, dou  apendixuri, o bibliogra�e
cu 118 titluri ³i un index.

Foarte detaliat redactat , cu o prezentare gra�c  excelent , cartea ofer  un material foarte
interesant, de mare completitudine ³i profunzime ³i prilejuie³te o lectur  pansionant . O reco-
mand m cu mult  c ldur .

Andrei Vernescu

�TEFAN OLTEANU, IOANA CR�CIUN,

Profesorul Miron Oprea � ieri ³i azi,

Editura PREMIER, Ploie³ti, 2007

Volumul omagial ,,Profesorul Miron Oprea � ieri ³i azi� a fost publicat sub egidaa Fundaµiei
oamenilor de �tiinµ  din Prahova. El vine s  ilustreze viaµa ³i activitatea unei persomnalit µi mar-
cante prahovene, a unui om care ³i-a dedicat întreaga viaµ  propr ³irii învu aµ mântului matematic
³i activismului social.

Iat  una dintre profesiile de credinµ  ale profesorului Miron Oprea:
,,. . . Am crezut ³i cred în adev rurile ve³nice, eterne ³i neperisabile ³i, de aceea, primul meu

mesaj c tre tineret (în special, cel din ³coli) este: înv µaµi matematic , aceasta v  va face s  gândiµi
corect ³i clar în orice situaµie, . . . , v  va face mai de³tepµi decât alµii ³i v  apropie de Dumnezeu
. . . . Îmi iubesc neamul meu românesc ³i de aceea îmi cert semenii ³i elevii ori de câte ori fac abateri
grave de la calea adev rului . . . .�

Volumul debuteaz  cu o scurt  biogra�e a profesorului, semnat  de Ioana Cr ciun ³i Andrei
Olteanu. Piesa central  o constituie, îns , un amplu interviu � realizat în anul 2005 de Andrei
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Cr ciun � în care, în cuvinte simple, dar bine alese � profesorul î³i radiogra�az  viaµa ³i î³i expune
crezurile. În �ne, în ultima parte sunt consemnate o serie de cuvinte omagiale adresate lui, cu
ocazia împlinirii a 75 de ani, de c tre o serie de personalit µi locale, precum ³i alte dou  scurte
interviuri menite s  creioneze mai bine personalitatea Omului ³i Profesorului.

Volumul conµine o bogat  iconogra�e, ceea ce face din lecturarea lui un demers pl cut ³i
instructiv.

Dan Radu

ION NEDELCU, ANCA TU�ESCU, LUCIAN TU�ESCU,

Probleme de matematic  pentru concursuri,

Editura REPROGRAPH, Craiova, 2007

Volumul de faµ  conµine circa 350 de proleme, aproape toate �ind originale, ele purtând
semn tura autorilor într-o serie de reviste din µar  ³i din str in tate.

Problemele, f r  a � deosebit de di�cile, întrunesc exigenµele unor probleme de concurs,
scop pentru care au ³i fost create, soluµiile acestora � prezentate pentru toate problemele � sunt de
multe ori ingenioase ³i incitante pentru elevii de gimnaziu sau liceu.

Cartea se adreeaz , în primul rând, elevilor ce preg tesc diverse concursuri ³colare, dar ³i
profesorilor angrenaµi în preg tirea lor.

Dan Radu

PO�TA REDAC�IEI

Dan Giurgiu � �coala nr. 37 din Craiova. Am primit materialul cu titlul ,,Curs opµional
de matematic  la clasa a VIII-a � Relaµii metrice�. Îl vom supune atenµiei Colegiului Redacµional.

Alina Sânt m rian � Departamentuul de matematic  al Universit µii Tehnice din Cluj.
Articolul dumneavoastr  cu titlul ,,Approximations for a generalization of Euler's constant� se a� 
în studiul Comitetului de Redacµie.

Dumitru B tineµu-Giurgiu � Bucure³ti. Nota matematic  cu titlul ,,Din nou asupra
problemei 50 din Gazeta MAtematic  seria A� se a�  în atenµia Colegiului Redacµional care va
decide aupra oportunit µii public rii lui.

Dorian Licoiu � �coala cu clasele I-VIII din D buleni. Articolul pe care ni l-aµi expediat
cu titlul ,,Criteriul de divizibilitate cu numere Fermat� va � supus analizei Colegiului Redacµional.

Marian Tetiva � Colegiul Naµional ,,Gheorghe Ro³ca-Codreanu� din Bârlad. Nota mate-
matic  intitulat  ,,Asupra unei congruenµe utile în demonstraµia teoremei Erdös-Grinsberg-Zio� se
a�  în atenµia Colegiului redacµional. De asemenea, am primit ³i o problem  propus  de dumnea-
voastr .

Laurenµiu Modan � Bucure³ti. Am primit cele dou  probleme propuse. Le vom supune
atenµiei Colegiului Redacµional.

Ovidiu Pop � C. P. 514, O. P. 5, 440310 Satu Mare. Am primit problema propus  de
dumneavoastr . O vom supune atenµiei Colegiului Redacµional.

Nicu³or Minculete � Universitatea Dimitrie Cantemir din Bra³ov. Am primit articolul
dumneavoastr  cu titlul ,,The extension of Koci's inequality to the convex quadrilateral�, Colegiul
Redacµional urmând s -l analizeze, fapt ce este valabil ³i pentru cele ³ase probleme propuse.

Mihail Bencze � Str. H rmanului, nr. 6, 505600 S cele. Am primit problema propus  de
dumneavoastr  O vom analiza în cadrul Comitetului de Redacµie.

Alexandru Szöke � Facultatea de Matematic  ³i informatic  a Universit µii din Bucure³ti.
Articolul dumneavoastr  intitulat ,,Aspecte ale implement rii reµelelor de pocesare evoluµionist �
se a�  în prezent la referat, urmând ca apoi s  hot râm în ce m sur  este publicabil sau nu.

Dan Radu

ERAT�

1. În G.M.-A nr. 4/2007, la pag. 341, primele cinci rânduri vor � omise, deoarece
se repet .

2. La pag. 103 din G.M.-A nr. 2/2008, în scrierea relaµiilor (31), (32), (33), (35)
avem respectiv:

ha + hb + hc + hd ≥ 16r (în loc de ,,=�);
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ma + mb + mc + md ≤
16R

3
(în loc de ,,=�);

m2
a + m2

b + m2
c + m2

d ≤
64

9
R2 (în loc de ,,=�);

b2
1 + b2

2 + b2
3 ≤

1

4
· 16R2 (în loc de ,,=�).

2. La pag. 105, tot din G.M.-A nr. 2/2008, avem ( du  stabilirea inegalit µii (46):
,, Similar punctului c) . . . . . . rezult :

d2
1 + d2

2 + d2
3 ≤ b2

1 + b2
2 + b2

3 ≤ 4R2, (47)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d2
1 + d2

2 + d2
3 ≥

1

3
(d1 + d2 + d3)

2 ≥ 1

3

(
54
√

3 · r3R2
)2

= . . . . . .

( în loc de ≤ )“

În G.M.-A nr. 3/2008, la pag. 282, rândul 19 de sus se va citi ,,23� în loc de 28.
În G.M.-A nr. 3/2008, pe coperta IV, rândul 4 de sus se va citi ,,L /∈ GLn(R)� în

loc de GLn(R).
În G.M.-A nr. 3/2008, la pag. 283, în titlul primei recenzii de carte se va citi

,,. . . Paatero� în loc de ,,Paajero�.
Redacµia

Anunµ important
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