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A � matematician

A te pretinde matematician este o cutezanµ  pe care puµine persoane în
cuno³tinµ  de cauz  ³i-o pot permite. �i-a permis-o Norbert Wiener, în titlul autobi-
ogra�ei sale, dup  ce comunitatea matematic  internaµional  l-a recunoscut ca autor
al unor importante noµiuni ³i rezultate matematice ³i ca un deschiz tor de drumuri.
Dar un alt autor, Paul R. Halmos, cu o foarte bun  reputaµie în matematic , îns 
cu o clas  sub aceea a lui Wiener, a fost mai prudent ³i ³i-a intitulat volumul s u de
memorii ,,I want to be a mathematician� (Doresc s  �u matematician). Avem deci
în vedere pe matematician în ipostaza sa major . Drumul c tre aceast  µint  poate
� o aventur  care merit  a � relatat , chiar dac  µinta nu este efectiv atins .

Surpriza

Atunci când am devenit membru titular al acestui înalt for de cultur , am
dorit s -mi prezint cât mai curând discursul de recepµie. Dar am vrut s  v d,
în prealabil, ce au spus în discursurile lor de recepµie profesorii mei. Am c utat
deci discursurile prezentate de Simion Stoilow, Victor Vâlcovici, Octav Onicescu,
Gheorghe Vr nceanu, Miron Nicolescu, Gheorghe Demetrescu, Grigore C. Moisil,
Alexandru Ghika, Nicolae Teodorescu. Le-am c utat ³i pe cele ale colegilor lor din
alte centre universitare: Alexandru Myller, Octav Mayer, Mendel Haimovici, Tiberiu
Popoviciu, Gheorghe C lug reanu. Rezultatul acestei c ut ri a fost dezam gitor:
niciunul dintre ei nu ³i-a prezentat un discurs de recepµie. Faptul se explic , f r 

1) Prezentul material constituie textul Discursului de Recepµie rostit de acad. Solomon Marcus

la Academia Român . (N. R.)
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îndoial , prin lipsa de libertate care a existat in România atunci când ace³tia au fost
primiµi în Academie. Dar, chiar a³a stând lucrurile, m  simµeam oarecum stingherit
³i tot amânam discursul meu.

Pe vremea când G. �iµeica îi r spundea lui G. Enescu

M  a�u acum într-un moment în care orizontul meu temporal nu mai este
foarte generos ³i de aceea m-am decis, dup  multe ezit ri, s  m  prezint în faµa
acestui for, cu o încercare de recapitulare a unei vieµi care m  umple de mirare.

Dac  profesorii mei nu ³i-au µinut discursul de recepµie, am mers la discursurile
profesorilor profesorilor mei, ale celor pe care-i consider un fel de bunici spirituali.
Surpriza nu a lipsit nici aici, dar ea a fost una pl cut , plin  de semni�caµii. În
acele vremuri, cultura româneasc  avea o anumit  unitate. Disciplinele nu erau înc 
ferm constituite, iar dialogul lor era modul normal de existenµ . Inginerului, matem-
aticianului ³i pedagogului Petrache Poenaru, care-³i consacrase discursul de recepµie
rostit în anul 1871 luiGheorghe Laz r ³i ³colii române³ti, i-a r spuns scriitorulGeorge
Sion. Fizicianului, chimistului ³i matematicianului Emanoil Bacaloglu, care vorbise
la 1880 despre calendar, i-a r spuns scriitorul ³i inginerul Ion Ghica. Discursului
despre Spiru Haret, rostit de Gheorghe �iµeica în 1914, i-a r spuns �zicianul ³i mete-
orologul Stefan C. Hepites. În 1933, compozitorul George Enescu î³i prezint  discur-
sul despre scriitorul Iacob Negruzzi ³i despre intrarea muzicii la Academia Român ,
iar r spunsul este dat de matematicianul Gheorghe �iµeica. În 1936, matematicianul
Dimitrie D. Pompeiu î³i consacr  discursul chimistului Petru Poni ³i medicului Ioan
Cantacuzino, iar r spunsul este dat de un alt medic, Gheorghe Marinescu.

Putem recupera acest dialog al disciplinelor?

Frumoase vremuri! Iat  îns  c  acum ne a� m într-o perioad  în care, din cu
totul alte motive decât cele care explic  situaµia din urm  cu o sut  ani, dialogul
disciplinelor se impune ca o necesitate major . Aµi v zut îns  cât  mirare a produs,
în urm  cu câµiva ani, r spunsul dat de un matematician la discursul rostit în aceast 
aul  de un critic literar. Disciplinele au proliferat peste m sur  ³i uneori se uit  c 
valoarea lor cultural  este dat  ³i de capacitatea lor comunicaµional . Discursul
de recepµie al unui matematician nu se adreseaz  numai colegilor s i de breasl , ci
întregii comunit µi academice. Nu ascund c  am fost tentat de a invita pe un coleg
dintr-o alt  secµie s -mi dea r spunsul; dar a învins dorinµa de a m  adresa cuiva
care este martor de multe decenii la itinerarul meu spiritual ³i care are la activul
s u o remarcabil  oper  de creaµie, în bun  m sur  interdisciplinar .

A c zut în desuetudine discursul de recepµie?

Trebuie totu³i s  ne întreb m dac  discursul de recepµie, în forma sa tradi-
µional , mai este actual. Dup  cum ar � cazul s  ne întreb m de ce nu se mai
practic  decât rareori lecµia de deschidere la cursurile universitare. Am asistat, în
aceast  Academie, la splendide discursuri de recepµie ale unor membri de onoare din
str in tate, în ciuda faptului c  pentru ei statutul nu prevede acest discurs. Cine
poate uita prezenµa în aceast  aul  a lingvistului Eugenio Co³eriu sau a scriitorului
Jean Lefèvre D'Ormesson? Este mai important momentul titulariz rii decât cel al
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primirii în Academie? Dac  r spunsul este negativ � ³i poate c  acesta este cazul
� atunci n-ar trebui ca momentul primirii în Academie s  �e ³i cel al discursului de
recepµie (cel puµin pentru a � consecvenµi cu denumirea acestui discurs)?

Singur tatea matematicii ³colare

Rarele bucurii pe care mi le-a oferit matematica în adolescenµ  au venit nu
atât din viaµa ³colar  propriu zis , cât din ceea ce am putut a�a în timpul meu liber.
Mult mai puternic  s-a dovedit atunci atracµia pentru literatur  ³i pentru �lozo�e,
dar nu ca urmare a celor înv µate la ³coal , ci prin lecturile de acas , din c rµi care nu
f ceau parte din programa ³colar . Prima revelaµie oferit  de matematic  am tr it-o
abia la vârsta bacalaureatului, când am citit ceva despre geometriile neeuclidiene,
dar nu din c rµile de ³coal . Am realizat, pentru prima oar , frustrarea c reia îi cad
victim  cei mai mulµi copii ³i adolescenµi. Au trecut de atunci peste 60 de ani; în tot
acest timp, am urm rit evoluµia matematicii ³colare. Dincolo de unele amelior ri
locale ³i temporare, la vârsta de 11, 12, 13 ani se produce ruptura de pe urma c reia
cei mai mulµi elevi resping matematica ³i o consider  un fel de pedeaps . Amintin-
du-ne de ceea ce scria revizorul ³colar Eminescu despre predarea matematicii în
³coal  ³i de însemn rile lui Spiru Haret, putem conchide c  matematica ³colar 
tr ie³te, de un secol ³i jum tate, într-o nemeritat  singur tate.

,,Faceµi tabula rasa din matematica ³colar !�

Am optat, într-un moment de mare derut  din toamna anului 1944, pentru
studiul matematicii. Chiar de la prima or  de curs, am primit de la Profesorul
Miron Nicolescu îndemnul de a face tabula rasa din matematica ³colar . Desigur,
aceste cuvinte nu puteau � luate ad litteram, dar sensul lor profund îmi devenise
clar. Era o con�rmare a impresiei la care ajunsesem la terminarea liceului: adev rata
matematic  nu este aceea din manualele ³colare, chiar dac  unele cuno³tinµe c p tate
din ele sunt utile. Era o constatare negativ . Dar lecturile privind geometriile
neeuclidiene ³i primele ore de curs cu Profesorul Miron Nicolescu, cel care avea
s -mi devin  mentor ³i p rinte spiritual, au fost primii pa³i spre o înµelegere a naturii
reale a matematicii. Iniµierea în analiza matematic  mi-a dezv luit dou  aspecte
esenµiale ale ei: atenµia acordat  proceselor cu o in�nitate de etape ³i discrepanµa
dintre ceea ce devine inteligibil prin matematica acestor procese ³i ceea ce este vizibil,
perceptibil pe cale direct . Dar mi-am dat imediat seama c  aceste aspecte nu-mi
erau necunoscute. Unde le mai întâlnisem? În poezia lumii, de la Eminescu, Arghezi,
Blaga ³i Barbu la Edgar Poe, Baudelaire, Mallarmé ³i Rimbaud. Poezia are acces la
in�nitul existenµei, la ,,comportamentul ei asimptotic�. În acela³i timp, întocmai ca
³i matematica in�nitului, poezia transgreseaz  locul comun al existenµei cotidiene,
pentru a ne pune în contact cu aspectele anti-intuitive, paradoxale, ale existenµei.
În acest fel mi-am dat seama c  veneam spre matematic  marcat �ind de lecturile
mele literare ³i �lozo�ce.

Lecturile din anii '50

Prima propunere a unei teme de cercetare, din partea Profesorului Miron
Nicolescu, nu m-a entuziasmat. Mi-a dat atunci un articol al lui G.P. Tolstov despre
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comportamentul derivatelor parµiale ale unei funcµii de dou  variabile ³i m-a invitat
s -i fac o lectur  critic . A³a s-a n scut primul meu articol. Profesorul îmi ghicise
preferinµa pentru ceea ce se numea atunci patologia funcµiilor reale, un domeniu care
se n scuse în secolul al XIX-lea, ca urmare a nevoii de decantare ³i aprofundare a
noµiunilor de baz  ale analizei matematice. Aceast  preocupare a c p tat amploare
în secolul al XX-lea, prin Emile Borel, Henri Lebesgue, René Baire ³i Arnaud Denjoy
în Franµa, prin ³coala polonez  a luiWaclaw Sierpinski, prin ru³ii N. Luzin,M. Suslin
³i N. Bary ³i prin Dimitrie Pompeiu, Simion Stoilow, Alexandru Froda ³i Miron
Nicolescu, în România. În anii '50 ai secolului trecut, m-am aplecat cu atenµie asupra
acestor cercet ri ³i am publicat câteva zeci de articole privind comportamentul anti-
intuitiv al mulµimilor ³i funcµiilor reale.

Interesul pentru mulµimile ³i funcµiile urâte

Totul era un joc de a³tept ri frustrate, deoarece f pturile care f ceau obiectul
cercet rii nu admiteau o reprezentare vizual . Cine se gânde³te c , atunci când
traseaz  o linie pe o foaie de hârtie, impune liniei respective constrângeri severe,
cum ar � obligaµia de a avea o tangent  în �ecare punct (eventual, cu excepµia unui
num r �nit de puncte) ³i necesitatea ca acea tangent  s  varieze în mod continuu
(eventual, cu excepµia unui num r �nit de puncte)? Dar ³i cuvântul ,,continuu�
are în matematic  o semni�caµie mult mai general  decât corespondentul ei intuitiv.
Noµiunea general  de curb  are o inteligibilitate incomparabil mai vast  decât partea
ei vizibil . Între inteligibil ³i vizibil se produce o tensiune care nu a sc pat �lozo�lor ³i
cu atât mai puµin unui �lozof matematician ca René Thom: vedem numai continuul
(înµeles ca ceea ce se opune discretului), dar înµelegem numai �nitul.

Nu au lipsit criticile care susµineau inutilitatea unor preocup ri de acest fel.
Dar istoria nu le-a dat dreptate. Acele mulµimi ³i funcµii ,,urâte� s-au dovedit a
� precursoare ale obiectelor care aveau s  constituie punctul de plecare în geome-
tria fractal  a naturii, propus  în anii '70 ai secolului trecut de Benoit Mandelbrot.
Obiectele fractale se a�  peste tot în jurul nostru: norii ³i coastele oceanelor, fulgii
de z pad  ³i mi³carea brownian , fenomenele biologice ³i cele �nanciare, literatura
fractal  ³i muzica fractal . Baudelaire ³i, pe urmele sale, Arghezi au introdus urâtul
în poezie, parc  în înµelegere cu autorii fractalilor.

Suntem suma reacµiilor celorlalµi

Trecerea de la studenµie la predare ³i cercetare a însemnat, în bun  m sur ,
trecerea de la matematica din cursuri ³i manuale la aceea din monogra�i, tratate ³i,
mai ales, reviste de specialitate. Matematica vie, aceea care te introduce în labora-
torul de lucru al matematicianului, este numai aceea din reviste (cele de cercetare, nu
de popularizare). În revistele de dat  recent , g se³ti rezultatul celor mai proaspete
fr mânt ri ³i c ut ri ale cercet torilor. Îmi aduc aminte emoµia cu care intram, în
anii '50 ³i '60 ai secolului trecut, în Biblioteca de Matematic  a Universit µii din
Bucure³ti sau în aceea a Institutului de Matematic  al Academiei, având mereu ca
prim  întrebare: Ce nout µi aµi mai primit? Dar ³i pl cerea de a te cufunda în
lectura celor care, într-un trecut mai mult sau mai puµin îndep rtat, au fost chinuiµi
de întreb ri ³i curiozit µi asem n toare celor de azi, ale tale, nu este de subapre-
ciat. P strez ³i acum zeci de caiete în care copiam fragmente din articole care m 
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interesau; era o vreme în care, nu numai c  nu exista înc  internetul, dar nici xe-
roxul nu ap ruse iar procedeele mai rudimentare de copiat erau ³i ele un lux. A³a
mi s-a cristalizat caracterul de ³tafet  al cercet rii. Porne³ti de la probleme, idei ³i
rezultate ale altora, încerci s  faci un pas mai departe ³i, dac  reu³e³ti sau numai
crezi c  ai reu³it, încerci s  transmiµi altora mesajul t u. A³tepµi cu înfrigurare
reacµia lor, pentru a testa în acest fel coerenµa, corectitudinea ³i interesul mesajului
respectiv ³i pentru a vedea în ce fel este, la rândul s u, dus mai departe. A³a cum
un p rinte este interesat s  vad  cum evolueaz  propria-i odrasl , ca autor al unei
lucr ri dore³ti s  urm re³ti ecoul ei. Nu cumva tocmai în aceste reacµii ale altora
se a�  o surs  preµioas  pentru preocup rile tale ulterioare? Nu cumva tocmai în
acest dialog generalizat se a�  esenµa activit µii de cercetare, a creaµiei, în general?
B nuind c  r spunsul corect la aceste întreb ri este cel a�rmativ, m-a preocupat, de
la primii pa³i în cercetare, impactul activit µii mele. În m sura în care l-am putut
urm ri (într-o vreme în care comunicarea cu lumea era di�cil ), l-am înregistrat cu
grij , iar cele peste o sut  de caiete care s-au acumulat în aceast  privinµ  fac parte
organic  din biogra�a mea intelectual . Acum, internetul faciliteaz  considerabil
urm rirea acestui aspect. Biogra�a noastr  în domeniul creaµiei culturale a devenit
în mare m sur  public .

Anii 1956-1957: umanistica în haine noi

În 1956 apare articolul lingvistului Noam Chomsky privind trei modele mate-
matice de descriere lingvistic  iar în 1957 apare cartea acestuia ,,Syntactic Struc-
tures�, în care modelul anterior este detaliat ³i explicat pe îndelete. Pe de alt  parte,
în aceia³i ani, apar la Moscova câteva articole orientate ³i ele spre o alianµ  între
lingvistic  ³i matematic : A. N. Kolmogorov propune un model algebric al cazului
gramatical, V.A. Uspenski public  un model algebric al p rµii de vorbire iar R.L.
Dobrushin propune un model algebric al categoriei gramaticale. Primele experi-
mente de traducere automat , începute înc  în anii '40, au un caracter predominant
ingineresc, dar în 1958 O.S. Kulagina extrage din acest tip de activitate o descriere a
noµiunilor de baz  ale gramaticii pe baza teoriei mulµimilor. Tatonarea posibilit µilor
de traducere automat  si de documentare automat  în Europa occidental , în cadrul
Euratom, ³i în S.U.A., de exemplu, prin David Hays, conduce, spre sfâr³itul anilor
'50 ³i începutul anilor '60, la diverse idei de proiectivitate sintactic  (Yves Lecerf
³i alµii), o provocare interesant  pentru teoria grafurilor. În toate aceste activit µi
sunt implicate esenµial logica matematic  (gramatica generativ  a lui Chomsky este,
în esenµ , un sistem formal în sensul lui Hilbert) ³i unele capitole de combinatoric 
(sistemele lui Post ³i probleme de tipul celor propuse la începutul secolului trecut
de Axel Thue). Tot din direcµie logico-matematic  provin ideile lingvistice ³i logice
ale lui Y. Bar-Hillel (1953) ³i J. Lambek (1958). F. Harary ³i N. Paper propun în
1957 un calcul al distribuµiei fonemelor, N. Chomsky prezint  în 1958 o analiz  a re-
laµiei dintre lingvistic , logic , psihologie ³i calculatoare; în acela³i an, Y. Bar-Hillel
analizeaz  procedurile de decizie în limbile naturale. M. Masterman discut  în 1957
relaµia dintre semantic  ³i sintax  în traducerea automat . La toate acestea trebuie
s  ad ug m articolul lui S.C. Kleene din 1956, privind reprezentarea evenimentelor
în reµele nervoase ³i în automate �nite, în ordinea de idei inaugurat  de articolul din
1943 al lui W.S. McCulloch ³i E. Pitts, asupra unui calcul logic al ideilor implicate
în activitatea nervoas .
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Cum puteam r mâne indiferent la noile evoluµii?

S  rezum m. Dezvolt ri din direcµii foarte diferite fac joncµiunea în a doua
parte a anilor '50, aducând într-o albie comun  discipline dintre cele mai diverse:
lingvistica, psihologia (Chomsky considera lingvistica generativ  un capitol al psi-
hologiei cognitive), calculatoarele, matematica, logica ³i biologia; dar, prin teoria
informaµiei, în plin elan atunci, s-a f cut leg tura ³i cu �zica, în special cu ter-
modinamica. Inutil s  mai ad ug m c  �lozo�a se a�a în faµa unor provoc ri f r 
precedent. Evenimentele enumerate aveau loc într-un moment în care se n ³tea in-
formatica în România, sub bagheta extraordinarului dirijor de energii creatoare care
a fost Grigore C. Moisil. �i pentru c , vorba poetului, toate aceste lucruri trebuia
s  poarte un nume, s-au inventat diverse etichete, una dintre ele �ind lingvistica
matematic . Sintactic, nu putem al tura decât doi termeni; dar era clar c  noile
preocup ri nu combinau numai dou  domenii, ci mai multe. Marea noutate consta
în faptul c  se a�au împreun  cel puµin ³ase discipline, dintre care trei din dome-
niul socio-uman. Se mai a�au împreun  ³tiinµa ³i ingineria. Polaritatea pascalian 
,,spiritul de geometrie, spiritul de �neµe� ³i contrastul dintre cele dou  culturi, la
care se referea C. P. Snow, primeau o provocare f r  precedent. Ne a�am în plin 
transdisciplinaritate.

Cum puteam r mâne indiferent la aceste evoluµii? Am intrat în joc. Am
simµit c  unor energii care a³teptau de mult s  se dezl nµuie le-a venit ceasul. Într-un
timp record, m-am iniµiat în lingvistica structural , disciplina prin care te apropiai
de noile preocup ri din direcµia lingvisticii. Am fost ajutat în aceast  privinµ  de
discuµiile cu Emanuel Vasiliu, cel mai apropiat de logic  ³i de matematic , dintre
lingvi³tii români ai acelui moment, ³i de Paula Diaconescu, entuziast  cercet toare
în analiza structural  a limbii române; amândoi, de la Catedra de limba român  a
Universit µii din Bucure³ti, catedr  condus  de Profesorul Alexandru Rosetti. Lor,
li s-au ad ugat ulterior Edmond Nicolau ³i Sorin Stati. Între Rosetti ³i Moisil a
existat o atracµie magnetic , ei au încurajat ³i sprijinit o colaborare faµ  de care cei
mai mulµi se ar tau sceptici. Sprijinul lor, la Universitate ³i la Academie, a permis
României s  �e una dintre primele µ ri în care s-au µinut cursuri universitare de
lingvistic  matematic  ³i computaµional  ³i în care s-a în�inµat o revist  de pro�l,
în limbi internaµionale.

Un loz câ³tig tor

Drept rezultat, a urmat o dezvoltare vertiginoas , oglindit  parµial în recentul
volum ,,Grigore C. Moisil and His Followers in Theoretical Computer Science� (Ed.
Academiei Române, 2007).

În aceast  atmosfer , am redactat cursul de lingvistic  matematic  pe care
Editura Didactic  ³i Pedagogic  mi l-a publicat în 1963, cu rezerva considerat  nor-
mal  faµ  de o întreprindere aparent hazardat . Entuziasmul m  împiedica s  sesizez
caracterul aparent utopic al traseului pe care m  angajam. Cursul se baza în bun 
m sur  pe cercet rile mele personale, publicate în reviste. Pentru a m  testa, am
trimis cartea la câteva adrese universitare potenµial interesate într-o atare aventur .
A fost un loz câ³tig tor. A urmat publicarea ei la New York, la Paris, la Moscova
³i la Praga. Marile enciclopedii Brockhaus, Encyclopaedia Universalis, Enciclopedia
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Einaudi, Great Soviet Encyclopedia, Encyclopedia of Mathematics ³i numeroase en-
ciclopedii de lingvistic , de cibernetic , de informatic  au menµionat una sau alta
dintre versiunile c rµii. Tr iam astfel o experienµ  nou , nu mai r mâneam cantonat
într-un domeniu cu graniµe destul de precise, ci m  a�am pe un traseu transdisci-
plinar, care m  obliga s  înv µ nu numai lingvistic , ci ³i biologia sistemului nervos,
biologia eredit µii, logic , psihologie cognitiv , structura limbajelor de programare
³i anumite capitole de matematic  discret  care nu erau pe linia antrenamentului
meu anterior, din studiul funcµiilor reale ³i al topologiei generale.

Am simµit tot timpul, în aceast  nou  etap , sprijinul Profesorilor Rosetti,
Moisil ³i Miron Nicolescu. Atunci am descoperit faptul c , prin interacµiune cu
disciplinele socio-umane, matematica ³i calculatoarele dobândesc, pentru un public
destul de larg, o valoare cultural .

În faµa unei noi provoc ri

În perioada iniµial  a activit µii mele de cercetare, în care eram preocupat
exclusiv de probleme de analiz  matematic , m  mulµumeam s  comunic despre ele
numai cu matematicieni. De îndat  ce am trecut la o activitate transdisciplinar ,
am devenit un interlocutor interesant pentru persoane din toate domeniile, inclusiv
pentru scriitori, pentru �lozo� ³i pentru gazetari. Toµi m  asaltau cu întreb ri care
tr dau mirarea lor faµ  de o posibil  leg tur  între matematic  ³i calculatoare, pe
de o parte, ³i lingvistic , biologie ³i psihologie, pe de alt  parte. Descopeream astfel
din nou singur tatea matematicianului. �coala nu le d duse nicio idee despre alte
conexiuni ale matematicii decât cele cu �zica (³i chiar despre acestea, informaµia
era derizorie). Interlocutorii mei, de multe ori oameni cu o bogat  cultur , nu-³i
imaginau c  matematica ar putea � ³i altceva decât un ³ir de calcule cu impact
preponderent ingineresc ³i se mirau a�ând c  în matematic  mai sunt multe pro-
bleme care-³i a³teapt  r spunsul ³i c  mereu apar probleme noi. Posibilitatea unei
matematici a calit µii, a structurii, li se p rea în con�ict cu natura ei. De altfel, am
constatat c  ³i despre lingvistic  reprezentarea multora era derizorie, nu-³i imaginau
c  aceast  ³tiinµ  are ³i altceva de f cut decât stabilirea normelor de vorbire ³i scriere
corect .

Matematica: o unealt  util  uneori

Prin anii 1950-1951 eram ³i asistent la cursuri de matematic  de la Politehnica
bucure³tean , la Electrotehnic , la Energetic  ³i la Chimie industrial . Într-o zi, sunt
invitat de Profesorul Spacu, decan la Chimie, care-mi atrage atenµia c  seminarul
meu este prea teoretic. ,,Din matematic , chimia nu are nevoie decât de puµin peste
regula de trei�. Cursul la care f ceam seminarul era µinut de Profesorul Racli³, care
m  pusese în gard  chiar de la prima întâlnire: ,,S  nu cumva s  încerci s  faci
demonstraµii, c  e³ti un om pierdut!� L-am urm rit cu atenµie; enunµurile erau vali-
date prin expresii de tipul ,,Se vede pe �gur  c  . . . � Figurile erau executate cu crete
colorate ³i impresionau prin acurateµe. Accentul c dea pe procedee, descompuse
în pa³i caligra�aµi ³i numerotaµi cu grij  pe tabl . Cred c  a fost unul dintre cele
mai apreciate cursuri. Nu m-am putut încadra în aceast  conduit  ³i am p r sit
Politehnica, pentru a m  dedica în întregime activit µii mele la Universitatea din
Bucure³ti, ca asistent al Profesorului Miron Nicolescu. De atunci, am urm rit cu
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atenµie statutul matematicii în înv µ mântul ingineresc. În urm  cu vreo 20 de ani,
în cadrul unor dezbateri pe aceast  tem , se cristalizaser  dou  puncte de vedere.
Pentru unii, ca Profesorul Dorin Pavel, gândirea inginereasc  nu se formeaz  prin
matematic  iar rolul acordat matematicii la admiterea în Politehnic  ³i pe parcursul
studiilor este exagerat. Nici Profesorul D. Drimer nu p rea a � departe de acest
punct de vedere. Pentru ei, matematica în inginerie era o simpl  unealt , util 
uneori. Nimic mai mult. Cu o alt  ocazie, ³i Profesorul Remus R duleµ exprimase
o opinie similar . Pentru alµii, ca Profesorul Radu Voinea ³i Profesorul Alexandru
Balaban, matematica este pentru inginer ³i un mod de gândire exemplar iar prezenµa
matematicii la admiterea în Politehnic  ³i pe parcursul studiilor trebuie înt rit .

Matematica, de la unealt  la limbaj

Fizicienii teoreticieni obi³nuiesc de mult  vreme s  considere funcµia de limbaj
a matematicii, cu referire la capacitatea acesteia de a da o expresie concentrat 
³i riguroas  anumitor relaµii. Limbajul matematic este, de la Newton ³i Galilei
încoace, modul de a � al unor vaste capitole ale �zicii. Dezvoltarea teoriei ecuaµiilor
diferenµiale s-a a�at într-un metabolism permanent cu dezvoltarea �zicii. Ecuaµiile
diferenµiale ³i cele integrale au devenit modul predominat de exprimare a legilor
�zicii. În secolul al XX-lea, ca urmare a dezvolt rii teoriei relativit µii ³i a mecanicii
cuantice, în ,,jocul� dintre �zic  ³i matematic  mingea este mereu ³i mereu pe terenul
matematicii; limbajul matematic nu mai este simµit aici ca rezultat al unei operaµii
de traducere a unor situaµii nematematice, rezultând din observaµie ³i experiment,
ci devine pur ³i simplu modul de existenµ  al fenomenelor �zice.

Apropierea dintre economie ³i matematic  are o istorie de câteva secole. În
secolul al XX-lea ³i mai ales în a doua jum tate a acestuia, limbajul matematic
a devenit modalitatea predominant  de exprimare a fenomenelor economice, fapt
oglindit de un mare num r de premii Nobel în economie acordate unor lucr ri foarte
matematizate. Acest fapt nu este str in de apariµia ³i dezvoltarea teoriei jocurilor
de strategie, având ca protagoni³ti pe John von Neumann, Oskar Morgenstern ³i
John Nash.

Un alt domeniu în care matematica a p truns în mod masiv este biologia. În
prima jum tate a secolului al XX-lea a avut loc o utilizare, mai degrab  sub form  de
unealt , a ecuaµiilor diferenµiale, a teoriei probabilit µilor ³i statisticii matematice.
În a doua jum tate a secolului trecut, studiul sistemului nervos ³i al eredit µii a
bene�ciat de o p trundere masiv  a limbajului matematic, rezultat din dezvoltarea
combinat  a matematicii, biologiei ³i informaticii.

De vreo jum tate de secol, la ingineria energiei, bazat  în primul rând pe
matematici continue, s-a ad ugat ingineria informaµiei, care face apel în primul rând
la matematici discrete. Graniµa dintre ³tiinµ  ³i inginerie devine tot mai problemati-
c . De la teza de doctorat a lui Shannon, de la sfâr³itul anilor '30 ai secolului trecut,
logica matematic  ³i ingineria intr  în conexiune direct  iar limbajul matematic a
devenit esenµial pentru disciplinele informaµiei.

În intimitatea limbajului matematic

De la limbaj i se trage, în primul rând, matematicianului, singur tatea în care
se a� , deci merit  s -i acord m o atenµie special .
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Exist  realmente un limbaj matematic, sau este vorba aici de o simpl  meta-
for ? Când se pretinde c  Jean-Jacques Rousseau s-a servit de limbajul matematic
pentru a explica teoria sa asupra guvern rii (Marcel Françon, ,,Le langage mathé-
matique de Jean-Jacques Rousseau�, Isis 40 (1949), 341-344), despre ce anume este
vorba? În primul capitol din cartea a treia a Contractului Social, Rousseau î³i
propune s  studieze diferite tipuri de relaµii ³i forµe intermediare implicate în actul
guvern rii. Pentru a se face mai clar ³i mai sugestiv, recurge la o utilizare metaforic 
a rapoartelor ³i proporµiilor din algebra elementar . O metafor  de acela³i tip avea
s  �e folosit  în urm  cu vreo 30 de ani de Samuel Huntington, într-o carte a sa de
³tiinµe politice. Sintagma limbaj matematic este, de cele mai multe ori, folosit  la
modul metaforic, pentru a numi o utilizare local , pasager , a unei analogii cu un
termen sau cu un simbol matematic; alteori, dar la fel de abuziv, se desemneaz  prin
aceast  sintagm  folosirea local  a unei anumite formule, într-un text care, în cea
mai mare parte a sa, nu are nimic comun cu matematica.

Dar nici termenul de limbaj luat singur nu este mai puµin echivoc. Predomin 
utiliz rile sale metaforice sau echivalarea sa cu un sistem arbitrar de semne. În
consecinµ , expresii ca limbajul �orilor sau limbajul culorilor r mân f r  acoperire,
dar acceptate ca metafore. În ce condiµii devine limbaj un anume sistem de semne,
iat  o problem  foarte controversat , pe care nu o putem discuta aici. Cercet ri
mai aprofundate au condus la ipoteza general acceptat , conform c reia sistemul
de semne folosit în matematic  are cele mai multe tr s turi ale unui limbaj. Ca
orice sistem de semne, un limbaj este dotat cu trei niveluri: sintactic, semantic ³i
pragmatic. Limbajelor li se mai cere, de obicei, s  aib  o structur  secvenµial .
Aceast  condiµie nu prea este îndeplinit  de limbajul matematic, în a c rui µes tur 
intervine, dup  cum a observat Josh Ard, o dinamic  de tipul montajului vertical
la care se referea Eisenstein în leg tur  cu �lmul. Dar s  vedem din ce anume este
alc tuit limbajul matematic.

Componentele limbajului matematic

1) Limbajul natural (predominant în varianta limbii engleze);
2) Elemente ale limbajului natural, folosite ca simboluri arti�ciale (a, b, c, x,

y, A, B, sin, dy/dx, p etc);
3) Simboluri, altele decât cele de la 2): 0, 1, 2, 3, . . . , simbolurile de disjuncµie

³i de conjuncµie logic , cele de reuniune, intersecµie ³i incluziune relative la mulµimi,
simbolul de apartenenµ  al lui Peano, simbolul integralei etc.;

4) Expresii, relaµii, formule, ecuaµii etc. formate cu ajutorul entit µilor de la
2) ³i 3);

5) Reprezent ri pictoriale discrete (grafuri, matrici, diagrame etc);
6) Reprezent ri pictoriale continue (curbe, suprafeµe etc);
7) Programe de calculator;
8) Metasisteme simbolice, cum ar � limbajul programabil de printare TEX(dup 

grecescul techné, asociat cu latinescul texere) ³i cu derivatele sale, ca AmsTEX ³i
LATEX, care, sub forma unor comenzi, reglementeaz  tip rirea textelor matematice;

9) Componenta oral  a matematicii.

Câteva observaµii sunt necesare. Componenta semnalat  la 1 este cea mai
important , deoarece limbajul natural direcµioneaz  întregul comportament al lim-

173



bajului matematic. Gândim prin intermediul limbajului natural, chiar atunci când
ne preval m de celelalte componente. Se preconizeaz , ca o medie, un echilibru prin
care jum tate dintr-un text matematic r mâne scris în limbaj natural. Nu trebuie
confundat limbajul matematic cu limbajul axiomatic deductiv sau cu cel formalizat.
Matematica nu este ³i (³tim acum) nu poate � în întregime formalizat . Este uimitor
felul în care toate aceste imperative de igien  a educaµiei sunt ignorate în matema-
tica ³colar , în diferitele ei variante: manuale, predare la clas , reviste pentru elevi,
examene, concursuri. Reducem educaµia la aspectul ei sintactic, ignorând dimensi-
unea ei semantic . Dar semni�caµiile se exprim  în cuvinte, pentru a le înµelege ³i
exprima trebuie s  construie³ti un discurs. Este exact ceea ce ³coala nu reu³e³te.
Acest e³ec se transmite de la ³coal  la universitate ³i de la universitate în cercetare;
modul în care ideile matematice sunt asimilate ³i utilizate este profund afectat de
aceast  înµelegere fragmentar  a lor.

Prezenµa componentelor 2, 3 ³i 4 arat  c  limbajul matematic are o structur 
mixt , �ind alc tuit dintr-o component  natural  ³i alta arti�cial . �tim acum c  în
componenta arti�cial  se reg sesc toate funcµiile componentei naturale: metafor ,
metonimie, ambiguitate, relaµii de coordonare ³i de subordonare etc. Ca urmare a
prezenµei componentelor 4, 5 ³i 6, limbajul matematic devine bidimensional ³i, une-
ori, tridimensional. O liniarizare forµat  r pe³te matematicii din forµa sa euristic  ³i
sugestiv . S  mai observ m c  limbajul matematic se prevaleaz  atât de reprezent ri
discrete cât ³i de reprezent ri continue. Fiind un limbaj scris, el este esenµial vizual.

Componenta 9 are în vedere prezentarea oral  a matematicii, care are alte
reguli decât cea scris ; nu dezvoltarea detaliilor, ci sublinierea ideilor, a contextului
cultural-istoric, a cotiturilor periculoase. Prezentarea oral  atenueaz  liniaritatea
discursului scris, prin distribuirea mai nuanµat  a accentelor. Dar, dup  cum observa
Dan Barbilian, un rezultat matematic nu se poate valida decât pe baza formei sale
scrise.

Funcµiile limbajului matematic

Putem acum s  contempl m, în toat  splendoara sa, aceast  cucerire a spiri-
tului uman care se nume³te limbajul matematic. Acest limbaj exploateaz  sinonimia
sa in�nit . Orice enunµ se poate reformula într-un mod echivalent. Demonstraµiile
se bazeaz  pe aceast  parafrazare potenµial in�nit  a ipotezelor, proces care duce,
dup  un num r �nit de pa³i, la concluzia dorit . În aceast  activitate, sunt folosite
deopotriv  relaµii anaforice ³i cataforice. Este manifest  tendinµa de reducere a
fenomenelor de omonimie, dar nu se poate ajunge la anihilarea lor total . Caracterul
esenµial metaforic al limbajului matematic provine în primul rând din procesele de
generalizare. De exemplu, trecerea de la numere raµionale la cele iraµionale, în cazul
de referinµ  al evalu rii lungimii diagonalei unui p trat cu latura egal  cu unitatea,
s-a bazat pe c utarea unui num r care s  se a�e faµ  de 2 într-o relaµie similar 
celeia în care se a�  n faµ  de p tratul lui n. Procesul metaforic se refer  aici nu
la o entitate preexistent , ci la una care se construie³te prin emergenµa procesului
respectiv. Este deci vorba de metafore autoreferenµiale. Metafora declan³at  de
Pitagora, în leg tur  cu diagonala p tratului unitate, a avut nevoie de 2000 de ani
pentru a conduce la conceptul de num r real ³i, în cadrul acestuia, la conceptul
de num r iraµional. Mai sunt apoi metaforele care sugereaz  o leg tur  cu lumea
contingent : frontier , �ltru, num r raµional, num r transcendent etc.
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Metonimia µine ³i ea de natura intim  a matematicii. O problem  esenµial 
este citirea propriet µilor unei mulµimi pe o parte cât mai restrâns  a ei. Cele
mai multe numere reale sunt reprezentate printr-o parte �nit  a lor, deoarece nu
cunoa³tem reprezentarea lor esenµial in�nit  ³i neperiodic . În afar  de relaµia întreg-
parte, este foarte important  relaµia de contiguitate determinat  de inferenµe de
diverse tipuri: inducµii, deducµii ³i abducµii.

Semantica limbajului matematic este, ca ³i aceea a limbajului comun, de
dou  feluri: aditiv  (când semni�caµia întregii expresii se obµine prin concatenarea
semni�caµiilor componentelor) ³i integrativ  (când semni�caµia întregii expresii este
diferit  de semni�caµia obµinut  prin concatenarea semni�caµiilor componentelor).
Un exemplu de al doilea tip este obµinut prin plasarea semnului integralei în faµa
expresiei f(x)dx. În acest caz, dx nu mai înseamn  diferenµiala lui x iar al turarea
dintre f(x) ³i dx nu are semni�caµia de produs. Dar notaµia se explic  prin dorinµa
p str rii analogiei cu sumele din care provine respectiva integral , printr-un proces
de trecere la limit .

Limbajul matematic realizeaz  de multe ori un proces de optimizare semiotic ,
asem n tor celui poetic. Este su�cient s  ne referim la cazul simplu al puterii a n-a
a unui binom a + b. Putem exprima în cuvinte aceast  putere pentru valori mici
ale lui n, dar, de îndat  ce valoarea lui n cre³te, pierdem controlul. Simbolismul
matematic ne salveaz .

Narativitate ³i dramatism în demonstraµia matematic 

Dimensiunea narativ  a limbajului matematic este vizibil  în itinerarele de
curs  lung , de tipul demonstraµiilor maratonice care au condus la validarea teoremei
celor patru culori, a teoremei lui Fermat, a conjecturii lui Kepler etc. André Gide
compara romanul cu o teorem , dar teorema se poate a�a uneori la cap tul unei
aventuri în care apar momente cu adev rat dramatice. De exemplu, teorema de
clasi�care a grupurilor simple �nite, cu sute de autori, s-a a�at într-o astfel de
situaµie atunci când, în urm  cu peste zece ani, murise singurul care ³tia cum s 
articuleze într-un întreg rezultatele parµiale ale diver³ilor autori. Demonstraµiile cu
ajutorul programelor de calculator ridic  probleme delicate, privind controlul acestor
programe. Imposibilitatea de a obµine certitudinea adev rului anumitor teoreme
este de un dramatism pe care timp de dou  mii de ani nimeni nu l-a crezut posibil.
Semni�cativ din acest punct de vedere este textul cu care redacµia revistei Annals
of Mathematics prefaµeaz  publicarea demonstraµiei conjecturii lui Kepler, publicare
aprobat  în ciuda faptului c  referenµii nu au putut ajunge la validarea cu certitudine
a demonstraµiei conjecturii respective.

Urm rirea gre³elilor comise în încerc rile de demonstrare a unei ipoteze im-
portante ne permite s  înµelegem cum anume o gre³eal  poate deveni o surs  de
creativitate. �irul de gre³eli comise în încerc rile succesive de demonstrare a teo-
remei lui Fermat este unul dintre cele mai frapante exemple de acest fel. Chiar
autorul demonstraµiei acestei teoreme a comis, în prima sa tentativ , o gre³eal , pe
care a îndep rtat-o ulterior. O gre³eal  local  a lui Lebesgue, într-un celebru memo-
riu al s u, l-a condus, pe cel care a descoperit-o, la deschiderea unui nou capitol de
topologie, teoria mulµimilor analitice ³i proiective.

Teatralitatea limbajului matematic

175



Cuvântul teorema are, dup  etimologia sa greac , semni�caµia de spectacol.
Dup  exemplele date mai sus, înµelegem c  drumul spre o teorem  poate � într-
adev r un spectacol. Acest drum abund  în capcane ³i este nevoie de multe ori de
efortul câtorva generaµii de temerari care s  le înfrunte, pentru a se ajunge la un
rezultat; alteori nici câteva generaµii nu sunt su�ciente. Contrastul dintre caracterul
foarte elementar al unor enunµuri, cum ar � conjectura lui Goldbach (orice num r
par superior lui 2 este suma a dou  numere prime), ³i di�cultatea de a le demonstra
sau in�rma, chiar atunci când se pun în mi³care rezultate ³i instrumente dintre cele
mai �ne, îi poate scandaliza pe matematicieni, dar, în acela³i timp, îi stimuleaz  ³i
îi ambiµioneaz  în a-³i multiplica eforturile în direcµia respectiv .

În cartea lor ,,What is Mathematics?� (Oxford University Press, London,
1941-1946), Richard Courant ³i Herbert Robbins se refer  la natura teatral  a analizei
matematice. În de�nirea noµiunilor de baz , ca limita unui ³ir, convergenµa sa,
limita, continuitatea, derivabilitatea ³i integrabilitatea unei funcµii etc., întâlnim
mereu acela³i scenariu: dou  personaje, A ³i B, primul punându-l mereu la încercare
pe al doilea. În cazul convergenµei ³irurilor, A propune o valoare strict pozitiv  a
lui epsilon iar B trebuie s  stabileasc  dac  exist  un num r natural N astfel încât,
pentru m ³i n mai mari decât N , o anumit  inegalitate, incluzând pe epsilon, pe m
³i pe n, este satisf cut . Îns  B trebuie s  fac  faµ  acestui test oricare ar � valoarea
strict pozitiv  a lui epsilon; nu este, ca în basmul popular, unde eroul trebuie s  fac 
faµ , de obicei, la trei încerc ri.

Matematica, tragedia ³i comedia, la vechii greci

Tragedia se asociaz  cu fenomenele de hybris ³i nemesis. Hybris-ul este eroarea
tragic , ce-l duce pe erou la moarte, dup  ce a ignorat avertismentul zeilor. Pentru
Scott Buchanan (,,Poetry and Mathematics�, The John Day Company, New York,
1929, p.175-197), hybris-ul este atitudinea de aroganµ  sau de insolenµ  a unei naturi
oarbe. Nemesis-ul este rezultatul acestei aroganµe: faptele se r zbun  pe cel care
le-a ignorat. Dar, un personaj tragic trebuie nu numai s  p c tuiasc  prin hybris,
ci ³i s  aib  darul ironiei. ,,Tragedia procedeaz  prin analogie ³i prin substituµie
omogen  în gândirea raµional  a eroului. Evenimentele sunt preg tite, controlate ³i
interpretate, în a³a fel încât s  �e în concordanµ  cu ipoteza. Are loc o dezvoltare
care tinde spre integrare ³i generalitate�.

În matematic , lucrurile decurg în mod asem n tor. Comportamentul unei
funcµii este tatonat prin observarea valorilor funcµiei atunci când se dau anumite
valori particulare argumentului. Grecii foloseau acest procedeu pentru a identi�ca
ceea ce ulterior avea s  se numeasc  ,,valorile limit  ale funcµiei�; pe aceast  cale,
ei rezolvau unele ecuaµii. O atare metod  avea s  capete o form  riguroas  abia
cu dezvoltarea calculului diferenµial, mai precis, prin noµiunea de dezvoltare în serie
Taylor a unei funcµii, cu ajutorul derivatelor ei succesive.

În cazul comediei, situaµia este diferit . Îl cit m pe Scott Buchanan: ,,Aici se
procedeaz  prin variaµie foarte larg  ³i prin substituµie heterogen . Fiecare schim-
bare de direcµie a acµiunii marcheaz  descoperirea unei inconsistenµe, a unui plan
care nu funcµioneaz , a unei situaµii paradoxale. �i aici avem o dezvoltare, dar în
faza de discriminare a capacit µii de a opera distincµii. Eroul unei comedii sau este
capabil de a sesiza orice glum , orice vorb  de spirit, sau nu-i în stare s  înµeleag 
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niciuna. În acest fel, toate ideile pot avea o ³ans  egal  de con�ict sau de puri�care.
Comedia de moravuri se bazeaz  pe substituµia de idei�.

Dependenµa de contexte lungi

Fenomenele de textualitate, de intertextualitate ³i de hipertextualitate, în
linia de gândire a unorM. Bakhtin, J. Kristeva ³i a celor care, prin hipertextualitate,
au transgresat secvenµialitatea textului tradiµional, sunt la ele acas  în matema-
tic . Într-adev r, într-un text matematic se manifest , mai mult decât în orice alt
text, fenomenele de dependenµ  la distanµ . Suprimaµi dintr-o carte de matematic 
primele zece pagini ³i riscaµi s  nu mai înµelegeµi aproape nimic din rest. O operaµie
similar  într-o carte de geogra�e sau de istorie are un efect neglijabil. Faptul se
explic  prin structura textelor matematice; prin construcµia în etape, în care �ecare
etap  se bazeaz  în mod riguros ³i explicit pe etapele anterioare. Desigur, în orice
demers proced m în etape care se folosesc de etapele precedente, dar de cele mai
multe ori acest lucru se face prin reamintirea faptelor anterioare care urmeaz  a �
utilizate. În matematic , preluarea noµiunilor, convenµiilor ³i rezultatelor anterioare
are o asemenea amploare, încât reluarea lor, de �ecare dat  când ele sunt invocate, ar
pune la grea încercare atenµia ³i memoria ³i ar sabota funcµia euristic  a limbajului.
Achiziµiile etapelor anterioare trebuie ordonate cu grij , a³a cum se procedeaz  într-
o locuinµ , prin gruparea diferitelor obiecte în dulapuri, sertare, cutii diferite. În
matematic , aceast  ordonare impune folosirea unei anumite terminologii ³i a unui
anumit simbolism, prin care desemn m noile noµiuni ³i entit µi, în vederea folosirii
lor cât mai comode în etapele urm toare. Astfel emerge componenta arti�cial  a
limbajului matematic. Sub aspect istoric, acest fenomen s-a accentuat pe vremea
lui Galilei ³i a lui Newton, accelerându-se apoi ³i atingând apogeul în secolul trecut.

La fel în poezie, dar din cu totul alt motiv

S  preciz m c  dependenµa de contexte mari, practic, de întregul text, are
loc în ambele direcµii, deci atât la stânga cât ³i la dreapta. A³a cum un element
al textului depinde strict, chiar dac  indirect, de întreaga desf ³urare anterioar 
a textului respectiv, acela³i element va � invocat, direct sau indirect, în întreaga
desf ³urare ulterioar  a textului. Limbajul matematic este deci, prin excelenµ , un
teritoriu de desf ³urare permanent  a relaµiilor anaforice ³i cataforice.

Este interesant faptul c  ³i în poezie localul este solidar cu globalul, se vorbe³te
chiar despre modul în care o serie de metafore locale se acumuleaz , producând o
metafor  global . Dar aceast  dependenµ  nu are, în poezie, caracterul precis ³i
explicit pe care îl are în matematic . Leg tura dintre local ³i global este, în poezie,
o operaµie ambigu , interpretabil  într-o in�nitate de feluri; ea µine deci de actul
lecturii ³i al interpret rii, aparµine cititorului. Semni�caµiile în matematic  au un
statut conceptual iar conceptele sunt susceptibile de de�niµii. Acest fapt le distinge
de semni�caµiile poetice, care manifest  o tendinµ  anticonceptual . Poezia încearc 
s  recupereze cu ajutorul contextului ceea ce pierde în materie de dicµionar. De
aceea ea are nevoie de contexte practic in�nite, reg sind astfel, pe o cale complet
diferit , o situaµie valabil  ³i în matematic .

Este matematica exclusiv conceptual ?
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Numai c , în practic , se constat  c  semni�caµiile matematice nu sunt epui-
zate de de�niµiile lor de dicµionar; comportamentul lor contextual rezerv  surprize.
Faptul acesta este valabil chiar în matematica elementar . Încercaµi s -l înµelegeµi
pe zero numai pe baza de�niµiei sale ³i veµi e³ua. În leg tur  cu capcanele aces-
tui num r, considerat uneori, în mod abuziv, num r natural, a se vedea cartea lui
Charles Seife, tradus  recent în române³te: Zero. Biogra�a unei idei periculoase
(Humanitas, 2007). Multe semni�caµii din matematic  ³i din lingvistic  (a se vedea
sistemele formale, gramaticile generative ³i diferite tipuri de ma³ini) se introduc nu
prin de�niµii de tip clasic (gen proxim ³i diferenµ  speci�c ), ci prin comportamentul
lor într-un anumit proces, comportament de natur  contextual . Aceast  interacµi-
une textual  este un fel de dialog, de aceea Bakhtin a folosit expresia de principiu
dialogic.

Polifonia textului matematic

Textul matematic este, pe de alt  parte, prin excelenµ  polifonic (pentru a
folosi termenul propus de Bakhtin). A³a cum în muzic  se suprapun dou  sau mai
multe p rµi vocale sau instrumentale, dezvoltându-se orizontal (prin contrapunct) ³i
vertical (prin armonie), într-un text matematic are loc o colaborare a unor coduri de
o mare varietate, date de multiplicitatea componentelor ³i funcµiilor sale, unele cu
accent pe secvenµialitate, altele bazate pe transgresarea ei; unele metaforice, altele
metonimice; unele continue, altele discrete; unele vizuale, altele sonore. În aceast 
ordine de idei, Igor Shafarevich asimileaz  matematica unei orchestre care execut 
o partitur  unic , a nu se ³tie cui; unii membri ai orchestrei dispar, �ind înlocuiµi
cu alµii, dar motivele trec de la unii la alµii iar execuµia nu se încheie niciodat . Cu
referire la acela³i aspect al multiplicit µii de coduri puse în mi³care, a fost preluat , în
cazul limbajului matematic, ideea cinematogra�c  a lui Eisenstein privind montajul
vertical. În ambele cazuri, are loc o articulare de elemente indexicale, iconice ³i
convenµionale, având ca rezultat reliefarea unei teme unice.

Lumea numerelor, într-un grav impas semiotic

Cele mai multe numere reale nu pot � numite prin mijloace �nite. Uneori
pot � ar tate, indicate, de exemplu pe cele care sunt limite ale unor ³iruri despre
care se ³tie c  sunt convergente sau, în general, pe cele care apar ca rezultat al
diferitelor comportamente asimptotice. Celor mai multe numere reale nu le ³tim nici
reprezentarea zecimal , nici reprezentarea în fracµie continu . Tr iesc în dev lm ³ie,
parc  lipite unul de altul. Cele mai multe informaµii despre numere sunt de natur 
global , nu individual . Di�cultatea cu care au putut � g site, abia în anul 1844,
primele exemple de numere transcendente (Joseph Liouville) a dat impresia c  astfel
de numere sunt rare. Dar G. Cantor a spulberat aceast  impresie. S-a constatat în
general, c  lumea numerelor inteligibile este incomparabil mai vast  decât aceea a
numerelor care rezult  prin procese cu un num r �nit de etape, aplicate numerelor
întregi. Dar sensul cuvintelor ,,cele mai multe� în aprecierile de mai sus nu este cel
trivial, de majoritate numeric , deoarece avem a face cu mulµimi in�nite. Neglijabilul
este aici în sensul cardinalit µii: numerele algebrice formeaz  o mulµime num rabil .

Culorile urmeaz  îndeaproape situaµia semiotic  a numerelor. În orice limb 
natural , cele mai multe culori nu au nume. Dar, în contrast cu numerele, culorile
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bene�ciaz  de anumite relaµii de analogie ³i de contiguitate, putând lua numele
obiectelor care au culoarea respectiv : c r miziu, portocaliu, mu³tar etc. Desigur,
acest procedeu nu rezolv  decât o mic  parte a problemei. Curcubeul comport  o
in�nitate de culori, cele mai multe dintre ele neputând � numite. Pe de alt  parte,
problema semiotic  a culorilor este reductibil  la aceea a numerelor. Vopselele au
coduri combinate de litere ³i cifre. Numerele reale sunt, în general, cunoscute prin
valori aproximative, deci prin procese metonimice.

Între num rare ³i numerotare

Disocierea, în francez , între nombre ³i numéro; în german , între Zahl ³i
Nummer ; în rus , între cislo ³i nomer, nu-³i are analogul în român , italian , spa-
niol , portughez  ³i englez . Nombre din nombre premier ³i numéro din numéro de
sécurité sociale) revin, în limba român , la acela³i cuvânt: num r. Limba român 
face îns  distincµia dintre a num ra ³i a numerota.

Paradoxul lui Berry se refer  la nombre; paradoxul lui Richard se refer  la
numéros; numeraµia Gödel se refer  la amândou .

Este matematica numai un limbaj?

Limbajul este partea cea mai vizibil  a matematicii, partea care o tr deaz ,
stârnind admiraµia unora ³i repulsia altora. Rareori se întâmpl  ca matematica s 
�e privit  cu indiferenµ ; atitudinea neutr  faµ  de ea este mult mai puµin frecvent 
decât atitudinea extrem , într-un sens sau altul. Datele de care dispunem arat 
c  detractorii sunt incomparabil mai mulµi decât admiratorii. Anchetele sociologice,
semnalele din mass media, declaraµiile elevilor ³i profesorilor con�rm  antipatia celor
mai mulµi pentru formule matematice, pentru ecuaµii, pentru calcule. U³urinµa de a
recunoa³te jargonul matematicii contrasteaz  cu di�cultatea de a de�ni matematica,
di�cultate cu nimic inferioar  celeia privind de�nirea poeziei sau a �lozo�ei. Putem
îns  identi�ca diferite ipostaze, diferite aspecte ale matematicii:

a) domeniu de cunoa³tere ³i cercetare;
b) fenomen de cultur ;
c) ³tiinµ ;
d) art ;
e) unealt  util  în anumite situaµii;
f) limbaj;
g) mod de gândire;
h) catalizator al unor transferuri de idei, metode ³i rezultate;
i) disciplin  predat  în ³coli ³i universit µi;
j) fenomen social;
k) joc;
m) mod ;
n) mijloc de intimidare ³i chiar de terorizare;
o) form  de snobism;
p) posibil  form  de patologie;
q) mod de a înµelege lumea;
r) mod de viaµ ;
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s) mod de a înµelege propria noastr  minte;
t) parte a vieµii noastre spirituale;
u) �lozo�e.
Ordinea nu este dup  importanµ . Lista este deschis .

Fiecare dintre aspectele de mai sus comport  o întreag  discuµie. Îngrijor tor
este faptul c  aspectul i, al matematicii ca disciplin  de înv µ mânt, este aproape
în întregime con�scat, la nivel ³colar, de aspectul e, care vizeaz  partea instrumen-
tal  a matematicii, iar la nivel universitar apar, în plus, aspectele a (cunoa³tere ³i
cercetare), c (³tiinµ ) ³i f (limbaj). Dar chiar ³i acestea sunt de obicei considera-
bil s r cite; de exemplu, rareori se întâmpl  ca predarea matematicii s  dezv luie
întreaga bog µie a aspectelor de limbaj, a³a cum apar ele în multiplicitatea de com-
ponente ³i de funcµii pe care le-am discutat anterior, în interacµiunea componentei
naturale cu cea arti�cial , a secvenµialului cu polidimensionalul, a discretului cu con-
tinuul. Desigur, în m sura în care participanµii la procesul didactic sunt de o calitate
superioar , pot ap rea ³i celelalte aspecte. Fapt este c  manualele standard dup 
care matematica este predat  ³i înv µat  ³i, mai ales, criteriile dup  care asimilarea
ei este evaluat  o transform  într-o palid  imagine a ceea ce este ea în realitate.

E³ecul educaµiei matematice

Recunoscut  ca unealt  uneori util , matematica era înc  departe de a � ³i
un fapt de cultur . Ciocanul este ³i el o unealt  util ; devine, prin aceasta, cul-
tur ? Educaµia primit  în ³coal  ³i, uneori, ³i cea de la facultate nu prea las  s  se
vad  c  în matematic  exist  ³i idei, istorie, con�icte, interacµiuni cu alte discipline,
dileme privind formarea conceptelor ³i alegerea problemelor. Din variatele moduri
de gândire matematic  (inductiv , deductiv , abductiv , triadic , binar , analogic ,
metaforic , ipotetic , in�nit , combinatoric , probabilist , recursiv , topologic , al-
goritmic , imaginativ  etc.), înzestrate cu puterea de a funcµiona ³i în afara mate-
maticii, practic având o raz  universal  de acµiune, ³coala nu se raporteaz  decât la
deducµie ³i la combinare, uitând c  modalitatea deductiv  este numai haina în care
matematica se prezint  în lume, nu ³i substanµa ei. Metabolismul matematicii cu
celelalte discipline ³colare este foarte slab. A³a se ajunge la situaµia actual , în care
elevi ³i p rinµi protesteaz  împotriva prezenµei matematicii în programele ³colare ale
unor elevi care nu-³i propun s  devin  matematicieni. Intelectualii ajun³i la vârsta
evoc rilor nostalgice au rareori amintiri semni�cative despre orele de matematic .
Dac  accept m drept cultur  ceea ce îµi r mâne dup  ce ai uitat tot, atunci trebuie
s  recunoa³tem o realitate crud : cei mai mulµi oameni nu se aleg aproape cu nimic
din matematica ³colar . Destui r mân marcaµi pe viaµ  de spaima examenelor de
matematic . Dar dac  mergem la sursa acestei situaµii, atunci vom identi�ca o com-
plicitate, e drept, neintenµionat , între matematicieni, factorii de putere din societate
³i birocraµia înv µ mântului. Este educaµia matematic , prin natura ei, destinat 
unei elite? Sunt mulµi cei care dau un r spuns a�rmativ acestei întreb ri. Nu m 
num r printre ei. Fapt este c  se ajunge la ceea ce francezii numesc ,,mathématiques,
récettes de cuisine� iar americanii, în mod similar, ,,cook book mathematics�. Din
aceast  ,,monstruoas  coaliµie� rezult  caricatura de educaµie matematic  pe care
încerc m s-o dep ³im.
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M rturia din 1914 a lui Gheorghe �iµeica

Am c utat departe, în trecut, r d cinile acestei situaµii. L-am evocat, în
aceast  privinµ , pe revizorul ³colar Eminescu. Câteva decenii mai târziu, iat  cum
începe discursul de recepµie al lui Gheorghe �iµeica la Academia Român , la 29
mai 1914: ,,M  g sesc printre d-voastr  ca reprezentantul unei ³tiinµe pe care, cei
mai mulµi, o socotesc mohorât , pentru care lumea are o deosebit  groaz , faµ  de
care chiar respectul unora nu e lipsit de un �or care µine pe om la dep rtare; în
scurt, reprezint o ³tiinµ  puµin simpatic : matematica�. Faµ  de singur tatea în
care se a�a �iµeica în urm  cu aproape o sut  de ani, s-a schimbat ceva esenµial
în starea de singur tate a matematicianului? S-a schimbat, da, în sensul agrav rii
situaµiei, ca urmare a faptului c  limbajul matematic a devenit tot mai complicat
³i , vorba �lozofului francez Michel Henry, constituie o form  de barbarie (,,La
Barbarie�, Grasset, Paris, 1987), c p tând un caracter antiuman. Se ralia astfel
�lozofului englez George Steiner, care în ,,Language and silence� (Atheneum, New
York, 1967) pleda pentru un punct de vedere similar. �iµeica merge mai departe
³i, parc  anticipând repro³ul care avea s  �e adus matematicii ³i care fusese adus
³tiinµei înc  din secolul al XIX-lea, de a � f r  patrie, î³i continu  discursul în modul
urm tor:

,,�tiinµa matematic  nu e legat  de niciunul din resorturile noastre su�ete³ti
care s-o fac  iubit . Istoria, cu scrutarea ³i reînvierea trecutului, literatura, cu
bog µia de închipuire ³i str lucirea de expresii, geologia, chimia, biologia cu proble-
mele lor de interes practic ³i naµional n-au nevoie s -³i dovedeasc  foloasele. Fiecare
din reprezentanµii lor aici înf µi³eaz  câte o bog µie a µ rii: bog µie de gândire, bog µie
de simµire, bog µie de energii. Singur  matematica nu are ³i nici nu poate avea o
însemn tate naµional �.

�iµeica îl evoc  ³i pe Schopenhauer, a c rui p rere nu prea favorabil  despre
matematic  ³i despre matematicieni este binecunoscut .

�iµeica în rol de inculpat?

Cu aceast  stare de spirit, �iµeica aproape c  adopt  rolul de inculpat care
trebuie s  se apere în faµa tribunalului academic împotriva acuzaµiei de parazitism
social. O face, aducând probe în sensul c  ,,ast zi se poate dovedi cu argumente
hot râtoare c  ³tiinµa matematic  nu e cu totul nefolositoare�. Urmeaz  exemple din
³tiinµa galileo-newtonian ; dar r mâne modest în ceea ce prive³te statutul matem-
aticii: ,,Matematica este, astfel, nu numai o limb  precis , de exprimare simpl , dar
³i o unealt  de cercetare; . . .matematica este cea mai perfect  limb  în care se poate
povesti un fenomen natural�.

Iat  în ce situaµie umilitoare s-a putut a�a unul din marile spirite ale aces-
tei µ ri, într-o societate victim  a propriului ei e³ec în domeniul educaµional. Sunt
aproape o sut  ani de atunci ³i, iat , statutul social al matematicii r mâne la fel de
contradictoriu. Desigur, veµi spune, �iµeica era foarte respectat iar postura de incul-
pat în care s-a plasat era efectul unui anumit scenariu pe care ³i-a bazat discursul de
recepµie. Numai c  respectul de care bene�ciaz  matematicienii nu este atât expre-
sia înµelegerii semni�caµiei ³i valorii culturale a profesiei lor, cât a consideraµiei faµ 
de un lucru b nuit a presupune un efort intelectual major, din moment ce r mâne
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pentru cei mai mulµi neînµeles. Numai c  acest fel de respect poate oricând aluneca
în suspiciune ³i neîncredere.

Mihai Ralea acuz  psihologia matematic 

Într-o convorbire cu Grigore Moisil, la Senatul Universit µii din Bucure³ti,
Iorgu Iordan repro³a dou  lucruri matematicienilor: c  se laud  prea mult între ei
³i c  nimeni nu înµelege ce fac ei. Dar, de la suspiciune la contestare nu-i decât
un pas; în 1954, o personalitate de subtilitatea lui Mihai Ralea acuza psihologia
matematic , a�at  la primii ei pa³i în S.U.A., de a � ,,un refugiu pentru concepµiile
idealiste în psihologie�. Iat  cum de la o atitudine aparent inocent  se poate ajunge
la respingerea unui întreg capitol al ³tiinµei, cu un impact major în disciplinele
cognitive actuale; un capitol în care ³coala româneasc  de teoria probabilit µilor, de
la Onicescu ³i Mihoc la Marius Iosifescu ³i Radu Theodorescu, s-a a�rmat în mod
exemplar.

Matematica, mijloc de manipulare a maselor, a fost ³i r mâne un slogan scos
din când în când la suprafaµ , uneori cu scopuri ideologice, alteori din adversitate
faµ  de cultura ³tiinµi�c  ³i tehnologic , de care matematica este în mod tradiµional
lipit .

Spre domeniul lingvisticii computaµionale

Instinctiv, izolarea intelectual  ³i social  a matematicii, atât de ferm expri-
mat  de �iµeica în 1914, am simµit-o tot timpul ³i a fost pentru mine un impuls de
a o compensa prin extinderea razei mele de acµiune. Înc  din anii '50 primisem un
avertisment: alianµa dintre matematic  ³i lingvistic  era, sub aspect istoric, asoci-
at  cu emergenµa calculatoarelor electronice, a informaticii ³i a nevoii sociale privind
m rirea e�cienµei în procesarea limbajului natural. De la revistele de matematic 
³i de lingvistic  treceam treptat la cele de cibernetic  ³i de informatic . În 1963,
publicam la Moscova, în Problemy Kibernetiki un articol de modelare matematic  a
unor fenomene morfologice; în aceea³i perioad , publicam un articol despre proiec-
tivitatea sintactic  în revista Computational Linguistics iniµiat  de Ferenc Kiefer la
Budapesta; aceast  revist  a avut o viaµ  scurt , dar a fost una dintre primele cu
acest pro�l. În 1967, prezentam la Grenoble o comunicare invitat  la A doua Con-
ferinµ  Internaµional  privind procesarea automat  a limbilor, iar doi ani mai târziu
eram invitat la Stockholm, de c tre Hans Karlgren (Research Group for Quantitative
Linguistics) la ceea ce el a numit International Conference on Computational Lin-
guistics. Era de fapt continuarea celeia de la Grenoble, dar inaugura denumirea de
Computational Linguistics, care avea s  fac  istorie; ea avea s  se impun , rezistând
pân  în zilele noatre. Observaµi folosirea alternativ  a epitetelor quantitative ³i com-
putational, simptomatic  pentru acel moment înc  derutant al lans rii unor noi arii
de investigaµie.

De la limbajul natural la cel formal, apoi înapoi la cel natural

Comunicarea mea din Suedia se intitula Contextual grammars. În 2009, se
vor împlini 40 de ani de la prezentarea acestui nou tip de gramatici, care ocup 
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acum o literatur  destul de vast . Cele mai multe contribuµii se înscriu în dome-
niul informaticii teoretice, la capitolul de teoria limbajelor formale, dar în ultimii
zece ani s-au cristalizat variante de gramatici contextuale cu impact în domeniul
lingvisticii computaµionale, cum se poate vedea în articolele publicate în Computa-
tional Linguistics (1998) ³i Linguistics and Philosophy (2001), dou  dintre cele mai
prestigioase reviste în materie. Pe unii îi mir  poate denumirea acestei din urm 
reviste. Dar, a³a cum observa Moisil, nici �lozo�a nu mai este azi ceea ce a fost
ea alt  dat ; drumul de la �lozo�e la inginerie nu mai are nevoie de intermediari.
S-a scurtat ³i drumul de la ³tiinµ  la inginerie. Graniµele considerate pân  mai ieri
de netrecut sunt azi sub semnul întreb rii. În 1997, Gheorghe P un a publicat la
Kluwer monogra�a de sintez  Marcus Contextual Grammars, dar dup  publicarea
ei s-a acumulat o literatur  atât de vast  în aceast  direcµie, încât acum ar � nevoie
de o nou  sintez .

Iat  cum o idee n scut  din nevoia de a da o variant  generativ  unor procedee
analitice folosite în lingvistica descriptiv  american  se întoarce acum la studiul
limbajului natural, în perspectiv  matematic  ³i computaµional , dup  un itinerar
de câteva decenii în informatica teoretic .

O nou  provocare: poetica matematic 

Câteva întâmpl ri, spre mijlocul anilor '60 ai secolului trecut, m-au condus
la problemele de poetic  matematic , o alt  sintagm  aparent oximoronic , expresie
a unui alt proiect aparent utopic. Caietele mele de note de lectur  ³i de însemn ri
personale erau de mai mulµi ani foarte bogate la acest capitol, dar nu se vedea
modul de a organiza puzderia de observaµii disparate. Au intervenit îns , prin anii
1963-1965, trei evenimente care m-au ajutat s  dau expresie fr mânt rilor mele.

Mai întâi, dintr-un articol amplu publicat în Le Monde am a�at despre moar-
tea lui Matila C. Ghyka, român stabilit în Occident, eminent cercet tor al ritmului
³i al aspectelor matematice ale artei, autor a dou  volume consacrate num rului de
aur în biologie ³i în artele vizuale. Am a�at deci despre o personalitate atât de
puternic  exact atunci când ea a murit. Apoi, cam în aceea³i perioad , Profesorul
Constantin Drâmb  m  invita la biroul s u de la Observatorul Astronomic, pentru
a-mi ar ta ni³te documente. A³a am a�at despre Pius Servien (�ul astronomului
Nicolae Coculescu), ale c rui c rµi publicate la Paris în anii treizeci ai secolului trecut
au contribuit, concomitent cu cele ale lui Ghyka, la na³terea esteticii matematice, ale
c rei baze le pusese George D. Birkho� cu câµiva ani mai devreme. În sfâr³it, parc 
în complicitate cu celelalte dou  întâmpl ri, Profesorul Octav Onicescu m  invita
s  studiez relevanµa poetic  a noµiunii de energie informaµional , pe care tocmai o
introdusese într-un articol din Comptes Rendus de L'Académie des Sciences (Paris).
Contactul cu opera lui Birkho�, Ghyka ³i Servien a fost decisiv. Am reacµionat
imediat la mesajul lor ³i am simµit nevoia de a-l duce mai departe. Aveam impresia
c -i purtam de mult în mine ³i c  a sosit momentul de a intra în scen  ³i a-mi
juca rolul. Notorietatea de care bene�ciam de pe urma lingvisticii matematice m-a
ajutat s -mi plasez u³or ideile privind contrastul dintre limbajul ³tiinµi�c ³i cel liric.
Roland Barthes îmi ceruse o colaborare pe aceast  tem , pentru un num r special
din revista Langages, pe care-l edita la Paris.

Putem m sura frumuseµea? Pariul lui Birkho�, Escher ³i Coxeter
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În 1970, public Poetica matematic . De aceast  dat , ,,scandalul� l-a întrecut
pe cel anterior, de la apariµia Lingvisticii matematice, fapt �resc, deoarece poetica
este mult mai popular  decât lingvistica. Acest experiment în testarea reacµiilor
faµ  de o posibil  relevanµ  a matematicii în teritorii ale artei a ar tat unde anume
este principala rezistenµ : matematicii i se recunoa³te capacitatea de a aprofunda
structurile prozodice ale versului, aspectele structurale, formale ale �gurilor retorice,
aspectele tipologice ale narativit µii, tipurile de geometrie teatral , dar i se refuz  o
eventual  pretenµie de a facilita accesul la inefabilul poetic sau de a furniza criterii
de evaluare a calit µii artistice a unui poem. Dar G. D. Birkho� tocmai acest lucru
îl preconiza: un mod matematic de a aprecia pl cerea estetic  pe care o genereaz 
un obiect. El porne³te de la �guri geometrice dintre cele mai simple ³i de la piese
muzicale dintre cele mai simple ³i propune procedee de apreciere a gradului lor O
de ordine ³i a gradului lor C de complexitate. Apoi lanseaz  ipoteza conform c reia
pl cerea estetic  produs  de obiectele respective ar � proporµional  cu O ³i invers
proporµional  cu C. Ideile sale au fost su�cient de provocatoare pentru a constitui
obiectul unei prezent ri invitate la Congresul Internaµional al Matematicienilor, din
1928. Experimentul ³i ipoteza lui Birkho� trebuie înµelese ca o lucrare de laborator
privind psihologia creaµiei artistice. Ulterior, ideile sale aveau s  �e exprimate ³i
discutate în termeni de teoria matematic  a informaµiei, în cadrul ³colii germane a
lui Max Bense. Pe de alt  parte, tentativa de a aprecia comparativ valoarea estetic 
reapare în creaµia lui M.C. Escher, în cadrul colabor rii sale cu geometrul H.S.M.
Coxeter, criteriile �ind ³i aici bazate pe ordine ³i pe complexitate.

De la respingere ferm  la entuziasm debordant

Era inevitabil ca din toat  aceast  poveste s  izbucneasc  un mare scandal.
Ceea ce la autorii de mai sus are un caracter ipotetic, de experiment local, cap t 
în ochii unora proporµiile unei blasfemii. Era respins  tentativa de ,,a pune arta în
ecuaµii ³i în formule�; la aceasta se reducea, pentru unii, acµiunea de a da un sens
sintagmei poetica matematic . Dar, ar � nedrept s  omitem faptul c  destule spirite
luminate din domeniul umanist au reacµionat într-un mod nuanµat ³i, de multe ori,
interesant. În cele câteva zeci de recenzii ale c rµii mele, aprecierile au mers de la
negare ferm , dar cu argumente trimiµând la autorii latini � din partea specialistului
în retoric  Vasile Florescu, pân  la entuziasmul debordant al lui Jean-Marie Klinck-
enberg (Grupul de retoric  de la Liège), care vedea în poetica matematic  o etap 
superioar  în înµelegerea poeziei. Între aceste extreme s-au plasat mulµi dintre cei
mai buni scriitori, critici, esteticieni ai acelui moment. Poeµii sunt foarte deschi³i
faµ  de al tur rile inedite de termeni, sunt gata s  le accepte ³i s  le caute posibile
semni�caµii, dar, în aceast  c utare, ei î³i dezv luie, inevitabil, prejudec µile acu-
mulate în leg tur  cu matematica. Pe de alt  parte, în felul în care m-au recenzat
cei de formaµie umanist  s-a putut deslu³i modul în care ei presupun c  o formaµie
matematic  ar putea � o piedic  în calea unei înµelegeri autentice a poeziei. Replica
poetului Nichita St nescu, într-o poezie pe care mi-a dedicat-o, este semni�cativ :
,,Matematica s-o � scriind cu cifre/dar poezia nu se scrie cu cuvinte�. Dar, este
bine cunoscut  replica dat  de un important poet francez unui interlocutor care se
plângea c  nu scrie poezie deoarece nu are idei: Poezia nu se face cu idei, ea are
nevoie de cuvinte. Cine are dreptate? Pentru a înµelege ce a vrut s  spun  Nichita
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în versurile de mai sus, scrise în 1970, trebuie s  mergi la Necuvintele sale din 1969
³i la volumul de poetic  Respir ri, din 1982. Poezia ³i matematica au în comun
contrastul dintre haina în care ies ele în lume ³i viaµa lor ascuns .

Provocarea lui Claude Lévi-Strauss

În 1978, am editat la Klincksieck (Paris) lucrarea colectiv  La sémiotique
formelle du folklore; Approche linguistico-mathématique, care a trezit interesul pro-
fesorului Pierre Maranda, directorul Departamentului de Antropologie Cultural  al
Universit µii Laval (Québec). Am fost invitat acolo cu un scop precis: s  re�ectez
asupra unei formule pe care o lansase Claude Lévi-Strauss în 1955, dar care î³i p s-
trase de-a lungul anilor caracterul ei enigmatic. În trei ani succesivi, de �ecare dat 
câte patru luni, am venit la aceast  Universitate pentru a m  cufunda în cercetarea
operei lui Lévi-Strauss. Formula sa avea aerul unui enunµ matematic, dar aparenµa
era în³el toare. Într-o terminologie teatral , ea spunea, în esenµ , c  un actor a în
rolul x se a�  faµ  de un alt actor b, a�at în rolul y, într-o situaµie asem n toare
celeia în care s-ar a�a b în rolul x faµ  de rolul y, devenit actor interpret al unui
rol a−1 obµinut prin inversarea actorului a. Se observ  c  are loc o dubl  r sucire,
prima prive³te transformarea rolului y în actor, iar a doua const  în transformarea,
prin inversiune, a actorului a în rolul a−1. Timp de câteva decenii, nimeni nu a
înµeles nimic din acest enunµ. Nici m car autorul acestei pretinse formule nu d dea
impresia c -³i mai aduce aminte de ea.

Dar anumite amintiri îndemnau la precauµie Nici in�niµii mici ai lui Leibniz
nu au fost înµele³i, iar neînµelegerea s-a risipit abia dup  vreo trei sute de ani,
prin analiza non-standard a lui Abraham Robinson. Pe de alt  parte, acum ³tim
c  antropologul c ruia îi vom marca centenarul în acest an a devenit un termen
de referinµ  pentru evoluµia ideilor în secolul al XX-lea. În anii '40, când se a�a
în Statele Unite, i-a propus unui tân r matematician, André Weil (azi recunoscut
drept unul din geniile matematice ale secolului trecut), o problem  privind regulile
de c s torie în societ µile primitive. R spunsul, sub forma unui articol de câteva
pagini, a constituit na³terea unui nou domeniu: matematica relaµiilor de rudenie.
Lévi-Strauss a demonstrat c , de³i cultura sa matematic  este s rac , poate chiar
derizorie, potenµialul matematic al ideilor sale este imens. Eram avertizat c  dispune
de o extraordinar  capacitate de a adresa întreb ri esenµiale.

De la mituri la literatur  ³i la matematic 

Literatura a ap rut, în tradiµia occidental , pe vremea lui Homer, deci cu
câteva secole înaintea matematicii (Thales ³i Pitagora). Amândou  sunt, într-un
anume sens, �ice ale miturilor, de la care au preluat funcµia de simbolizare ³i situarea
într-un univers de �cµiune, care mediaz  relaµia cu lumea real . Într-o etap  destul
de târzie a evoluµiei lor, literatura mai întâi, matematica ulterior, s-au prevalat de
un alt aspect al miturilor: transgresarea a ceea ce numim azi logica tradiµional , prin
înc lcarea unuia sau altuia dintre cele trei principii: de identitate, de necontradicµie
³i cel al terµului inclus. Drept urmare, toate trei practic  paradoxul, la diferite
niveluri: sintactic, semantic sau pragmatic. O consecinµ  inevitabil  a acestei situaµii
este con�ictul cu intuiµia curent , decalajul dintre ceea ce este inteligibil ³i ceea ce
este vizibil. Toate trei se a�  sub semnul unor a³tept ri frustrate. Toate trei dezvolt 
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un principiu de optimizare semiotic : maximum de gând în minimum de cuprindere
(pentru a folosi o expresie a lui Dan Barbilian, în leg tur  cu Gauss).

O alt  tr s tur  comun  prive³te principiul hologra�c: în anumite condiµii,
aspectul local, individual, poate da seama despre aspectul global. În mituri exist  o
leg tur  strâns  între persoan  ³i univers, între anthropos ³i cosmos. În literatur ,
clipa poate da seama despre eternitate, un copac d  seama despre toµi copacii lu-
mii. William Blake vede lumea într-un gr unte de nisip iar eternitatea într-o or .
În matematic , putem deduce comportamentul global al unei funcµii analitice din
comportamentul ei local. A³a s-a ajuns s  se enunµe ipoteza structurii hologra�ce a
creierului uman ³i a universului.

O alt  tr sur  comun  este prezenµa elementului ludic; alta se refer  la
prezenµa metaforei. Am mai putea vorbi despre prezenµa in�nitului ³i despre de-
p ³irea, într-un fel sau altul, a cadrului euclidian. Dar ne oprim aici.

Matematica: spiritualitate, libertate, gratuitate

Iat , deci, un tablou mai puµin, dac  nu deloc cunoscut al matematicii. De-
sigur, dincolo de aceste analogii între matematic , pe de o parte, mituri ³i literatur ,
pe de alt  parte, putem dezvolta un întreg ³ir de deosebiri între ele; dar aceste deose-
biri nu pot � înµelese corect decât în contextul elementelor comune, esenµiale pentru
situarea istoric  a matematicii ca fenomen de cultur .

Mai întâi, urm rind �rul dezvolt rii matematicii la vechii greci, constat m
caracterul predominant spiritual al ei, vocaµia contempl rii unor armonii de forme
³i arhetipuri. Inventarea teoremei este o achiziµie spiritual  care, numai ea singur ,
ar � su�cient  pentru a asigura prestigiul peste milenii al culturii vechilor greci. La
Pitagora, matematica ³i muzica sunt inseparabile, amândou  raportate deopotriv  la
cosmos ³i la arhitectura spiritului uman. Numerele, intervalele muzicale ³i mi³carea
corpurilor cere³ti conduc la ceea ce s-a numit muzica sferelor. Cele cinci tipuri
de poliedre regulate puse în evidenµ  de Platon sunt entit µi fundamentale la fel ca
dreapta, cercul, p tratul ³i sfera, la Euclid, ³i fac parte din viziunea lui Platon asupra
matematicii ca reprezentare a universului. Le g sim în mituri, în diferitele religii,
în simbolismul artelor ³i în rezultatele fundamentale ale ³tiinµei. Num rul prim,
³irul lui Fibonacci, proporµia de aur, ideile de grup, de mulµime ordonat , de spaµiu
topologic, banda lui Möbius, sticla lui Klein, noµiunea de in�nit mic, la Leibniz, ³i
universul non-standard al lui Robinson rezum  structuri, prototipuri ³i procese sau
comportamente cu valoare universal . De aceea pot ap rea deopotriv  în natur 
³i în cultur , în ³tiinµ  ³i în art , în natura inert  ³i în cea vie. Pentru cultura
vechilor greci, Platon reprezint  cea mai înalt  expresie a matematicii ca aspect
fundamental al spiritului uman. Pentru Aristotel, discipolul lui Platon, matematica
nu este o parte a ³tiinµei ³i nu este subordonat  acesteia; matematica se ocup  de
obiecte al c ror interes este de sine st t tor ³i care admit o motivare estetic .
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Spiritualitatea matematicii : secolele XIII-XVII

Sf. Augustin (354-430) preluase de la Platon fascinaµia pentru numere, iar
de la Euclid metoda de procedare axiomatic-deductiv . Aceast  metod  avea s  �e
urmat  de teologia catolic  pân  spre secolul al XVII-lea. Dar nu numai teologia,
ci ³i alte discipline au urmat aceea³i cale; a se vedea Etica lui Spinoza (1632-1677)
³i mecanica newtonian . Duns Scotus (secolul al XIII-lea) se ocup  de problema
existenµei ³i in�nit µii lui Dumnezeu, folosind procedee care pre�gureaz  noµiuni din
ceea ce azi numim teoria mulµimilor ordonate. Nicolaus Cusanus (1401-1464) vede
în matematic  unicul mod de a ajunge la certitudine. Ca ³i Descartes, mai târziu,
Cusanus adopt  ipoteza unui Univers inde�nit (nu in�nit). N. Copernic (1473-1543)
propune, în lucrarea sa privind mi³c rile de revoluµie ale sferelor cere³ti (1540), un
model matematic al heliocentrismului. Opera lui Copernic a r mas în primul rând
pentru valoarea ei ³tiinµi�c , dar ³i calitatea ei literar  este remarcabil ; este un
poem dedicat Soarelui ³i Cercului.

În perioada Rena³terii (secolul al XV-lea) are loc o alianµ  fericit  între artele
vizuale ³i matematic , prin nume ca Leonardo da Vinci, Bruneleschi, Alberti, Al-
brecht Dürer, Piero della Francesca ³i Bombelli. Se realizeaz  astfel un progres
substanµial în înµelegerea perspectivei (reprezentarea spaµiului cu trei dimensiuni în
cel cu dou  dimensiuni).

Galileo Galilei (1564-1642), prin Il Saggiatore, Sidereus Nuncius ³i mai cu
seam  prin opera sa Dialog se înscrie în istorie drept unul dintre p rinµii ³tiinµei
moderne, prin recunoa³terea rolului central al matematicii în înµelegerea lumii. Dar,
dup  cum au atras atenµia Leopardi ³i Italo Calvino, prin acelea³i opere Galilei
r mâne ³i ca unul dintre marii scritori în proz  ai Italiei. Un alt savant dublat de un
scriitor este Johannes Kepler (1571-1630), care în Astronomia Nova (1609) face apel
la cele cinci tipuri de poliedre ale lui Platon pentru a studia interacµiunea dintre om
³i cosmos. Kepler demonstreaz  c  traiectoriile planetelor nu sunt circulare, cum se
credea, ci eliptice; sunt astfel aduse în atenµie secµiunile conice ale lui Apollonios de
Perga (262-180). Pasul urm tor: Isaac Newton (1642-1727) descoper  legea atracµiei
universale (1687).

René Descartes (1586-1650) preconizeaz  o ³tiinµ  uni�cat , având ca model
matematica. Asemenea lui Galilei, Descartes crede c  matematica este cheia care
deschide drumul spre o imagine global , uni�cat  ³i coerent  a lumii. Plecând de
la matematic , Descartes s-a simµit proiectat în �zic , �lozo�e, psihologie, �ziologie
³i cosmologie, în toate acestea devenind un pionier. În Discurs asupra metodei,
Descartes str luce³te nu numai prin deducµie �lozo�c , ci ³i prin aspectul literar.

Spiritualitatea matematic : secolele al XVIII ³i al XIX-lea

În Convorbirile sale cu Eckermann, Goethe are unele re�ecµii privind mate-
matica. Într-una dintre ele, consider  c  matematica este o art  care ar trebui
s  se declare independent  de ceea ce îi este exterior, pentru a-³i urma marele ei
traseu spiritual, capabil s  cuprind  mai mult decât înµelegerea lumii comensurabile
³i m surabile. Pe de alt  parte, Kant consider  c  matematica este o ³tiinµ , dar
o ³tiinµ  a spiritului (Geisteswissenschaft), ceea ce îl apropie de poziµia lui Goethe,
deoarece amândoi sunt de acord c  matematica nu-³i are locul al turi de ³tiinµele
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naturii (Naturwissenschaften). Tot Kant consider  c  partea cea mai profund  a
matematicii este aceea care este cultivat  ca �ind interesant  în sine, deci pentru
propria ei pl cere.

Matematicianului nu-i poate r mâne lipsit de interes faptul c  anumite situ-
aµii paradoxale, care au intrat în raza de preocup ri a matematicii abia spre sfâr³i-
tul veacului al XIX-lea, au ap rut mult mai devreme în literatur . De exemplu, în
secolul al XVIII-lea, Lawrence Sterne, în Tristram Shandy, recurge la situaµii au-
toreferenµiale iar, în secolul al XIX-lea, Lewis Carroll se prevaleaz  sistematic de
paradoxuri în Alice in Wonderland ³i în Through the looking glass. Dar de aceast 
dat  este vorba de un professor de matematic  (Charles Dodgson, alt nume al lui
Lewis Carroll); acesta este pasionat de jocul cu probleme de matematic  ³i de logic ,
pe care le introduce într-o form  paradoxal  în literatura sa debordând de imagi-
naµie. Într-un fel, îl putem considera pe Lewis Carroll ca un precursor al literaturii
absurdului, deoarece îi introduce de multe ori pe cititori într-o lume a haosului ³i a
lipsei de sens.

În secolul al XIX-lea, George Boole este atras de problemele cunoa³terii iar
lucrarea sa devenit  clasic  se intituleaz  Investigaµii asupra legilor gândirii. Proiec-
tul s u de articulare a logicii, algebrei, limbajului ³i gândirii era clar o încercare
temerar  de p trundere în arhitectura spiritului uman. Am a�at astfel c  o condiµie
necesar  pentru realizarea corespondenµei urm rite de Boole este natura binar  a
cadrului algebric considerat. A³a se face c  numele lui Boole a r mas în memoria
colectiv  a matematicienilor asociat cu binaritatea. Boole îl continua pe Leibniz, de
aceea Leibniz trebuie ³i el introdus în aceast  mare tradiµie spiritual  a matematicii.

În Hard Times (1854), Charles Dickens se folose³te de un studiu al lui Sissy
Jupe privind proporµiile, pentru a protesta contra entuziasmului unor contemporani
ai s i pentru analiza aritmetic  ³i statistic  a condiµiilor economice ³i sociale din
industria englez .

În secolul al XIX-lea, sub in�uenµa geometriilor neeuclidiene, literatura a pre-
luat unele preocup ri privind lumile cu mai multe dimensiuni. În Flatland (1884),
Edwin Abbott introduce un narator care tr ie³te într-un univers bidimensional.
Apare o sfer  ³i naratorul încearc  s -³i conving  cet µenii de existenµa celei de
a treia dimensiuni, dar este arestat. Progresul nu este acceptat.

Dubla singur tate a matematicii

Matematicianul are nevoie de singur tate pentru a se proteja. Nu este vorba
de lini³tea necesar  oric rei activit µi intelectuale, ci de faptul c , preluând o an-
umit  întrebare, el o transform , pentru a-i da un sens. Autorul întreb rii, un
inginer, un �zician, un economist, un lingvist sau altcineva, se simte de multe ori
frustrat, el are impresia c  problema lui a fost înlocuit  cu o alta. Dintr-o dat ,
are loc o desp rµire de lume, se na³te o suspiciune. De aici ³i gluma conform c reia
un matematician îµi rezolv  orice problem . . . , în afar  de aceea care te intere-
seaz . S -l cit m, într-o traducere aproximativ , pe Goethe (tot din Convorbirile cu
Eckermann): ,,Matematicienii sunt ca francezii; le propui o problem , ei o trec pe
limba lor ³i mai departe nu mai înµelegi nimic�. De aici, s-a dedus uneori c  Goethe
nu-i agrea pe matematicieni. Este îns  mai potrivit s  credem c  autorul lui Faust
avea o profund  înµelegere a naturii activit µii matematice, în care se manifest 
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un mod speci�c de a distinge un enunµ cu sens de unul f r  sens ³i o percepµie
special  a demarcaµiei dintre claritate ³i obscuritate. Mai este apoi faptul c , in-
stinctiv, matematicianul caut  s  se foloseasc  de acele p rµi ale matematicii care-i
sunt familiare, deci modul de a da un sens unei întreb ri depinde ³i de tipul culturii
sale matematice. Structurile, formele, tiparele, formaµiunile matematice de orice fel
se îmbog µesc mereu ³i sunt apte, prin generalitatea ³i varietatea lor, de a g zdui
idei dintre cele mai diverse; iar, dac  imaginaµia sa este su�cient de bogat , el va
îmbog µi repertoriul existent cu formaµiuni noi.

Dar, concomitent cu singur tatea care-l are pe el ca autor, matematicianul
tr ie³te singur tatea pe care matematica o resimte în viaµa social . Începând cu
anii de gimnaziu, cei mai mulµi elevi resping ceea ce li se propune sub eticheta
matematicii, r mânând pe viaµ  marcaµi de aceast  experienµ  negativ . Dac  se mai
întâlnesc cu ea, în studenµie sau profesie, este vorba de aspectul unealt , sub forma
unui algoritm, a unei formule, a unei reprezent ri gra�ce de care se prevaleaz  la un
anumit moment, într-un itinerar care, în ansamblu, nu este de natur  matematic .
Într-un caz mai fericit, dar destul de rar, apare nevoia de a face apel la matematica-
limbaj, deci nu numai la o utilizare local , ci la una care angajeaz , pe un întreg
parcurs, folosirea limbajului matematic, dac  nu în toate cele 9 componente ale sale,
m car cu o parte a lor. Pariul educaµiei matematice se refer  la faptul c  modul de
gândire pe care-l ofer  aceast  disciplin  are o valoare universal , deci este folositor
în orice alt  disciplin  ³i în orice domeniu al vieµii. În momentul de faµ  ne a� m
la o distanµ  astronomic  de împlinirea acestui deziderat. Concludent este ³i faptul
c , ajun³i la vârsta a treia, cei mai mulµi nu-³i amintesc din matematic  nicio idee,
niciun fapt cu semni�caµie cultural ; numai unele cuvinte-sperietoare, ca logaritm,
sinus sau r d cina p trat , le mai apar în memorie, ca un vis urât. Izolarea social 
³i cultural  a matematicii este grav .

La ora pa³ilor peste graniµe

Matematica este aruncat  în derizoriu de modul în care se face educaµia ei ³i
de percepµia ei public . Faptul acesta iese în relief de îndat  ce, prin contrast, lu m
în considerare complexitatea cultural  ³i datele istorice privind potenµialul spiritual
al matematicii, pe care ne-am str duit s  le con�gur m. Ele ne ajut  s  înµelegem
de unde anume vin bog µia intelectual , forµa artistic ; universalitatea în cuprindere
³i capacitatea de seducµie a matematicii, atunci când aceasta r mâne autentic  ³i
nu înlocuit  cu o caricatur  a ei.

Deocamdat  îns , toate aceste comori r mân ascunse, chiar inexistente, în
educaµie, în percepµia public , în cultur , în orizontul celor mai mulµi intelectuali.
Nici m car cei care, prin profesie, au contact cu partea instrumental  a matematicii
(�zicieni, ingineri, economi³ti etc.), de cele mai multe ori nu ajung la aerul tare al
marilor spectacole pe care le ofer  matematica. A³a cum am încercat s  ar t m,
limbajul nu este decât unul dintre multele aspecte ale matematicii, dar ³i acest aspect
este sesizat numai prin câteva dintre numeroasele sale componente ³i funcµii.

Ce s-a preferat, în schimbul celor de mai sus? S-a restrâns educaµia matema-
tic  la o a³a zis  funcµie utilitar , înµeleas  ca un ansamblu de procedee de operare,
care ar avea leg tur  cu problemele practice ³i cu celelalte discipline. Realitatea este
îns  alta. Metabolismul matematicii cu celelalte domenii este aproape inexistent în
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educaµie iar viaµa cotidian  nu de formule are nevoie, ci de deprinderi de gândire în
etape, pe care matematica ni le inoculeaz ; când, totu³i, prin aplicarea unei simple
formule înv µate la ³coal , juc torii la loterie ³i-ar putea evalua ³ansele de câ³tig, se
constat  c  cei mai mulµi nici m car nu-³i amintesc de existenµa ei.

Matematica î³i extrage probleme de peste tot. Am putea chiar spune c  cele
mai interesante aspecte sunt cele care apar la interfaµa matematicii cu restul lumii.
Spre aceast  zon  mi-am orientat o bun  parte din cercet ri. Am dat exemplul
formulei canonice a mitului. În ultimii 30 de ani, de când autorul ei a revenit la
ea, accentuându-i relevanµa, faptul c  ea se a�  în raport cu miturile într-o relaµie
asem n toare celeia în care miturile se a�  în raport cu viaµa, cercetarea formulei
respective s-a intensi�cat ³i câteva sinteze dau seama despre aceste c ut ri. Punctul
de vedere al matematicii nu a lipsit, mergând de la logic  ³i algebr  la matematica
morfogenezei, a lui René Thom. Dar în ce a constat aici rolul matematicii? S-au
propus lumi alternative, coerente, în cadrul c rora intuiµiile lui Lévi-Strauss cap t 
un statut conceptual. Nu atât despre teoreme este vorba, ci de metafore matematice
a c ror relevanµ  antropologic  va � pus  mereu în discuµie. Matematica se a�  la
ora pa³ilor peste graniµe, la care se raporta Werner Heisenberg, într-o celebr  carte
a sa.

De la izolarea matematicii la universalitatea ei

Dac  aventura lingvistic  a matematicii avea predecesori ilu³tri, de la Newton
³i Leibniz la Kolmogorov ³i Dobrushin; dac  asocierea ei cu arta s-a a�at în atenµia
lui G.D. Birkho�, A. N. Kolmogorov ³i H.S.M. Coxeter (pentru a ne referi la seco-
lul al XX-lea); dac  imixtiunea matematicii în antropologie îl avea ca iniµiator pe
unul dintre cei mai importanµi matematicieni ai secolului al XX-lea, André Weil,
noul domeniu, semiotica, spre care aveam s  m  îndrept în anii '70 ai secolului tre-
cut, purta girul celui mai important matematician american al secolului al XIX-lea,
Charles Sanders Peirce. Este vorba de un punct de vedere care-³i are originea la
vechii greci, trece prin teologia catolic  a Evului mediu ³i se reg se³te la Leibniz,
pentru a schiµa o mic  parte din itinerarul acestei discipline a modului de generare ³i
transformare a semnelor. Între matematic  ³i semiotic  leg tura este atât de natu-
ral , încât apare tentaµia de a o considera pe prima drept o ramur  a celei de a doua.
Cu toate acestea, în mod paradoxal, la începutul anilor '70 ai secolului trecut, când
semiotica a c p tat o baz  instituµional , nu matematicienii, ci lingvi³tii, literaµii
³i arti³tii au fost cei mai activi în promovarea studiilor de semiotic . Ulterior au
ap rut ³i biologii, informaticienii, matematicienii etc. Dar, ca urmare a activit µii
mele anterioare în lingvistic , am trecut u³or la noua orientare iar Umberto Eco m-a
invitat ca raportor la Primul Congres al Asociaµiei Mondiale de Semiotic , pe care-l
organiza în 1974, la Milano. Semiotica s-a dovedit a � liantul de care aveam nevoie
pentru a facilita leg tura dintre ideile matematice, pe de o parte, ³i problemele
provenite din biologie, informatic , psihologie, literatur , economie, lingvistic , is-
torie, relaµii internaµionale etc., pe de alt  parte. Un moment important, în aceast 
direcµie, a fost Seminarul combinat de matematic , genetic  molecular , lingvistic 
³i informatic  pe care l-am organizat la Institutul de lingvistic  al Americii (Bu�alo,
New York, 1971).

Numai câµiva ani mai târziu, în 1976, am devenit ³eful echipei Universit µii
din Bucure³ti în cadrul Proiectului Universit µii Naµiunilor Unite (Tokio) Obiective,
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procese ³i indicatori de dezvoltare. Dialogul cu speciali³ti din alte domenii, din
câteva zeci de µ ri, pe care mi l-a prilejuit, timp de vreo ³apte ani, acest experiment
a avut un rol decisiv în antrenamentul meu transdisciplinar iar în anii '80 întreaga
cunoa³tere îmi ap rea unitar  ³i devenisem foarte con³tient de daunele lipsei de
comunicare dintre discipline. Dar s  nu uit m c  înc  în prima jum tate a secolului
trecut ideea unei uni�c ri a cunoa³terii revenise puternic, dominând preocup rile
Cercului din Viena; Rudolf Carnap susµinea c  nu exist  decât o singur  ³tiinµ .

Mi s-a con�gurat astfel capacitatea matematicii de a � un catalizator al trans-
ferurilor de idei, concepte ³i rezultate între domenii dintre cele mai diferite. Nu
cumva tocmai izolarea la care este condamnat  îi confer  matematicii universali-
tatea pe care nimeni nu i-o poate contesta?

Solidaritate cu lumea cercet rii

Pe m sur  ce m  implicam în domenii tot mai variate, devenea tot mai di�cil 
urm rirea impactului meu în aceste domenii. Începusem, înc  din anii '80, s  consult
Science Citation Index, de acolo a�am despre unii autori care se refereau la ceea ce
publicasem, dar de multe ori revistele respective erau inaccesibile. Aveam nevoie ca
de aer de aceste ecouri. M  cite³te cineva? Intereseaz  pe cineva ceea ce public? Este
recunoscut  întreprinderea mea drept o acµiune necesar  - sau m car interesant  -
de injectare a gândirii matematice în domenii aparent dep rtate de matematic ?
Nu cumva sunt perceput ca un intrus? Sau ca unul care complic  inutil lucrurile?
Gluma care pretinde c  matematicianul este recunoscut dup  faptul c  d  r spunsuri
lung gândite, precise, dar inutile, nu a ap rut din senin.

Toate aceste întreb ri erau pentru mine expresia unei nevoi organice de a m 
cunoa³te, de a m  evalua, independent de ceea ce birocraµia universitar  îmi cerea
s  raportez periodic. A³a cum este de neconceput s  te angajezi în studiul unei
probleme f r  a te interesa de cei care s-au ocupat anterior de ea, la fel de grav  mi
se pare atitudinea de indiferenµ  faµ  de cei care au reacµionat, într-un fel sau altul,
la mesajul t u, preluând ipotetica ta ³tafet  ³i ducând-o mai departe. Acest act de
solidaritate, în interiorul lumii cercet rii, ofer  o compensare m car parµial  a st rii
de singur tate, de izolare faµ  de cei din afar .

Dar, pentru a duce pân  la cap t aceast  idee, mai trebuie ad ugat ceva. Dac 
ne intereseaz  reacµiile celorlalµi, atunci este nevoie în prealabil ca mesajul nostru s 
ajung  efectiv la cât mai mulµi dintre potenµialii interesaµi. Aceasta revine la faptul
c  rezultatele noastre sunt publicate în locurile cele mai vizibile, deci în revistele
cele mai frecventate. Numai c  aceste reviste sunt ³i cele mai exigente. Riscul de
a primi un r spuns negativ sau unul critic, implicând reconsiderarea textului, este
mare. Într-o lume gr bit , care funcµioneaz  dup  sloganul ,,a publica sau a pieri�,
într-o lume comod , perspectiva trimiterii unui articol la o revist  de înalt  exigenµ 
nu pare atractiv .

Cultura român , timid  în comunicarea cu lumea

Accept m cu greu ³i de multe ori respingem realitatea în care tr im. Cu-
noa³terea s-a globalizat, cercetarea s-a globalizat ³i ea, monitorizarea ³i evaluarea
lor se fac la nivel global. Suntem controlaµi de alµii, dar, în m sura în care suntem
validaµi, particip m ³i noi la procesul de monitorizare ³i evaluare a altora. Situaµia
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este perfect simetric . Ne a� m în faµa unei probleme care nu este numai a �ec rui
cercet tor în parte, ci ³i a culturii române în ansamblul ei. Aceast  cultur  a fost
timid  în ceea ce prive³te comunicarea cu lumea. O inerµie istoric  trebuie acum
învins .

Ca o consecinµ  �reasc , faµ  de anii '50 ³i '60, am devenit mai exigent. Nu m 
limitez s  constat c  un anume autor îmi acord  atenµie, m  intereseaz  substanµa
acestei atenµii. Este vorba de o referinµ  esenµial  sau numai de una marginal , local 
sau, eventual, de una pur formal ? Sau cumva demersul meu este chiar punctul s u
de plecare, �e pentru a-l continua, �e pentru a propune unul alternativ?

Este el o autoritate recunoscut  a domeniului sau un încep tor? Este revista
în care se face referinµa respectiv  una de mare prestigiu sau m car una onorabil ?
Mi se pare de asemenea semni�cativ  rezistenµa în timp a unui rezultat. Atenµia
de care bene�ciaz  un articol la 50 de ani dup  publicarea sa are o greutate mult
mai mare decât citarea sa la numai câµiva ani dup  publicare. Se întâmpl  s  �i
citat ani de-a rândul pentru un anumit rezultat, pân  în momentul în care cineva
public  o sintez  a domeniului respectiv, în care articolul t u este citat cum se
cuvine, dar ulterior cei mai mulµi nu mai trimit la articolul în cauz , ci la sinteza
care l-a înglobat. Paradoxal, cel mai înalt elogiu care se poate aduce unui anumit
concept, unui anumit rezultat, este dispariµia nevoii de a-l mai menµiona pe autor.

O lume inefabil 

Este vorba despre lumea matematicii, o lume inefabil , în primul rând pentru
c  nu se poate de�ni. Când li se cere de�niµia, matematicienii fac un ocol ³i r spund
prin a indica unele atribute ale domeniului lor; o de�niµie direct , cât de cât scurt ,
a matematicii este evitat . Din acest punct de vedere, matematica se a�  în situaµia
artei, la fel de imposibil de de�nit. Exist  ³i un alt mod de a ocoli de�niµia: prin
indicarea diferitelor ei compartimente, de exemplu, a³a cum �gureaz  ele în marile
reviste de referate. Acest ocol este folosit uneori ³i atunci când trebuie explicat ce
este arta.

Exist  ³i un alt fel în care se manifest  inefabilul matematicii: prin contrastul
dintre modul în care se prezint  matematica în lume ³i modul în care arat  viaµa
ei ascuns . La suprafaµ , matematica este dominat  de deducµii, de formule ³i de
algoritmi; ea procedeaz  de la de�niµii, leme ³i teoreme la demonstraµii, corolare ³i
exemple. În c ut rile ³i fr mânt rile ei, ea este str b tut  de întreb ri, încerc ri,
ezit ri, gre³eli, e³ecuri, taton ri, analogii, asocieri de tot felul, amintiri din ce-am
tr it sau ce-am visat cândva, reprezent ri vizuale, test ri pe exemple particulare,
mir ri, intuiµii ³i emoµii. Simptomatic  pentru discrepanµa dintre aparenµa ³i sub-
stanµa matematicii este distanµa, care poate � foarte mare, dintre momentul g sirii
unui rezultat ³i cel al con�rm rii sale prin demonstraµie. Totul se întâmpl  ca în
celebra re�ecµie a lui Blaise Pascal ; pentru a porni în c utarea unui lucru, trebuie
mai întâi s -l g sim. Nu este nicio contradicµie aici. G sirea este abductiv , iar
c utarea urm re³te o con�rmare deductiv .

Ordinea în care matematica se prezint  în lume este în bun  m sur  opus 
ordinii istorice. De exemplu, noµiunile de limit , continuitate, derivat  ³i integral 
sunt înv µate în aceast  ordine, dar ordinea în care ele s-au cristalizat este invers 
acesteia.
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G. C linescu aprecia c  istoria literar  este o ³tiinµ  inefabil . Matematica
este inefabil , are, printre diferitele ei tr s turi, ³i unele comune cu ³tiinµa, f r 
îns  a putea � inclus  printre ³tiinµe, deoarece nu se ocup , prin destinaµia ei, de
o anumit  felie a naturii sau a societ µii. A³a cum am mai observat, matematica
are un potenµial ³tiinµi�c, are ³i unul artistic, are ³i unul �lozo�c; dar ea r mâne, în
concertul culturii, o voce separat , inconfundabil . O bun  parte a lumii academice
îi respect  acest statut.

Matematica, în viziunea ideilor primite, în sensul lui Flaubert

Cea mai r spândit  este aceea de ³tiinµ  exact . Conform unei de�niµii de
dicµionar, ,,³tiinµele exacte sunt acele domenii ale ³tiinµei care sunt capabile de o ex-
presie cantitativ  acurat  sau de predicµii precise ³i de metode riguroase de testare
a ipotezelor, în special de experimente reproductibile, implicând predicµii ³i m -
sur tori cuanti�cabile� (Wikipedia). Dup  cum se vede, acest cli³eu se bazeaz , la
rândul s u, pe alte dou  cli³ee: ,,matematica, ³tiinµ  a cantit µii� ³i ,,matematica,
³tiinµ  a naturii sau/³i societ µii�. Primul cli³eu domin  ³i acum percepµia comun 
a matematicii, dup  cum rezult  din de�niµia ei în Dicµionarul explicativ al limbii
române: ,,³tiinµ  care se ocup  cu studiul m rimilor, al relaµiilor cantitative ³i al
formelor spaµiale (cu ajutorul raµionamentului deductiv)�. Al doilea cli³eu rezult 
din asimilarea matematicii cu domeniile în care ea se valori�c . Se observ  ³i un
al treilea cli³eu, care reduce matematica la funcµia ei de unealt . Cât de departe
suntem de geometria ³i aritmetica v zute drept dou  dintre ,,cele ³apte arte liberale�
(celelalte cinci �ind gramatica, retorica, logica, muzica ³i astronomia)!

Desigur, matematicienii din a doua jum tate a secolului trecut au fost con³ti-
enµi de toate aceste falsi�c ri ale naturii reale a domeniului lor ³i au propus versiuni
alternative: matematica, ,,studiu al formelor ³i evoluµiei lor� (R. Thom); ,,³tiinµ 
a modelelor (patterns)� (L. Steen); ,,corp de cuno³tinµe centrat pe conceptele de
cantitate, structur , spaµiu ³i mi³care� (Wikipedia) iar, în secolul al XIX-lea, B.
Peirce propusese ,,³tiinµa care dezvolt  concluzii necesare�. Fiecare dintre ele prinde
câte un aspect, dar niciuna nu separ  matematica de toate celelalte domenii.

Între funcµia cognitiv  ³i cea utilitar 

Ca Janus, cel cu dou  feµe, matematica ne arat  uneori funcµia ei cogni-
tiv , alte ori pe cea utilitar . Relaµia dintre ele este pe cât de simpl , pe atât de
paradoxal : cea mai bogat  surs  de susµinere a funcµiei utilitare a matematicii se
a�  în avansul funcµiei sale de cunoa³tere. Dar preµul care trebuie pl tit pentru
ca acest lucru s  se întâmple este libertatea acordat  matematicianului de a-³i dez-
volta cercet rile sale nestingherit, neîmpins de la spate de tot felul de plani�c ri, ci
ghidat exclusiv de curiozitatea sa, de bucuria sa de a ,,vagabonda� în lumea ideilor
matematice, lume pentru el su�cient  pentru a-l motiva în efortul s u intelectual.

Nu întâmpl tor am folosit verbul ,,a vagabonda�; m-am gândit la verbul
francez errer ³i la latinescul errare, care înseamn , în acela³i timp, ,,a r t ci�, ,,a
vagabonda� ³i ,,a gre³i�. Cu alte cuvinte, când mergi încoace ³i încolo, tatonând
diverse posibilit µi, e³ti supus gre³elii ³i e³ecului; încerci din nou ³i din nou ³i acesta
este marele joc al matematicii (dar nu numai al ei).
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Matematica trebuia s  r mân  ca muzica, s  �e cultivat  pentru propria ei
pl cere. Funcµia terapeutic  a muzicii a fost observat  de mult  vreme, dar nimeni
nu s-a gândit ca societatea s -i condiµioneze pe compozitori de efectul curativ al
creaµiei lor muzicale. Matematicienii n-au avut acest noroc. Societatea s-a focalizat
mereu asupra funcµiei utilitare a matematicii ³i, în mare m sur , a apreciat munca
matematicienilor în raport cu cerinµele practice, f r  a con³tientiza sursa real  a
acelei ,,unreasonable e�ectiveness of mathematics� (E. Wigner).

,,Pentru onoarea spiritului uman�

Dar aici mai trebuie subliniat un aspect. Cercetarea matematic  este o acti-
vitate cu scadenµ  nedeterminat ; ea este, în general, o întreprindere de curs  lung ,
se extinde la generaµii successive, care pot ocupa secole, dac  nu chiar milenii. Nu
se ³tie exact când a început ³i nu i se întrevede un sfâr³it. Acest atribut îl are ³i
cercetarea din alte domenii. Dar în matematic  �ecare predare ³i preluare a ³tafetei
este atât de explicit , de clar , încât poµi contempla în toat  grandoarea sa acest
spectacol în care eforturile unor oameni care au tr it în perioade dintre cele mai
diferite ale istoriei se conjug  într-un singur elan, pentru a conduce la ra�namentul de
gândire al matematicii contemporane. Am tr it pentru prima oar  acest sentiment
ameµitor, pe vremea când eram student, contemplând istoria analizei matematice,
de la Arhimede pân  în secolul al XX-lea. O dulce ameµeal , la vârsta adult , în
prelungirea st rii similare tr ite în copil rie, la vârsta scrânciobului ³i a toboganului.

În 1830, Carl Gustav Jacobi, într-o scrisoare c tre Adrian-Marie Legendre,
scrie:

,,Dl. Fourier crede c  scopul principal al matematicii este de a � util  ³i de a
explica fenomenele naturale; dar un �lozof ca el ar � trebuit s  ³tie c  scopul unic al
³tiinµei este onoarea spiritului uman ³i c  sub acest titlu o chestiune privind numerele
nu valoreaz  mai puµin decât una relativ  la sistemul lumii �.

Sloganul lui Jacobi a fost preluat ca titlu al c rµii sale din 1987, de c tre
Jean Dieudonné: Pour l'honneur de l'esprit humain (Hachette, Paris). Ca ³i pe
Jacobi, pe Dieudonné îl anim  înµelegerea (pe care am mo³tenit-o de la vechii greci)
matematicii ca art , mai degrab  decât înµelegerea ei ca ³tiinµ ; matematicianul
caut  frumuseµea, nu utilitatea. Dar utilitatea vine ³i ea, la vremea ei. Cu alte cu-
vinte, ar � o profund  eroare s  credem c  funcµia cognitiv  ³i estetic  a matematicii
este un mijloc prin care atingem scopul reprezentat de funcµia ei utilitar . Ade-
v rata matematic  este cultivat  pentru propria ei pl cere ³i tocmai prin aceasta ea
onoreaz  spiritul uman.

Capacitatea formativ  a matematicii vine din gratuitatea ei

Ajungem astfel la una din sursele e³ecului matematicii ³colare: gre³eala de a
crede c  îl educ m pe elev furnizându-i scule cu utiliz ri precise. Regulile de folosire
a sculelor pot � deprinse relativ u³or, dar valoarea lor educaµional  este derizorie.
Aritmetica ³i geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacit µii copilului
de a se mira, de a se întreba, de a imagina r spunsuri, de a tatona diferite c i de
rezolvare, de a stabili punµi de leg tur  cu înµelegerea naturii, a limbajului, a istoriei
³i geogra�ei. Dar totul trebuie s  se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozit µi,
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în a³a fel încât el s  accepte ca unic  r splat  bucuria, pl cerea de a înµelege, prin
pa³i m runµi, câte ceva din lumea care îl înconjoar  ³i de a se înµelege pe sine.

La întrebarea pe care o auzim mereu, din partea unor elevi, dar ³i din partea
unor p rinµi ³i educatori: De ce matematic  pentru copii care nu-³i propun s  devin 
matematicieni? le r spundem: Pentru c  matematica este un mod de gândire cu
valoare universal  ³i pentru c  ea prilejuie³te bucurii spirituale la care orice �inµ 
uman  ar trebui s  aib  acces. În m sura în care adolescenµii vor înv µa s  se bucure
de frumuseµile matematicii, ale ³tiinµei, ale artei ³i literaturii ³i vor simµi nevoia de
a le frecventa, ei nu vor mai suferi de plictiseal  iar tentaµia unor activit µi derizorii,
uneori antisociale, va sc dea.

Pornind de la o întrebare a lui Rilke

În celebrele sale Scrisori c tre un tân r poet, pe care le-am citit ca adolescent,
Rainer Maria Rilke îl sf tuia pe interlocutorul s u, atras de magia versurilor, s 
persiste în a scrie poezie numai dac  simte c  nu ar putea tr i altfel. Cercetarea
matematic  nu este cu nimic mai puµin exigent  ³i selectiv , chiar dac  severitatea
selecµiei este aici de o alt  natur . Întrebarea lui Rilke devine inevitabil : S  faci
cercetare matematic  numai dac  simµi c  nu ai putea tr i altfel? Paul R. Halmos
a dat undeva un r spuns a�rmativ unei întreb ri similare. În ceea ce m  prive³te,
un singur lucru pot spune: c  nu mi-a³ � putut imagina viaµa altfel decât într-o
activitate de cercetare iar, în m sura în care a³ � fost împiedicat s-o fac, m-a³ �
considerat de-a dreptul nenorocit.

Mae³tri ³i discipoli

Tradiµiei evoc rii unui predecesor ilustru, la primirea în Academia Român ,
ar trebui s  i se adauge, cel puµin din considerente de simetrie, portretizarea unui
discipol, a unui posibil viitor membru al acestei Academii. M  voi conforma acestui
principiu, dar o voi face nu atât din raµiunile de simetrie la care m-am referit, cât
dintr-o nevoie profund  de a spune adev rul, de a m  m rturisi: am înv µat de la
unii dintre fo³tii mei studenµi nu mai puµin decât au înv µat poate ei de la mine.
Într-o circularitate simptomatic  pentru vremea în care tr im, ajungem s  înv µ m
de la cei care ieri au înv µat ei de la noi. Într-un anume sens, discipolii de ieri ne
devin azi profesori.

Relaµia maestru-discipol trebuie deci reconsiderat . Faµ  de complexitatea
actual  a vieµii academice ³i faµ  de cerinµele tot mai variate ale competiµiei actuale
a valorilor, tân rul în plin  formare are nevoie de mai multe puncte de sprijin, de
mai mulµi termeni de referinµ . Nimeni nu exceleaz  în toate privinµele, nimeni nu
este un reper în toate; nevoia de mai multe repere este legitim . Dar, pe de alt 
parte, înaintarea în vârst  adaug  la mae³trii ³i la discipolii de ieri pe alµii, care apar
pe parcurs. Ca student, aveam câteva repere: Miron Nicolescu ³i Simion Stoilow,
Dan Barbilian ³i Gheorghe Vr nceanu. Ulterior, s-a ad ugat Grigore C. Moisil. De
la �ecare dintre ei am preluat altceva. Dar treptat, pe m sur  ce îi descopeream,
prin lectur , pe profesorii profesorilor mei, m-am ata³at puternic de Spiru Haret,
Dimitrie Pompeiu, Traian Lalescu ³i Petre Sergescu. Cu toµi ace³tia m-am simµit
pe aceea³i lungime de und . N-au fost numai matematicienii, dar nu mai este loc
pentru ei aici.
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Un discipol care mi-a devenit maestru: Vasile Ene

Pân  aici pare totul normal, conform a³tept rilor. Numai c  printre noii mei
mae³tri au început a se strecura unii dintre fo³tii mei studenµi. Voi da un singur
exemplu: Vasile Ene. Venea dintr-o familie s rac , î³i tr ise copil ria într-o cas  f r 
bibliotec . Ca elev, a�ase dintr-o carte de popularizare c  exist  integrale mai bune
decât aceea care se a�a în manualul ³colar. Ardea de curiozitatea de a le cunoa³te.
A ales matematica. Nu era studentul meu, predam la alt  serie. Dar într-o zi, în
sala de lectur  a Bibliotecii Facult µii de Matematic , m-a abordat. Dup  c ut ri
haotice, f r  rezultat, în rafturile Bibliotecii, încercase pe cont propriu s  imagineze
o continuare la ceea ce se a�a în cursul universitar. I-am recomandat s  consulte
colecµia revistei Real Analysis Exchange, în care se publicau frecvent articole pe tema
care-l obseda. A fost pentru el un moment de revelaµie, care i-a schimbat viaµa. A
devenit, în scurt timp, un colaborator aproape permanent al acestei reviste de înalt 
exigenµ . Tr ia cu atâta intensitate problemele integralelor neabsolute, observa cu
atâta �neµe punctele delicate ³i cotiturile periculoase c rora trebuia s  le fac  faµ ,
îmi vorbea despre ele cu atâta pasiune, recurgând la reprezent ri vizuale, gesturi,
mir ri, încât aveam impresia c  obiectele sale matematice erau ni³te �inµe vii, cu care
convieµuia într-o armonie deplin . M  simµeam un invitat privilegiat în laboratorul
s u de creaµie. Nu mai tr isem momente de acest fel decât la cursurile profesorului
Dan Barbilian. Întâlnirile mele periodice cu Vasile Ene erau zile de s rb toare,
prilejuite de câte un nou articol care urma s  �e trimis la Real Analysis Exchange.
Contrastul izbitor dintre caracterul foarte tehnic al acestor texte ³i modul în care ele
prindeau viaµ  în discuµia direct  cu autorul lor avea pentru mine o valoare simbolic 
³i suna ca un avertisment privind felul gre³it în care se face educaµia matematic .
Da, aveau dreptate vechii greci, o teorem  este un spectacol, dar trebuie ca cineva
s -i asigure regia; o teorem  poate � un sentiment, cum observa Moisil, dar pentru
a-l tr i este nevoie ³i de expresia sa verbal .

Despre Vasile Ene pot spune cu certitudine c , din momentul în care a cunos-
cut adev rata matematic , nu a mai putut tr i f r  ea. Aceast  pasiune a dat vieµii
sale un sens superior, de o valoare intelectual  ³i moral  exemplar . A murit la
vârsta de 41 de ani, r pus de o boal  c reia nu i s-a putut stabili natura. Pentru
cercet rile sale profunde de analiz  matematic , revista Real Analysis Exchange l-a
omagiat prin în�inµarea a ceea ce se nume³te Vasile Ene Memorial Fund, anunµat în
�ecare num r al revistei ³i destinat �nanµ rii particip rii unui tân r matematician
român la o conferinµ  internaµional  de pro�l.

Prin omagiul pe care-l aduc lui Vasile Ene, îmi exprim recuno³tinµa faµ  de toµi
cei care m-au insoµit, în vreun fel sau altul, în c l toria neverosimil  care, probabil,
se apropie de sfâr³it.

Îmi vin în minte versurile lui Serghei Esenin:
Te-am tr it sau te-am visat doar, viaµ ?
Parc  pe un cal tranda�riu
Vesel galopai de dimineaµ !

Bucure³ti
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Grupuri de matrici din Mn(R) ³i aplicaµii la rezolvarea
ecuaµiei diferenµiale LX ′ + MX = 0, unde M ∈Mn(R) ³i

L /∈ GLn(R)
de Adrian Reisner

Abstract

The article shows how certain aspects of the theory of matrix groups can be used
in solving a di�erential equation.

Key words: matrix groups.

M.S.C.: 34A05.

Partea I: Grup de matrici
Vom nota cu acea³i liter  A un endomor�sm al spaµiului vectorial Rn ³i ma-

tricea sa în baza canonic  al lui Rn.
Consider m un grup multiplicativ G conµinut în mulµimeaMn(R), nu redus

la {0}. Elementul neutru al grupului G va � notat cu E (acest element E poate �
diferit de In matricea unitate al algebrei Mn(R)). Deci, G nu este în general un
subgrup al grupului GLn(R). Pentru orice matrice A ∈ G avem AE = A, EA = A
³i exist  o unic  matrice A′ ∈ G astfel încât: AA′ = A′A = E. Avem:

Propoziµia 1. Toate elementele din G au acela³i rang r ≥ 1.
Demonstraµie. Într-adev r, din egalitatea AE = A deducem: rg A ≤ rg E

[rg (AB) ≤ inf{rg A, rg B}]. La fel egalitatea E = AA′ conduce la inegalitatea
rg E ≤ rg A ³i, în �nal, pentru orice A ∈ G, rg A = rg E = r, c.c.t.d.

De acum înainte vom numi Gr un grup multiplicativ conµinut în mulµimea
Mn(R) care veri�c , pentru orice A ∈ Gr, rg A = r. Are loc:

Propoziµia 2. Matricea E este asemenea matricei

Jr =
(
Ir 0
0 0

)
.

Demonstraµie. Deoarece E2 = E, endomor�smul E este un proiector pe
ImE ³i de nucleu KerE. Rezult  Rn = ImE⊕KerE. Fie atunci {e1, e2 . . . er} o baz 
a spaµiului ImE ³i {er+1, . . . , en} o baz  a spaµiului KerE. Matricea endomor�smului
asociat lui E în baza {e1, e2, . . . , en} este

Jr =
(
Ir 0
0 0

)
c.c.t.d.

Dac  r = n, avem E = In: în acest caz avem A′ = A−1 ³i Gn este un subgrup
(propriu sau impropriu) al grupului GLn(R).

Fie P ∈ GLn(R) veri�când Jr = P−1EP . Avem urm toarea teorem  care
caracterizeaz  un grup Gr:

Teorema 3. Urm toarele cele dou  aserµiuni sunt echivalente:
i) Matricea A de rang r < n aparµine unui grup Gr de element neutru

E = PJrP
−1.
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ii )Matricea A este asemenea unei matrice de forma
(
A1 0
0 0

)
unde A1 ∈ G

subgrup al grupului GLr(R):

A = P

(
A1 0
0 0

)
P−1.

Mai mult, cu aceste notaµii, avem

A′ = P

(
A−1

1 0
0 0

)
P−1.

Demonstraµie. i) ⇒ ii) Consider m aplicaµia Mn(R) → Mn(R),
X 7→ P−1XP . Mulµimea G′r imaginea grupului Gr este un grup multiplicativ �
având pe Jr ca element neutru. Pentru orice matrice

B =
(
B1 B2

B3 B4

)
∈ G′r

descompus  în blocuri, din egalit µile BJr = JrB = B deducem B2 = B3 = B4 = 0.
Pe de alt  parte conform propoziµiei 1, pentru orice B ∈ G′r, rgB = rg Jr = r ³i deci
B1 ∈ GLr(R). A �ind o matrice oarecare din Gr,

P−1AP =
(
A1 0
0 0

)
,

unde A1 ∈ GLr(R). Aplicaµia ϕ : Gr → GLr(R), A 7→ A1, este un mor�sm de
grupuri. Imaginea Imϕ a mor�smului ϕ, este deci un subgrup G al grupului GLr(R):

Gr =
{
P

(
A1 0
0 0

)
P−1

∣∣∣∣A1 ∈ G
}
.

Deoarece Jr este elementul neutru al grupului G′r, matricea A′ este asemenea

matricei
(
A−1

1 0
0 0

)
A′ = P

(
A−1

1 0
00

)
P−1.

ii) ⇒ i) Invers dac  G este un subgrup al grupului GLr(R) ³i P o matrice
oarecare aparµinând grupului GLn(R) rezult  imediat c 

Gr =
{
P

(
A1 0
0 0

)
P−1

∣∣∣∣A1 ∈ G
}

este un grup multiplicativ. Teorema 3 este astfel demonstrat  . Cu alte cuvinte:
Orice grup multiplicativ Gr conµinut în mulµimea Mn(R) este P− conjugat

unui subgrup G al grupului GLr(R) unde P ∈ GLn(R).
Observaµie. Matricea A poate aparµine mai multor grupuri Gr. Matricea

A′ nu depinde decât de matricea A, independent de grupul Gr care conµine A.
Avem atunci:
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Corolarul 4. Cele cinci propriet µi urm toare sunt echivalente:
a) A aparµine unui grup multiplicativ G.
b) rg A = rg A2.
c) ImA = ImA2.
d) KerA = KerA2.
e) Rn = ImA⊕KerA
Demonstraµie. a) ⇒ b ) A ³i A2 sunt dou  matrici aparµinând grupului G:

conform propoziµiei 1 deducem atunci aserµiunea b).
b) ⇒ c) Avem ImA2 ⊆ ImA deci dac  rg A = rg A2, avem ImA = ImA2.
c)⇒ d) Având ImA = ImA2, teorema rangului conduce imediat la dim KerA=

=dim KerA2. Pe de alt  parte KerA ⊂ KerA2 ³i deci aserµiunea d) este demonstrat .
d) ⇒ e) Demonstr m c  KerA ∩ ImA = {0}. Fie x ∈ KerA ∩ ImA; Avem

x = A(y) ³i 0 = A(x) = A2(y). Deci y ∈ KerA2 = KerA; deci x = A(y) = 0.
Având dim ImA+ dim KerA = n deducem aserµiunea e).
e) ⇒ a) Fie {e1, e2, . . . , er} o baz  a spaµiului ImA ³i {er+1, . . . , en} o baz 

a spaµiului KerA. ImA �ind un supliment al spaµiului KerA deducem c  restricµia
endomor�smului A la spaµiul ImA este un izomor�sm ImA → ImA. A1 �ind ma-
tricea acestui izomor�sm în baza {e1, e2, . . . , er}, matricea A este asemenea matricei(
A1 0
0 0

)
. Implicaµia ii)⇒ i) din teorema precedent  permite atunci s  se deduc 

concluzia.
Mai mult, are loc:
Propoziµia 5. Toate elementele grupului Gr(r ≤ n) au aceea³i imagine ³i

acela³i nucleu.
Demonstraµie. Din egalitatea EA = A, pentru orice A ∈ Gr se deduce c 

ImA ⊂ ImE, pentru A ∈ Gr. La fel egalitatea AA′ = E, pentru orice A ∈ Gr
conduce la ImE ⊂ ImA, pentru orice A ∈ Gr. Deci ImA = ImE, pentru orice
A ∈ Gr. De asemenea, pentru nucleul KerA, folosind egalit µile AE = A ³i A′A = E,
pentru A ∈ Gr (sau teorema rangului), rezult  KerA = KerE, pentru orice A ∈ Gr.

Observaµie. Cu aceast  propoziµie, A ³i A2 aparµinând grupului Gr, aserµi-
unile b), c), d), e) din corolarul 4 sunt astfel evidente.

Exemplu numeric
• Matricea nilpotent 

A =
(

0 1
0 0

)
nu aparµine nici unui grup multiplicativ de matrici c ci avem A2=0 deci rg A6=rg A2.

• Fie matricea

A =

 1 2 1
2 4 2
1 0 0

 ∈M3(R).

Avem

A2 =

 6 10 5
12 20 10
1 2 1
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³i deci rg A = rg A2 = 2, adic  A aparµine unui grup multiplicativ de matrici G2.
Matricea A este asemenea matricei

P−1AP =

 −4 2 1
5 −2 −1
2 −1 0

 1 2 1
2 4 2
1 0 0

 1 1 0
2 2 −1
1 0 2

 =

 1 1 0
5 4 0
0 0 0

 ;

avem

E = PJ2P
−1 =

 1 0 0
2 0 0
−4 2 1


³i

A′ = P

 −4 1 0
5 −1 0
0 0 0

P−1 =

 −4 2 1
−8 4 2
21 −10 −5

 .

O alt  caracterizare al grupului Gr este dat  de propoziµia urm toare:
Propoziµia 6. Urm toarele dou  aserµiuni sunt echivalente:
a) A aparµine unui grup multiplicativ G;
b) Exist  o matrice X ∈ Mn(R) astfel încât s  avem: AX = XA = E,

X2A = X ³i A2X = A.
Mai mult aceast  matrice X este unic  ³i nu depinde decât de matricea A ³i

nu de grupul G care conµine matricea A.
Demonstraµie. a) ⇒ b) A′ �ind inversa matricei A în grupul G, matricea

X = A′ veri�c  AX = XA = E, X2A = X(XA) = XE = X, A2X = A(AX) =
= AE = A. Deci matricea X = A′ veri�c  egalit µile din aserµiunea b).

b)⇒ a) Invers presupunând existenµa unei matriceX veri�când egalit µile din
aserµiunea b) avem A = A2X deci rg A ≤ rg A2. Dar cum rg A2 ≤ rg A deducem
rg A = rg A2. Implicarea b) ⇒ a) din corolarul 4 termin  demonstraµia.

Acum, presupunem c  exist  dou  matrici X1 ³i X2 veri�când AXi = XiA,
X2
i A = Xi ³i A2Xi = A pentru i = 1, 2. Calculând în dou  maniere diferite produsul

X1AX2 obµinem, pe de o parte

X1AX2 = (X2
1A)AX2 = X2

1A
2X2 = X2

1 (A2X2) = X2
1A = X1

³i, pe de alt  parte:

X1AX2 = (X1A)(X2
2A) = A2X1X

2
2 = AX2

2 = X2
2A = X2.

În �nal rezult  X1 = X2. Matricea X �ind unic , avem deci X = A′ ³i
observaµia de la teorema 3 permite s  tragem concluzia.

Observaµie. Unica matriceX = A′ veri�c  relaµileAA′A = A ³iA′AA′ = A′:
deci A′ este o pseudoinvers  a matricei A; A′ este unica pseudoinvers  a matricei A
care veri�c  ImA′ = ImA ³i KerA′ = KerA (vezi [1]).

Am dat mai sus dou  exemple numerice. Un alt exemplu de matrici aparµi-
nând unui grup multiplicativ conµinut înMn(R) este dat de

Propoziµia 7. Orice matrice B de forma

B =
(
B1 B2

0 0

)
∈Mn(R),
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unde B1 ∈ GLr(R) cu r < n, aparµine unui grup multiplicativ G de matrici. Mai
mult, matricea B′ este de aceea³i form 

B′ =
(
C1 C2

0 0

)
unde C1 ∈ GLr(R).

Demonstraµie. Matricea B conµinând o submatrice B1 de rang r, avem
rg B ≥ r. Dar toµi determinanµii bordând submatricea B1 �ind nuli � având o linie
nul  � B1 este o submatrice pricipal  a matricei B ³i deci rg B = r. Pe de alt  parte
având

B2 =
(
B2

1 B1B2

0

)
deducem � în acela³i fel � c  rg B2 = r. Implicaµia b) ⇒ a) din corolarul 4 încheie
demonstraµia. Mai mult, s  c ut m matricea B′ −G � inversa lui B � având forma

B′ =
(
C1 C2

0 0

)
³i veri�când B′B = BB′, B′2B = B′, B2B′ = B; obµinem sistemul matricial(
B1C1 B1C2

0 0

)
=
(
C1B1 C1B2

0 0

)
,
(
C2

1B1 C2
1B2

0 0

)
=
(
C1 C2

0 0

)
,(

B2
1C1 B2

1C2

0 0

)
=
(
B1 B2

0 0

)
.

Deducem, matricea B1 �ind inversibil , c  C1 = B−1
1 ³i C2 = B−2

1 B2. Ma-
tricea B′ �ind unic  propoziµia 7 este demonstrat .

Partea a II-a: Generalizare
Generaliz m aici noµiunile introduse în partea I, considerând sistemul matri-

cial având necunoscuta X:

(S) AX = XA, X2A = X

³i exist  i ≥ 0 veri�când Ai+1X = Ai. [Pentru partea I avem i = 1]. Fie Y ∈Mn(R)
comutând cu matricea A ³i veri�când Y 2A = Y ³i pentru un întreg convenabil j:
Aj+1Y = Aj . Avem atunci:

Lema 8. a) Pentru orice m ≥ 0 avem egalitatea Xm+1Am = X;
b) Exist  un întreg m astfel ca produsul Xm+1Am+1Y s  �e comutativ.
Demonstraµie. a) Într-adev r, egalitatea este trivial  pentru m = 0 ³i se

procedeaz  apoi prin inducµie: presupunând egalitatea veri�cat  pentru m avem
matricile A ³i X comutând :

Xm+2Am+1 = XA(Xm+1Am) = XAX = X2A = X.

b) Veri�c m imediat c  pentru m ≥ i Am+1X = Am ³i la fel pentru m ≥ j,
Am+1Y = Am. Pentru m ≥ sup(i, j):

Xm+1Am+1Y = Xm+1(Am+1Y ) = Xm+1Am = X
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dup  a) ³i la fel

Y Am+1Xm+1 = (Am+1Y )Xm+1 = AmXm+1 = Xm+1Am = X,

matricile A, X pe de o parte ³i A, Y comutând. În �nal, produsul Xm+1Am+1Y
este comutativ pentru m ≥ sup(i, j). Deducem :

Teorema 9. Dac  sistemul (S) are o soluµie atunci aceast  soluµie X este
unic  .

Demonstraµie. Presupunem c  exist  dou  soluµii pentru sistemul (S): X
³i Y .

Produsul comutativ precedentXm+1Am+1Y = Y Am+1Xm+1A,m ≥sup(i, j),
poate � evaluat astfel

Xm+1Am+1Y = Xm+1AmAY = XAY

Xm+1Am+1Y = Y AAmXm+1 = Y AX.

Avem, deci, µinând seama de aserµiunea b) din lema precedent , XAY =
= Y AX = X. Dar X ³i Y având roluri identice în prima egalitate deducem imediat
c  X = Y .

Cazuri speciale
• Dac  ImA = Rn, A este inversibil  ³i din Ai+1X = Ai deducem imediat c 

AX = I. În acest caz, unica soluµie a sistemului (S) este X = A−1.
• Dac  ImA = ImA2 6= {0} unica soluµie a sistemului (S) este X = A′ matrice

introdus  în partea I (vezi corolarul 4 c) ³i propoziµia 6).
• Dac  matricea A este nilpotent  de indicie k (i.e. Ak = 0, Ak−1 6= 0)

aserµiunea a) din lema 8 conduce (pentru m = k) la: unica soluµie al sistemului (S)
este X = 0.

Presupunând de acum înainte c  matricea A nu este nici inversibil  nici nilpo-
tent , avem:

Propoziµia 10. �irul de subspaµii (ImAk)k∈N este staµionar începând de la
un indice k ³i avem suma direct  Rn = ImAk ⊕KerAk.

Demonstraµie. �irul (ImAk)k∈N este descresc tor deci staµionar din mo-
tive de dimensiune ³i deci prima aserµiune al propoziµiei este demonstrat . [Putem
preciza acest rezultat: avem, în mod evident

ImAk = ImAk+1 ⇒ ∀m ≥ k, ImAm = ImAk

³i deci pentru m ≥ k:

ImAm = ImAk ⊂
6=

ImAk−1⊂
6=

ImAk−2⊂
6=
. . .⊂
6=

ImA,

k �ind primul indiciu pentru care ImAk+1 = ImAk.]
Pentru demonstraµia egalit µii Rn = ImAk ⊕KerAk, este su�cient s  ar t m

c  ImAk ∩KerAk = {0} din motive de dimensiuni al subspaµiilor vectoriale.
Fie deci x ∈ ImAk ∩ KerAk. Avem x = Aky ³i 0 = Akx = A2ky deci

y ∈ KerA2k = KerAk, de unde, în �nal, x = 0.
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De�niµie. Cu notaµile precedente subspaµiul ImAk se nume³te centrul endo-
mor�smului A ³i se va nota Co(A) = ImAk ([1]).

Rangul s al matriciei Ak �ind diferit de n (c ci A nu este inversibil ) ³i de 0
(c ci A nu este nilpotent ) are loc:

Teorema 11. Exist  o matrice P ∈ GLn(R) veri�când

P−1AP =
(
C1 0
0 N1

)
,

unde C1 ∈ GLs(R) ³i Nk
1 = 0. Mai mult, avem CN = NC = 0, A = C + N ,

ImC = ImC2 unde matricile C ³i N sunt de�nite prin C = P

(
C1 0
0 0

)
P−1,

N = P

(
0 0
0 N1

)
P−1.

Demonstraµie. Fie {e1 . . . es} o baz  a spaµiului ImAk, {es+1 . . . en} o baz 
a spaµiului KerAk ³i P matricea de trecere de la baza canonic  la baza {e1 . . . en}.
Spaµiile ImAk ³i KerAk �ind stabile pentru endomor�smulA �e: C1 : ImAk → ImAk,
x 7→ Ax, în baza {e1 . . . es} ³i N1 : KerAk → KerAk, x 7→ Ax în baza {es+1 . . . en}.
Avem atunci

P−1AP =
(
C1 0
0 N1

)
.

Mai mult, Nk
1 : KerAk → KerAk, x 7→ Akx, deci Nk

1 = 0.
La fel endomor�smul Ck1 : ImAk → ImAk, x 7→ Akx este injectiv, deci bijectiv,

c ci ImAk∩KerAk = {0}; Ck1 este inversibil  ³i deci C1 ∈ GLs(R). Pe de alt  parte:
CN = NC = 0 ³i A = C + N (evident), unde C este matricea endomor�smului
lui Rn de�nit prin C : Rn → Rn, x 7→ Ax1, unde x = x1 + x2 cu x1 ∈ ImAk ³i
x2 ∈ KerAk. Deci ImC = ImAk; la fel pentru C2. Rezult  ImC = ImC2 = ImAk.

Deducem imediat:
Corolarul 12. Sistemul (S) admite o soluµie unic : X = C ′ cu notaµile din

partea I.
Demonstraµie. Cu

C ′ = P

(
C−1

1 0
0 0

)
P−1

(vezi partea I) veri�c m imediat c  AC ′ = C ′A,

C ′2A = P

(
C−2

1 0
0 0

)(
C1 0
0 0

)
P−1 = P

(
C−1

1 0
0 0

)
P−1 = C ′

³i

Ak+1C ′ = P

(
Ck+1

1 0
0 Nk+1

1

)(
C−1

1 0
0 0

)
P−1 =

= P

(
Ck+1

1 0
0 0

)(
C−1

1 0
0 0

)
P−1 = P

(
Ck1 0
0 0

)
P−1 = P

(
Ck1 0
0 Nk

1

)
P−1 = Ak.

Deducem corolarul 12, soluµia sistemului (S) �ind unic  (teorema 9). Vom
nota cu A′′ aceast  unic  soluµie. Spectrul SpA′′ al matricei A′′ este dat de
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Teorema 13. Spectrul matricei A �ind {λ1 6=0,. . . ,λs 6=0, λs+1 = . . . λn = 0},

spectrul matricei A′′ este
{
µ1 =

1
λ1
, . . . , µs =

1
λs
, µs+1 = . . . = µn = 0

}
.

Demonstraµie. χ(M)(X) �ind polinomul caracteristic al matricei M ∈
∈Mn(R) avem, µinând seama de teorema 11:

χ(A)(X) = χ(C1)(X)χ(N1)(X) = Xn−sχ(C1)(X)

matricea N1 �ind nilpotent  ³i χ(A′′)(X) = Xn−sχ(C−1
1 )(X). Matricea C1 in-

versibil  având pentru spectru SpC1 = {λ1 6= 0, . . . , λs 6= 0} deducem

SpC
−1
1 =

{
µ1 =

1
λ1
, . . . µs =

1
λs

}
,

ceea ce încheie demonstraµia teoremei 13.
Pentru calculul matricei A′′ ne propunem s  demonstr m c  exist  un polinom

Q ∈ R[X] veri�când Q(A) = A′′. Având CN = NC, formula binomului conduce la
(C +N)m = Cm +Nm, pentru orice m ∈ N, deci:

∀Q ∈ R[X], Q(A) = Q(C) +Q(N) = P

(
Q(C1) 0

0 Q(N1)

)
P−1.

În consecinµ 

Q(A) = A′′ ⇔ Q(C1) = C−1
1 ³i Q(N1) = 0.

Teorema 14. Exist  un polinom Q ∈ R[X] veri�când Q(A) = A′′.
Demonstraµie. Polinomul caracteristic Q1(X) al matricei C1 nu admite pe

0 ca r d cin , matricea C1 �ind inversibil . Deci polinoamele Q1(X) ³i Xk+1 sunt
polinoame prime între ele, teorema lui Bézout asigur  c  exist  dou  polinoame
U(X) ³i V (X) veri�când: U(X)Q1(X) + V (X)Xk+1 = 1. Din teorema lui Cayley-
Hamilton avem c  Q1(C1) = 0 ³i deci V (C1)Ck+1

1 = I. Fie Q(X) = V (X)Xk; avem
Q(C1) = V (C1)Ck1 = C−1

1 ³i Q(N1) = 0 � c ci Nk
1 = 0. Rezult  Q(A) = A′′.

Exemplu numeric
Matricea

A =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 2


este matricea asociat  polinomului caracteristic al lui A:

χ(A)(X) = X4 − 2X3 +X2 = X2(X − 1)2.

Aici, k = 2, Q1(X) = (X − 1)2. C utând polinoamele U(X) ³i V (X) astfel
ca U(X)(X − 1)2 +V (X)X3 = 1 g sim U(X) = 3X2 + 2X + 1 ³i V (X) = −3X + 4.
Deducem, deci, µinând seama de teorema 14:

A′′ = A2V (A) = A2(−3A+ 4I) =


0 0 0 0
0 0 0 0
4 3 2 1
−3 −2 −1 0

 .
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Partea a III-a: Aplicaµie
Fie ecuaµia diferenµial 

(E) LX ′ +MX = 0,

unde L /∈ GLn(R), M ∈ Mn(R) ³i X este o funcµie de variabila real  t cu valori
în Rn. Generalizarea din partea II ne va permite s  rezolv m aceast  ecuaµie, în
anumite condiµii. S  distingem dou  cazuri:.

Cazul 1: M ∈ GLn(R)
În acest caz avem:
Teorema 15. Exist  o matrice inversibil  P astfel încât X este soluµia

ecuaµiei (E) dac  ³i numai dac  Y = P−1X este soluµie �e a ecuaµiei diferenµiale
Y = N1Y

′ (cazul a)), �e a ecuaµiei

Y =
(
C1 0
0 N1

)
Y ′,

(cazul b), unde N1 este nilpotent  ³i C1 ∈ GLs(R) pentru un s convenabil ales.
Demonstraµie. Avem echivalenµa

(E) LX ′ +MX ⇔ X = AX ′,

unde A = −M−1L.
• Dac  A este nilpotent  obµinem:

(E) LX ′ +MX = 0⇔ Y = N1Y
′,

unde Y = X (P = I) ³i N1 = A.
• Dac  A nu este nilpotent , �e P o matrice inversibil  astfel ca

P−1AP

(
C1 0
0 N1

)
(vezi teorema 11). (Matricea A nu este inversibil  c ci L /∈ GLn(R)).

În acest caz avem

(E) LX ′ +MX = 0⇔ PY = APY ′ ⇔ Y = P−1APY ′ =
(
C1 0
0 N1

)
Y ′.

Teorema 15 este demonstrat . Deducem cele dou  propoziµii urm toare:
Propoziµia 16. În cazul a) � A este nilpotent  � singura soluµie a ecuaµiei

(E) este: X(t) = 0
Demonstraµie. În acest caz avem de rezolvat ecuaµia Y = N1Y

′. Deoarece
N1 este nilpotent , aceast  matrice este triangularizabil  pe corpul R: deci exist 
R ∈ GLn(R) astfel încât

R−1N1R =


0 a12 . . . . . . . . . a1n

0 0 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0

 .
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Cu Z = R−1Y obµinem sistemul:

Z1 = a12Z
′
2 + . . .+ a1nZ

′
n, . . . , Zn−1 = an−1nZ

′
n, Zn = 0,

de unde Z1 = 0 . . . Zn−1 = 0, Zn = 0; �e Z = 0 deci Y = 0 ³i, în �nal, X = 0.
Observaµie. Nu putem scrie Y = Nk

1 Y
(k) c ci nimic nu garanteaz  c  Y este

su�cient derivabil  .

Propoziµia 17. În cazul b) ecuaµia diferenµial  (E) admite pentru orice
a ∈ Co(A), Co(A) = ImAk (vezi de�niµia dup  propoziµia 10, pagina 202) � o soluµie
unic  trecând prin punctul (0, a) ∈ R × Rn: X(t) = exp(tA′′)a unde A′′ este unica
matrice de�nit  la corolarul 12. Mai mult, pentru orice t0 ∈ R problema Cauchy
relativ la punctul (t0, a) admite o soluµie dac  ³i numai dac  a ∈ Co(A) (pentru
orice t0 ∈ R ³i pentru �ecare a ∈ Co(A) ecuaµia diferenµial  (E) admite o soluµie
unic  trecând prin punctul (t0, a) ∈ R× Rn : X(t) = exp[(t− t0)A′′]a).

Demonstraµie. a) Fie a ∈ Co(A), a = A′′b (ImAk = ImA′′ = Co(A)).
Notând cu X(t) = exp(tA′′)a = exp(tA′′)A′′b, deducem X ′(t) = exp(tA′′)A′′2b, de
unde AX ′(t) = AA′′2 exp(tA′′)b = A′′ exp(tA′′)b = exp(tA′′)a = X(t), matricile A′′

³i exp(tA′′) =
∞∑
m=0

tm

m!
A′′m comutând. Mai mult � cu notaµiile de la propoziµia 15 �

deducem ultima a�rmaµie din propoziµia 17, c ci sistemul diferenµial :(
Y1

Y2

)
=
(
C1 0
0 N1

)(
Y ′1
Y ′2

)
=
(
C1 Y ′1
N1 Y ′2

)
conduce la Y1 = C1Y

′
1 ³i Y2 = N1Y

′
2 unde C1 ∈ GLs(R) ³i N1 este nilpotent .

Avem, deci, imediat Y1(t) = exp[(t−t0)C−1
1 ]Y1(t0) � sistem diferenµial cu coe�cienµii

constanµi �, Y2(t) = 0 (propoziµia 16).
Aceast  propoziµie conduce la corolarul urm tor:
Cazul 2: M /∈ GLn(R)
Corolarul 18. • Dac  exist  α ∈ R astfel ca matricea αL + M ∈ GLn(R)

atunci pentru orice t0 ∈ R ³i pentru �ecare a ∈ Co(A), unde A = −(αL+M)−1L,
ecuaµia diferenµial  (E) admite o soluµie unic  trecând prin punctul (t0, a) ∈ R×Rn.

Demonstraµie. Într-adev r cu Z(t) = e−αtX(t) de unde X(t) = eαtZ(t)
avem: X ′(t) = eαt[αZ(t) + Z ′(t)]. Deducem

(E) LX ′ +MX = 0⇔ L(αZ + Z ′) +MZ = 0⇔ LZ ′ + (αL+M)Z = 0

³i astfel am redus ecuaµia (E) la cea rezolvat  la propoziµile 16 ) sau 17 ).
• Dac  pentru orice α, αL + M /∈ GLn(R) atunci �e n + 1 numere reale

distincte α0, α1, . . . , αn � deci matricile αiL + M /∈ GLn(R) pentru i = 0, . . . , n.
Avem atunci :

Propoziµia 19. Cu aceast  ipotez  ecuaµia (E) admite soluµii trecând prin
punctul (0, 0) diferite de soluµia X(t) = 0; acestea sunt funcµiile de forma:

X(t) =
n∑
i=0

xieαit,
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unde xi ∈ Ker(αiL+M),
n∑
i=0

xi = 0.

Demonstraµie. Pentru i = 0, . . . , n matricile αiL + M ne�ind inversibile,
subspaµiile vectoriale Ker(αiL + M) sunt de dimensiune 1 cel puµin ³i avem n + 1
astfel de subspaµii. Deci aceste subspaµii nu sunt în sum  direct  ³i putem g si xi,

nu toµi nuli, veri�când
n∑
i=0

xi = 0, xi ∈ Ker(αiL+M).

Fie atunci X(t) =
n∑
i=0

xieαit; atunci X ′(t) =
n∑
i=0

αixieαit.

Funcµia X(t) =
n∑
i=0

xieαit nu poate � identic nul  c ci funcµiile t 7→ eαit,

i = 0, . . . , n sunt liniar independente. Pe de alt  parte

LX ′(t) +MX(t) =
n∑
i=0

(αiL+M)xieαit = 0

³i X(0) = 0, c ci
n∑
i=0

xi = 0.

Deci în acest caz problema lui Cauchy relativ la punctul (0, 0) nu admite o
soluµie unic . Deducem o condiµie necesar  ³i su�cient  pentru ca matricea αL+M
s  �e singular  pentu orice real α. Aceast  condiµie este dat  de

Teorema 20. Urm toarele dou  aserµiuni sunt echivalente:
i ) pentru orice α ∈ R, αL+M /∈ GLn(R);
ii ) exist  n + 1 numere reale distincte α0, α1, α2, . . . , αn astfel ca matricile

αiL+M /∈ GLn(R) pentru i = 0, . . . , n

Demonstraµie. i) ⇒ ii) Trivial.

ii)⇒ i) Prima demonstraµie. Presupunând c  exist  α astfel ca αL+M ∈
∈ GLn(R), deducem din teoremele 16 ³i 17 Cazul 1, M ∈ GLn(R) � c  prob-
lema Cauchy relativ la punctul (0, 0) admite o unic  soluµie ceea ce contrazice
propoziµia 19.

A doua demonstaµie. α 7→ det(αL+M) este o funcµie polinomial  de grad
inferior sau egal cu n ³i admite n+ 1 r d cini. Deci aceast  funcµie este identic nul 
ceea ce încheie demonstraµia teoremei 20.
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Generaliz ri ale inegalit µilor lui
Young, Hölder, Rogers ³i Minkovski

de Dorin M rghidanu

Abstract

We present a short proof of the generalized Young inequality. This allows an uni-
tary exposition of generalizations of the Hölder, Rogers, Cauchy-Buniakovski-Schwarz
and Minkowski inequalities.

Key words: Young, Jensen, Hölder, Rogers and Minkowski inequalities.

M.S.C.: 26D15.

�1. O generalizare a inegalit µii lui Young

Este binecunoscut  inegalitatea lui Young, [1]- [4], [12] - [15]:

• pentru numerele reale a, b ≥ 0 ³i p, q > 1, astfel încât
1
p

+
1
q

= 1, are loc

relaµia

a · b ≤ 1
p
· ap +

1
q
· bq, (1)

cu egalitate dac  ap = bq.
Cu ajutorul ei, se compar  produsul a dou  numere cu o sum  special  a celor

dou  numere (mai precis, cu o combinaµie convex  de puteri a celor dou  numere).
Prin aplicaµiile sale, inegalitatea lui Young se dovede³te a � poate cea mai

important  dintre inegalitaµile clasice. Din ea deriv  � cum se va vedea ³i în conti-
nuare � inegalitatea mediilor ³i inegalitatea lui Hölder, iar din inegalitatea lui Hölder
rezult  inegalitatea lui Minkowski.

1.1. De�niµie. Numerele reale p, q, pentru care
1
p

+
1
q

= 1, se mai numesc

³i numere (Hölder) conjugate.
Observaµie. Pentru numere (Hölder) conjugate are loc urm toarea echiva-

lenµ :

(p > 0) ³i (q > 0) ⇔ (p > 1) ³i (q > 1),

deoarece relaµia din de�niµie se mai scrie echivalent, q =
p

p− 1
etc.

O extindere natural  a acestei de�niµii se impune prin urm toarea
1.2. De�niµie. Numerele reale p1, p2, . . . , pn > 1 se numesc Hölder-conju-

gate, dac  ³i numai dac , prin de�niµie avem ,

1
p1

+
1
p2

+ . . .+
1
pn

= 1.

O formulare �reasc  ³i general  a inegalit µii lui Young este surprins  în
1.3. Propoziµie (inegalitatea lui Young generalizat ). Dac  a1, a2, . . .

. . . , an ≥ 0 ³i p1, p2, . . . , pn > 1, sunt numere Hölder-conjugate, atunci

a1 · a2 · . . . · an ≤
1
p1
· ap11 +

1
p2
· ap22 + . . .+

1
pn
· apnn , (2)
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cu egalitate dac  ³i numai dac  ap11 = ap22 = . . . = apnn .
Demonstraµie. Utiliz m inegalitatea ponderat  a lui Jensen pentru funcµii

concave:
• dac  f : I ⊆ R→ R este o funcµie concav , I -interval, atunci

f

(
n∑
k=1

wkxk

)
>

n∑
k=1

wkf(xk), wk > 0, xk,
n∑
k=1

wkxk ∈ I,
n∑
k=1

wk = 1. (3)

Folosind concavitatea funcµiei logaritmice cu baz  b > 1 ³i inegalitatea (3), în
aranjarea

logb a1 · a2 · . . . · an =
1
p1

logb a
p1
1 +

1
p2

logb a
p2
2 + . . .+

1
pn

logb a
pn
n ≤

≤ logb

(
1
p1
· ap11 +

1
p2
· ap22 + . . .+

1
pn
· apnn

)
,

cu monotonia functiei log b, se obµine inegalitatea din enunµ. Asem n tor, se poate
demonstra folosind inegalitatea lui Jensen pentru funcµia convex  f(x) = ex.

Pentru alte demonstraµii vezi ³i [1] [4] , [13] , [14] .
1.4. Corolar. Dac  a1, a2, . . . , an ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 2, atunci

a1 · a2 · . . . · an ≤
1
n
· (an1 + an2 + . . .+ ann), (4)

cu egalitate dac  ³i numai dac  a1 = a2 = . . . = an.
Demonstraµie. Dac  în (2) lu m p1 = p2 = . . . = pn = n (evident, Hölder -

conjugate) se obµine inegalitatea din enunµ.
Dac , în plus, în (4) lu m xi = n

√
ai, i = 1, n, deducem

1.5. Corolar (inegalitatea clasic  a mediilor). Are loc inegalitatea

n
√
x1 · x2 · . . . · xn ≤

1
n
· (x1 + x2 + . . .+ xn), (5)

penru orice x1, x2, . . . , xn ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 2.
Putem obµine, ceva mai general

1.6. Propoziµie (inegalitatea ponderat  a mediilor). Dac  x1, x2, . . .
. . . , xn ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 2 ³i 0 < q1, q2, . . . , qn < 1, q1 + q2 + . . .+ qn = 1, atunci

xq11 · x
q2
2 · . . . · xqnn ≤ q1x1 + q2x2 + . . .+ qnxn. (6)

Demonstraµie. Inlocuind în inegalitatea lui Y oung generalizat  : a1 = xq11 ,

a2 = xq22 , . . . , an = xqnn ³i
1
p1

= q1,
1
p2

= q2, . . . ,
1
pn

= qn echivalent cu

p1q1 = 1, p2q2 = 1, . . . , pnqn = 1, (7)

obµinem :

xq11 · x
q2
2 · . . . · xqnn ≤

1
p1
· (xq11 )p1 +

1
p2
· (xq22 )p2 + . . .+

1
pn
· (xqnn )pn =
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= q1x1 + q2x2 + . . .+ qnxn.

În fapt, obµinem ceva mai mult:

1.7. Corolar. Inegalitatea generalizat  a lui Young ³i inegalitatea ponderat 
a mediilor sunt echivalente (în sensul c  �ecare o implic  pe cealalt ).

Demonstraµie. Prin demonstraµia Propoziµiei 1.6., am demonstrat de fapt
implicaµia Inegalitatea generalizat  a lui Young ⇒ inegalitatea ponderat  a mediilor.

Cu acelea³i substituµii (7), se demonstreaz  foarte u³or ³i implicaµia contrar .
Alte demonstraµii pentru inegalitatea mediilor � sau echivalenµe ale sale cu alte
inegalit µi sunt prezentate ³i în [8] [11] .

�2. Inegalitatea lui Hölder generalizat 

Forma clasic  a inegalit µii lui Hölder (v.[1]- [6], [13], [14]) este:
• dac  ai, bi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n) ³i p, q > 1 sunt numere Hölder -conjugate,

atunci :

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑
i=1

api

)1
p
(

n∑
i=1

bqi

)1
q
, (8)

cu egalitate când
api
bqi

=
apj
bqj
, i, j = 1, n, i 6= j. Daca �e p, �e q este negativ, atunci în

(8) se schimba sensul inegalitaµii.
Utilizând generalizarea inegalit µii lui Young din Propoziµia 1.3., vom oferi

o demonstraµie ³i pentru forma general  a inegalit µii lui Hölder, valabil  pentru
mulµimi de numere Hölder -conjugate oarecare.

Pentru aceasta avem nevoie de urm torul rezultat premerg tor :

2.1. Lem . Fie aij ≥ 0, i = 1, n, j = 1,m ³i p1, p2, . . . , pm > 1 numere

Hölder -conjugate. Dac 
n∑
i=1

ap1i1 =
n∑
i=1

ap2i2 = . . . =
n∑
i=1

apmim = 1, atunci

n∑
i=1

m∏
j=1

aij ≤ 1. (9)

Demonstraµie. Pentru i = 1, n, cu inegalitatea lui Young generalizat , avem

m∏
j=1

aij ≤
1
p1
· ap1i1 +

1
p2
· ap2i2 + . . .+

1
pm
· apmim .

Însumând dup  i = 1, n, obµinem

n∑
i=1

m∏
j=1

aij ≤
1
p1

n∑
i=1

ap1i1 +
1
p2

n∑
i=1

ap2i2 + . . .+
1
pm

n∑
i=1

apmim =

=
1
p1

+
1
p2

+ . . .+
1
pm

= 1,
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adic  rezultatul din lem .

2.2. Propoziµie (inegalitatea lui Hölder generalizat ). Dac  aij ≥ 0,
i = 1, n, j = 1,m ³i p1, p2, . . . , pm > 1 sunt numere Hölder -conjugate, atunci

n∑
i=1

m∏
j=1

aij ≤
m∏
j=1

(
n∑
i=1

a
pj
ij

) 1
pj

. (10)

Demonstraµie. S  consider m numerele:

αij :=
aij(

n∑
i=1

a
pj
ij

)1/pj
, i = 1, n, j = 1,m.

Pentru acestea avem :

n∑
i=1

α
pj
ij =

n∑
i=1


aij(

n∑
i=1

a
pj
ij

)1/pj


pj

=
n∑
i=1

a
pj
ij

n∑
i=1

a
pj
ij

= 1,

deci numerele αij sunt în situaµia numerelor aij din Lem .
Prin urmare

n∑
i=1

m∏
j=1

αij ≤ 1⇔
n∑
i=1

m∏
j=1

aij(
n∑
i=1

a
pj
ij

)1/pj
≤ 1⇔

n∑
i=1

m∏
j=1

aij ≤
m∏
j=1

(
n∑
i=1

a
pj
ij

)1/pj

.

Notiµ  istoric . Forma general  a inegalit µii lui Hölder a fost dat  J. L.
W. V. Jensen în 1907, cf. [1], [14] (pp.52, 78 ), chiar pentru o condiµie mai larg 

pentru pj , j = 1,m, anume
1
p1

+
1
p2

+ . . .+
1
pm
> 1.

Dup  [3] (p.181), sau [6], este adev rat  urm toarea
2.3. Propozitie (inegalitatea lui Rogers). Dac  0 < r < 1, atunci

n∑
i=1

ari b
1−r
i ≤

(
n∑
i=1

ai

)r ( n∑
i=1

bi

)1−r

. (11)

Demonstratie. Printr-o simpl  schimbare de variabile , inegalitatea lui
Rogers este echivalent  cu inegalitatea lui Hölder, (8) (v. [6], sau demonstraµia
mai general  ce urmeaz ).

Nu este di�cil s  formul m ³i generalizarea acestei inegalit µi.
2.4. Propozitie (inegalitatea lui Rogers generalizat ). Dac  aij ≥ 0,

i = 1, n, j = 1,m ³i 0 < r1, r2, . . . , rm < 1 astfel încât r1 + r2 + . . .+ rm = 1, atunci
n∑
i=1

m∏
j=1

a
rj
ij ≤

m∏
j=1

(
n∑
i=1

aij

)rj
. (12)

211



Demonstratie. Echivalenµa dintre inegalitatea lui Hölder generalizat  ³i

inegalitatea lui Rogers generalizat , are loc în baza substituµiilor
1
pj

= rj , respectiv,

aij → a
1/pj
ij = a

rj
ij , i = 1, n, j = 1,m.

Notiµ  istoric . Datorit  echivalenµei dintre cele dou  inegalit µi ³i pentru
c  rezultatul lui Rogers a fost obµinut în 1888, iar al lui Hölder în 1889, Maligranda
[6] consider  c  inegalitatea lui Hölder ar trebui s  �e numit  inegalitatea lui Rogers,
sau cel puµin inegalitatea lui Rogers-Hölder !

Nota bene. În lucrarea sa, Hölder a citat rezultatul lui Rogers !

2.5. Remarc . Rezultatele din Lema 2.1. respectiv din Propoziµiile 2.2. ³i
2.4 constituie rezultate interesante (³i în sine) pentru elementele unei matrici de n
linii ³i m coloane, cu componente reale pozitive.

2.6. Aplicaµie. Numerele 2, 3, 6 sunt Hölder - conjugate (i.e.
1
2

+
1
3

+
1
6

= 1),
deci cu inegalitatea lui Hölder generalizat , avem

n∑
i=1

ai1ai2ai3 ≤

(
n∑
i=1

a2
i1

) 1
2
(

n∑
i=1

a3
i2

) 1
3
(

n∑
i=1

a6
i3

) 1
6

,

sau eventual, trecând la notaµiile cu un singur indice ai1 → xi, ai2 → yi, ai3 → zi,
aceasta devine

n∑
i=1

xiyizi ≤

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2
(

n∑
i=1

y3
i

) 1
3
(

n∑
i=1

z6
i

) 1
6

. (13)

2.7. Corolar (inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz genera-
lizat ). Dac  aij ≥ 0, i = 1, n, j = 1,m, m,n ∈ N∗, atunci n∑

i=1

m∏
j=1

aij

m

≤
m∏
j=1

(
n∑
i=1

amij

)
. (14)

Demonstraµie. Luând p1 = p2 = . . . = pm = m (care evident sunt numere
Hölder - conjugate) în inegalitatea lui Hölder generalizat , se obµine

n∑
i=1

m∏
j=1

aij ≤
m∏
j=1

(
n∑
i=1

amij

) 1
m

,

iar prin ridicare la puterea m, rezult  enunµul.

2.8. Remarc . Luând în inegalitatea C-B-S generalizat  (10) m = 2, se
obµine inegalitatea C-B-S clasic .

Pentru m = 3, ³i notaµiile din Aplicaµia 2.6., se obµine inegalitatea C-B-S
pentru trei variabile:(

n∑
i=1

xiyizi

)3

≤

(
n∑
i=1

x3
i

)
·

(
n∑
i=1

y3
i

)
·

(
n∑
i=1

z3
i

)
. (15)
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�3. Inegalitatea lui Minkowski generalizat 

Ca ³i inegalitatea lui Rogers-Hölder, inegalitatea lui Minkowski este prezent 
în diverse capitole de algebr , analiz  ³i geometrie .

Forma clasic  a inegalit µii lui Minkowski are urm torul enunµ:
3.1. Propoziµie (inegalitatea lui Minkowski). Dac  aj , bj ≥ 0

(j = 1, 2, . . . , n) ³i p > 1, atunci :

(
n∑
i=1

(aj + bj)p
) 1
p

≤

 n∑
j=1

apj

 1
p

+

 n∑
j=1

bpj

 1
p

. (16)

cu egalitate dac  ³irurile (ai)i=1,n, (bi)i=1,n sunt proporµionale.
Dac  p < 1, p 6= 0, inegalitatea este invers .
Demonstraµia sa o vom urm ri într-o formulare mai general , în care apar

sume de câte m termeni. Mai precis, vom enunµa ³i demonstra pentru aceast 
inegalitate urm toarea:

3.2. Propoziµie (inegalitatea lui Minkowski generalizat ). Dac  aij ≥
≥ 0, i = 1, n, j = 1,m, m,n ∈ N∗ ³i p > 1, atunci n∑

j=1

(
m∑
i=1

aij

)p1p

≤
m∑
i=1

 n∑
j=1

apij

1p

. (17)

Pentru p < 1, p 6= 0, inegalitatea se inverseaz .
Demonstraµie. Vom demonstra prin inducµie dup m. Pentrum = 1, relaµia

are loc cu egalitate. Vom st rui mai mult asupra pasului m = 2, care este cazul
esenµial al demonstraµiei, deoarece reprezint  inegalitatea clasic  a lui Minkowski
(cu notaµie modi�cat ) ³i este determinant în demonstrarea pasului inductiv. Mai
exact, avem de demonstrat inegalitatea n∑

j=1

(a1j + a2j)
p

 1
p

≤

 n∑
j=1

ap1j

 1
p

+

 n∑
j=1

ap2j

 1
p

. (18)

Pentru probarea acesteia, utilizând o idee de demonstraµie a lui Riesz (v. [6],
[13]), vom porni de la identitatea

n∑
j=1

(a1j + a2j)p =
n∑
j=1

a1j (a1j + a2j)
p−1 +

n∑
j=1

a2j (a1j + a2j)
p−1

³i vom aplica inegalitatea lui Rogers-Hölder pentru �ecare sum  din membrul drept.

Tinând cont ³i de faptul c 
1
p

+
1
q

= 1 este echivalent cu (p− 1)q = p, avem

S :=
n∑
j=1

(a1j + a2j)
p ≤

 n∑
j=1

ap1j

1/p n∑
j=1

(a1j + a2j)
(p−1)q

1/q

+
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+

 n∑
j=1

ap2j

1/p n∑
j=1

(a1j + a2j)
(p−1)q

1/q

=

=

 n∑
j=1

ap1j

1/p n∑
j=1

(a1j + a2j)
p

1/q

+

 n∑
j=1

ap2j

1/p n∑
j=1

(a1j + a2j)
p

1/q

=

=


 n∑
j=1

ap1j

1/p

+

 n∑
j=1

ap2j

1/p

 n∑
j=1

(a1j + a2j)
p

1/q

=

=


 n∑
j=1

ap1j

1/p

+

 n∑
j=1

ap2j

1/p
 · S1/q.

Împ rµind inegalitatea obµinut  prin S1/q, se obµine inegalitatea (18).

Presupunem adevarat  inegalitatea (17) în cazul m ³i vom demonstra c  este
adev rat  ³i în cazul m+ 1. Într-adev r, folosind cazul m = 2 , demonstrat mai sus
³i ipoteza de inducµie, avem succesiv

 n∑
j=1

(
m+1∑
i=1

aij

)p1p

=

 n∑
j=1

(
m∑
i=1

aij + am+1j

)p1p

≤

≤

 n∑
j=1

(
m∑
i=1

aij

)p1p

+

 n∑
j=1

apm+1j

1p

≤

≤
m∑
i=1

 n∑
j=1

apij

1p

+

 n∑
j=1

apm+1j

1p

=
m+1∑
i=1

 n∑
j=1

apij

1p

,

ceea ce încheie de�nitiv demonstraµia prin inducµie .

3.3. Remarc  �nal . Toate inegalit µile anterioare, exprimate în cazul
discret, pot � transpuse în inegalit µi integrale.
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NOTE MATEMATICE

How many disjoint subsets with a given sum of elements
can {1, 2, . . . , n} have?

de Gabriel Dospinescu ³i Marian Tetiva

Abstract

This note contains some results about partitioning a set of natural numbers into
subsets having equal sums of their elements.

Key words: partition of a �nite set.
M.S.C.: 05A05.

Maybe you have noticed, maybe not: the second author of this note loves
Kvant's problemM1115 (part b) (obsessively?). We remind that the problem states
that for positive integers m, n and k such that mk = 1 + · · · + n and n ≥ 2k − 1
(which is equivalent to m ≥ 2k−1), the set {1, . . . , n} of the �rst n positive integers
can be partitioned into k subsets, each having the same sum of elements (the sum
m, evidently). In fact this happens if and only if k divides 1 + · · · + n and n ≥
2k + 1 ⇔ m ≥ 2k − 1 (see [1],[3]). Thinking and thinking about this problem we
arrived to the following:

Proposition. Let n, m and k be positive integers satisfying m ≥ 2k − 1 and

mk ≤ 1 + 2 + · · ·+ n.

Then m can be expressed in (at least) k di�erent ways as the sum of some integers
from {1, . . . , n}, such that all the summands (from all the k expressions of m) are
mutually distinct.

From here one can infer the following generalization of the old contest prob-
lem that appeared as M1115b: if n and k are positive integers with n ≥ 2k− 1 and
n(n+ 1)

2
leaves remainder r when divided by k, then the set of the �rst n positive

integers, excepting r, can be split into k disjoint subsets such that the sum of ele-
ments of any of this subsets is the same. In what follows we intend to present the
proof for this generalization of M1115. But before that, we must say that a far
more general result stands, being proved in [2]; namely, this is the following beautiful

Theorem. Let k, n, and m1 ≥ . . . ≥ mk be positive integers such that

m1 + · · · + mk =
n(n+ 1)

2
and mk−1 ≥ n. Then {1, . . . , n} can be partitioned as

S1 ∪ . . . ∪ Sk in such a way that
∑
x∈Si

x = mi for any 1 ≤ i ≤ k.

Unfortunately, the proof itself of the theorem is much more complicated (it
uses graph theory) than what we are going to do. We invite the interested reader to
see this proof in [2] and to understand how the theorem implies the proposition, and
we hope that he or she will enjoy the proof of the particular case that we present
further (proof which is based on the same ideas from [1]).
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Proof of the proposition. We show the result by induction on n. There
is nothing to prove for n = 1 (only m = k = 1 is then possible), so we assume the
claim to be true for all positive integers less than n and show its validity for n. We
distinguish between several cases concerning m.

First we observe that the given relations imply

n(n+ 1) ≥ (2k − 1)2k ⇒ n ≥ 2k − 1

and that for m = 2k − 1 the expressions

m = 2k − 1 = (2k − 2) + 1 = . . . = k + (k − 1)

solve the problem (the numbers 1, 2, . . . , 2k − 1 are from the set {1, . . . , n}). Also,
if m = 2k it follows that n ≥ 2k and we are done with the equalities

m = 2k = (2k − 1) + 1 = . . . = (k + 1) + (k − 1);

therefore, we may assume m > 2k.
The �rst case is when m ≤ n+1⇔ m−1 ≤ n, when the numbers 1, . . . ,m−1

are among the �rst n positive integers. Now the relations

m = (m− 1) + 1 = . . . = (m− k) + k

are those that we need, since m− k > k.
The case m ≥ 2n is also relatively simple, but now we need to appeal the

induction hypothesis. We may write

mk ≤ 1 + 2 + . . .+ n

as
mk ≤ 1 + . . .+ (n− 2k) + (n− 2k + 1) + . . .+ n,

or

mk ≤ 1 + . . .+ (n− 2k) + k(2n− 2k+ 1⇔ (m− 2n+ 2k− 1)k ≤ 1 + . . .+ (n− 2k).

According to the recurrence assumption (which may be used, since m− 2n+
2k− 1 ≥ 2k− 1 and n− 2k < n) it is possible to express m− 2n+ 2k− 1 as k sums
with (all) distinct terms from {1, . . . , n− 2k}. If to any of these expressions we add
one of the k pairs

{n, n− 2k + 1}, . . . , {n− k + 1, n− k}
(each having the sum 2n−2k+1) we obtain exactly k expressions of m with distinct
terms from {1, . . . , n}.

It remains to see what happens when n + 1 < m < 2n; in this case we have
0 < m− n < n and it is natural to try to decrease n using equalities like

m = (m− n) + n = (m− n+ 1) + (n− 1) = . . . = (m− n+ s− 1) + (n− s+ 1)

with s as big as possible. In fact it is easy to see that the biggest possible s (for
which m − n + s − 1 ≤ n − s + 1, ensuring that all the numbers are from the set
{1, . . . , n}) is

s =
[
n− m

2

]
+ 1,
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where [x] denotes the integer part of x. And that if m is odd precisely all numbers
from m − n to n are involved in these equalities (each one time) and they form s
pairs with the sum m; hence in this case we have

mk ≤ 1 + 2 + . . .+ n⇔ mk ≤ 1 + . . .+ (m− n− 1) + (m− n) + . . .+ n⇔

⇔ mk ≤ 1 + . . .+ (m− n− 1) + sm⇔ m(k − s) ≤ 1 + . . .+ (m− n− 1).

(Of course, we are done if s ≥ k, so we suppose k > s.) Now we use again the
induction hypothesis, for the number m−n− 1 instead of n and k− s in place of k;
m is the same, so the relation m ≥ 2(k− s)− 1 follows from m ≥ 2k− 1. According
to this, there are k − s expressions of m as sums of di�erent summands from the
set {1, . . . , n−m− 1}; together with the above s expressions of m (with terms from
{m− n, . . . , n}), we have again k expressions as requested for m.

One more case is yet to consider, namely n+ 1 < m < 2n, but now m is even.
In this situation the numbers from

m = (m− n) + n = (m− n+ 1) + (n− 1) = . . . = (m− n+ s− 2) + (n− s+ 2)

are all the numbers from m− n to n,
m

2
= m− n+ s− 1 = n− s+ 1 excepted, so

we obtain
mk ≤ 1 + . . .+ (m− n− 1) + (s− 1)m+

m

2
(there are s− 1 groups with sum m); consequently,

(2k − 2s+ 1)
m

2
≤ 1 + . . .+ (m− n− 1).

The number n is diminished to m − n − 1 (m < 2n < 2n + 1) and we could apply
the induction hypothesis if we had

m

2
≥ 2(2k − 2s+ 1)− 1

(
m

2
is in place of m and 2k−2s+1 in place of k). Since in this case

m

2
is an integer,

we have s = n− m

2
+ 1 and this inequality becomes

m ≥ 8k − 8
(
n− m

2
+ 1
)

+ 2⇔ 8n+ 6 ≥ 8k + 3m.

To prove it, remember �rst that k ≤ n(n+ 1)
2m

, therefore

8k + 3m ≤ 4n(n+ 1)
m

+ 3m,

then consider the function f : (0,∞)→ (0,∞) de�ned by

f(x) =
4n(n+ 1)

x
+ 3x, x > 0
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(suppose, for the moment, that n is �xed) and observe that it has exactly one

minimum point in the interval (0,∞) (like any function of the form f(x) =
A

x
+Bx,

for positive A and B), therefore its maximum value in any compact interval included
in (0,∞) is attained at one of its endpoints. In our case, we have

f(x) ≤ max{f(n), f(2n)} = max{7n+ 4, 8n+ 2} < 8n+ 6

for any x ∈ [n, 2n], hence

8k + 3m ≤ 4n(n+ 1)
m

+ 3m < 8n+ 6

for any m between n and 2n, and our inequality is proved.
So, we can apply the induction hypothesis, for the numbers m − n − 1,

m

2
,

2k−2s+1 instead of n, m, k respectively (of course, we do this only if 2k−2s+1 > 0;
else we have k ≤ s− 1 and the s− 1 pairs (m−n, n) =

(m
2
− s+ 1,

m

2
+ s− 1

)
, . . .

. . . , (m − n + s − 2, n − s + 2) =
(m

2
− 1,

m

2
+ 1
)
su�ce for our purpose) to �nd

that there are 2k−2s+ 1 expressions of
m

2
as sums of distinct numbers from the set

{1, . . . ,m−n− 1}. Together with the number
m

2
itself (which has not been used in

the mentioned s−1 expressions of m with numbers from {m−n, . . . , n}) 2k−2s+2
groups with sum

m

2
arise, which yield precisely k − s+ 1 groups with sum m (if we

associate them two by two in a certain way) and these k − s + 1 groups with the
previous s− 1 are the k desired expressions of m in this case, completely closing the
proof.

As concerns the remark following the enounce of the proposition, it is quite
simple now, that we have the �rst part at our disposal. Indeed, we consider

m =
[
n(n+ 1)

2k

]
(the square brackets denote the integral part), for which we have

m ≥
[

(2k − 1)(2k − 1 + 1)
2k

]
= 2k − 1

(since n ≥ 2k − 1) and, obviously,

m ≤ n(n+ 1)
2k

⇔ mk ≤ 1 + . . .+ n.

Thus, the previously proved result may be used and it yields the existence of k sums
of di�erent numbers from {1, . . . , n}, all sums being equal to m. The numbers from
{1, . . . , n} that do not participate to any of these sums have then the sum

1 + . . .+ n− km =
n(n+ 1)

2
− k

[
n(n+ 1)

2k

]
= r

and this means exactly the remainder r left by 1 + . . . + n when it is divided by
k. So, apart from the k expressions of m as sums of terms from the set {1, . . . , n}
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remain some numbers with sum r; if this group consists only of r we are done, else
we replace r from one of the expressions (it must appear in one of them, actually
exactly in one, since all the numbers from {1, . . . , n} are now involved) with the
group of this "outsiders" and let r alone, as the enounce claims; thus the numbers
from {1, . . . , n} − {r} are now partitioned in k classes, each of which has the same
sum, namely m.

Remark. Many other questions arise from this problem, and we submit here
only one of them: what are the (necessary and su�cient) conditions for n and k
such that the set {1p, . . . , np} can be partitioned in k subsets, each with the same
sum of elements (p being a given positive integer)? Are there similar results to those
proved above for the set {1p, . . . , np}?
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La constante d'Euler exprimeé par des intégrales
par Alexandru Popescu-Zorica

Abstract

In this paper we emphasize some integrals that can be expressed using the con-
stant of Euler.

Key words: Constant of Euler, integrals, antiderivatives, uniform conver-
gence, Leibniz-Newton formula, Weierstrass formula, theorem of Cauchy, Tissérand,
Painlevé.

MSC.: 26A06, 26A09, 26A36, 26A42, 33B15, 40A05, 40A10.

La fameuse constante d'Euler ,

C = lim
n→∞

(
1 +

1
2

+ . . .+
1
n
− lnn

)
= 0, 5772156649 . . .1)

apparaît non seulement dans des problèmes attachés à la somme harmonique

Hn = 1 +
1
2

+
1
3

+ . . . +
1
n

(par l'intermède de l'expression asymptotique du pre-

mier ordre, Hn = lnn + C + εn, avec εn −−−−−→
(n→∞)

0, ou par celui des expressions

asymptotiques d'ordre superieur

Hn = lnn+ C +
1

2n
+

k∑
j=2

(−1)j−1 Bj
jnj

+O

(
1

nk+1

)
,

1) Elle est notée aussi γ. (N.A.)
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Bj étant les nombres de Bernoulli), mais aussi dans beaucoup d'autres contextes,
notamment:

(a) des formules qui contiennent des fonctions spéciales;
(b) l'expression de la valeur numérique de certaines intégrales dé�nies (géné-

ralement impropres et ayant la primitive correspondente nonexprimable par un nom-
bre �ni de fonctions élémentaires);

(c) l'expression de la valeur numérique de la somme de certaines séries.
Les formules des catégories (b) et (c) peuvent être interprétées aussi comme

des expressions de la constante C par des intégrales, respectivement par des sommes
de séries. Dans la littérature mathématique destinée aux fonctions spéciales, aux
intégrales et aux sommes de séries (Bierens de Haan, Bateman-Erdélyi, Ryzhik-
Gradstein, Abramowicz-Stegun, Janke-Emde - Lösch, Magnus-Oberhettinger-Soni)
toutes ces formules sont souvent seulement énoncées, sans être accompagnées par les
démonstrations a�érentes.

Dans cet article nous mettrons en évidence quelques formules du type (b),
présentant aussi des démonstrations complètes, plus di�cilement accessibles dans la
littérature mathématique. Mais on ne fera pas de références aux livres déjà cités,
en utilisant, que deux autres, William Beyer [1] et François-Félix Tissérand & Paul
Painlevé [2].

Avant de passer à la présentation des intégrales, nous rappelons que, en ce
qui concerne le nature de la constante C d'Euler, même si l'on suppose bien qu'elle
devrait être un nombre transcendent (comme e et π), jusqu'à présent on n'a pas
réussi d'établir au moins si C est un nombre rationel ou un nombre irrationel!

1. Dans [1], à la position 721, de la page 346, on trouve sans démonstration
le

Théorème 1. On a l'égalité

∞∫
0

e−x lnxdx = −C . (1.1)

Démonstration. La formule de Weierstrass concernant la fonction gamma,

Γ(x) def==

∞∫
0

tx−1e−tdt (l'intégrale étant convergente) a�rme que

1
Γ(x)

= xeCx
∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−

x
n , (1.2)

oú le produit in�ni du second membre est absolument et uniformément convergent
sur tout intervalle compact de l'axe réel qui ne contient aucun entier négatif.

Logarithmons les deux membres: le logarithme transforme le produit in�ni
de fonctions dérivables en une série de fonctions dérivables

− ln Γ(x) = lnx+ Cx+
∞∑
n=1

(
ln
(

1 +
x

n

)
− x

n

)
. (1.3)
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La série des dérivées du membre droit est
∞∑
n=1

(
1

n+ x
− 1
n

)
, ou encore

∞∑
n=1

−x
x(n+ x)

et elle est absolument convergente sur tout compact K, de l'axe réel.

En e�et, pour un tel K, il existe un A > 0, tel que l'on ait K ⊂ [−A,A]; donc, pour
tout x ∈ K, on a |x| < A et, en prenant n > 2A, il résulte |n + x| > n − n

2
=
n

2
,

c'est-á-dire

∣∣∣∣ 1
n(n+ x)

∣∣∣∣ < 2
n2

, donc la série est majorée (à partir de n > 2A) par

la série convergente
∞∑
n=1

2
n2

. (Bien sûr, partant de l'égalité (1.3) qui contient cer-

tains logarithmes, la convergence de la série nous intéresse seulement sur l'ensemble
K ∩ (0,∞).) Donc l'égalité suivante est légitime

−Γ′(x)
Γ(x)

=
1
x

+ C +
∞∑
n=1

(
1

n+ x
− 1
n

)
. (1.4)

On a ainsi

Γ′(x) = −Γ(x)

(
1
x

+ C +
∞∑
n=1

(
1

n+ x
− 1
n

))
. (1.4′)

L'intégrale qui dé�nit la fonction Γ (déja mentionnée)1) est, pour x ∈ R,
x > 0, uniformément convergente et la fonction Γ se trouve dans les conditions òu
la dérivée s'obtient en dérivant la fonction de l'intérieur de l'intégrale par rapport
au paramètre x

Γ′(x) =

∞∫
0

tx−1e−t ln tdt. (1.5)

De (1.4′) et (1.5) on trouve

∞∫
0

tx−1e−t ln tdt = −Γ(x)

(
1
x

+ C −
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ x

))
.

Pour x = 1 et tenant compte que Γ(1) = 1 et
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
= 1, on obtient

∞∫
0

e−t ln tdt = −C. �

1) La dé�nition se mentient aussi dans le demiplan complexe Re(z) > 0, c'est-à-dire

Γ(z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt en faisant ensuite le prolongement qui conduit à une fonction méromorphe

ayant comme pôles −1,−2,−3, . . ..(N.A.)
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2. Introduisant x = − ln t dans (1.1) et suivant le théorème de changement
de variable pour les intégrales sur un intervalle non compact, on obtient une autre
expression de la constante d'Euler à l'aide d'une intégrale sur un intervalle non
compact (mais borné).

Théorème 2. On a l'égalité

1∫
0

ln
(

ln
1
t

)
dt = −C . (2.1)

*
* *

Pour l'obtention des deux résultats suivants on utilisera essentiellement la
formule (1.1).

3. À la position 723 de [1] on trouve sans démonstration le
Théorème 3. On a l'égalité

∞∫
0

(
1

1− e−x
− 1
x

)
e−xdx = C . (3.1)

Démonstration. On a, pour la primitive correspondante à l'intégrale, la
suite d'égalités∫ (

1
1− e−x

− 1
x

)
e−xdx =

∫ (
e−x

1− e−x
− e−x

x

)
dx =

=
∫ (

(1− e−x)′

1− e−x
− e−x

x

)
dx = ln

(
1− e−x

)
−
∫

e−x

x
dx.

E�ectuons pour la dernière intégrale, une intégration par parties, en choisis-
sant

f(x) = e−x . . . f ′(x) = −e−x

g′(x) =
1
x

. . . g(x) = lnx,

donc ∫
e−x

x
dx = e−x lnx+

∫
e−x lnxdx. (3.2)

On a obtenu la formule∫ (
1

1− e−x
− 1
x

)
e−xdx = ln

(
1− e−x

)
− e−x lnx−

∫
e−x lnxdx. (3.3)

On appliquera, en relation avec cette primitive, la formule de Leibniz-Newton
pour les integrales impropres (ayant a, b ∈ R, a < b, f : (a, b)→ R)

b∫
a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣∣b
a

, (3.4)
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òu, par convention, on note

F (x)
∣∣∣∣b
a

= lim
α↘a
β↗b

(F (β)− F (α)) , (3.4′)

ce qui est équivalent à

F (x)
∣∣∣∣b
a

= lim
x↗b

F (x)− lim
x↘a

F (x). (3.4′′)

La formule est valable en acceptant les hypothèses usuelles:
(i) f est intégrable sur tout compact [α, β] ⊂ (a, b);
(ii) f admet une primitive F ;
(iii) les deux limites de (3.4′′) sont �nies ou bien leur di�érence est �nie.

(Les deux conditions (i) et (ii) sont satisfaites dans le cas particulier òu f est continue
sur (a, b).)

Donc, de (3.3) et (3.4), nous obtenons

∞∫
0

(
1

1− e−x
− 1
x

)
e−xdx = ln

(
1− e−x

) ∣∣∣∣∞
0

− e−x lnx
∣∣∣∣∞
0

−
∞∫
0

e−x lnxdx =

= lim
x→∞

ln
(
1− e−x

)
− lim
x↘0

ln (1− ex)−
(

lim
x→∞

e−x lnx− lim
x↘0

e−x lnx
)
−
∞∫
0

e−x lnxdx =

= lim
x→∞

(
ln
(
1− e−x

)
− e−x lnx

)
︸ ︷︷ ︸

l2

− lim
x↘0

(
ln
(
1− e−x

)
− e−x lnx

)
︸ ︷︷ ︸

l1

−
∞∫
0

e−x lnxdx,

c'est-à-dire
∞∫
0

(
1

1− e−x
− 1
x

)
e−xdx = l2 − l1 −

∞∫
0

e−x lnxdx. (3.5)

Pour calculer l2 et l1 on utilisera les limites fondamentales

lim
x→0

ex − 1
x

= 1, lim
x↘0

x lnx = 0, lim
x→∞

e−x lnx = 0. (3.6)

On obtient
l2 = lim

x→∞

(
ln
(
1− e−x

)
− e−x lnx

)
= 0. (3.7)

On remarque aussi que

ln
(
1− e−x

)
− e−x lnx = ln

1− e−x

x
+
(
1− e−x

)
lnx =

= ln
1− e−x

x
+

1− e−x

x
(x lnx) = ln

e−x − 1
−x

+
e−x − 1
−x

(x lnx),
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c'est-à-dire

ln
(
1− e−x

)
− e−x lnx = ln

e−x − 1
−x

+
e−x − 1
−x

(x lnx).

Avec cette transformation et en appliquant (3.6), on trouve

l1 = lim
x↘0

(
ln(1− e−x)− e−x lnx

)
= 0. (3.8)

Des égalités (3.5), (3.7) et (3.8) il en résulte

∞∫
0

(
1

1− e−x
− 1
x

)
e−xdx = −

∞∫
0

e−x lnxdx,

donc on a trouvé justement l'opposée de l'intégrale (1.1).
La formule (3.1) est donc obtenue. �

4. À la position 724 de [1] on trouve la formule du
Théorème 4. On a l'égalité

∞∫
0

1
x

(
1

1 + x
− e−x

)
dx = C . (4.1)

Démonstration. Cette formule sera aussi déduite en partant de la formule
(1.1) En e�et, après une décomposition évidente en fractions simples, on trouve

1
x

(
1

1 + x
− e−x

)
=

1
x
− 1

1 + x
− e−x

x
. (4.2)

Tenant compte des formules (4.2) et (3.2), la primitive correspondante à
l'intégrale (4.1) sera∫

1
x

(
1

1 + x
− e−x

)
dx = lnx− ln(1 + x)−

∫
e−x

x
dx =

= ln
x

1 + x
−
(

e−x lnx+
∫

e−x lnxdx
)
.

Appliquant la formule de Leibniz-Newton, on obtient, comme dans la démonstration
de la section 3

∞∫
0

1
x

(
1

1 + x
− e−x

)
dx = ln

x

1 + x

∣∣∣∣∞
0

− ex lnx
∣∣∣∣∞
0

−
∞∫
0

e−x lnxdx =

= lim
x→∞

ln
x

1 + x
− lim
x↘0

ln
x

1 + x
−
(

lim
x→∞

e−x lnx− lim
x↘0

e−x lnx
)
−
∞∫
0

e−x lnxdx =
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= lim
x→∞

(
ln

x

1 + x
− e−x lnx

)
︸ ︷︷ ︸

L2

− lim
x↘0

(
ln

x

1 + x
− e−x lnx

)
︸ ︷︷ ︸

L1

−
∞∫
0

e−x lnxdx,

c'est-à-dire
∞∫
0

1
x

(
1

1 + x
− e−x

)
dx = L2 − L1 −

∞∫
0

e−x lnxdx.

Mais

L2 = lim
x→∞

(
ln

x

1 + x
− e−x lnx

)
= 0

et

L1 = lim
x↘0

(
ln

x

1 + x
− e−x lnx

)
= lim
x↘0

(
1− e−x

x
(x lnx)− ln(1 + x)

)
=

= lim
x↘0

(
e−x − 1
−x

(x lnx)− ln(1 + x)
)

= 0.

Donc
∞∫
0

1
x

(
1

1 + x
− e−x

)
dx = C. �

5. E�ectuons dans l'intégrale (3.1) le changement de variable t = e−x. On a
donc dt = −e−xdx, x = − ln t et aussi{

x↘ 0⇒ t↗ e0 = 1
x→∞⇒ t↘ lim

x→∞
e−x = 0.

On trouve
∞∫
0

(
1

1− e−x
− 1
x

)
e−xdx =

1∫
0

(
1

1− t
+

1
ln t

)
dt.

Donc on a obtenu une expression de la constante d'Euler en tant qu'intégrale
sur un intervalle borné.

Théorème 5. On a l'égalité

1∫
0

(
1

1− t
+

1
ln t

)
dt = C . (5.1)

Mais cette intégrale n'est pas impropre! En e�et, considérons la fonction

ϕ : [0, 1]→
[

1
2
, 1
]

ϕ(t) =


1

1− t
+

1
ln t

, pour t ∈ (0, 1)

1, pour t = 0
1
2
, pour t = 1,

(5.2)
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comme j'ai procédé en 1958.
La fonction est continue sur (0, 1) et un calcul simple des limites, en 0 et en 1

prouve la continuité en ces points; donc la fonction est continue sur tout l'intervalle
[0, 1] et ainsi la formule (4.1) peut s'écrire d'une manière plus précise à l'aide d'une
intégrale de Riemann sur un intervalle compact∫

[0,1]

ϕ(t)dt = C. (5.1′)

Le graphe de la fonction ϕ est tangent à
l'axe Oy au point (0, 1), ayant ϕ′(0) = −∞,

en temps que ϕ′(1) = − 1
12

; l'aire du trapèze

curviligne OAA′BO est exactement la constante
d'Euler, C; en plus, ϕ est convexe (ϕ′′ > 0) (voir
la �g. 1).

À cause de l'inégalité
1
2
≤ ϕ(t) ≤ 1 pour tout x ∈ [0, 1]1), on a

1
2
<

<

∫
[0,1]

ϕ(t)dt < 1, ce qui o�re une belle illustration géométrique à l'inégalité connue

1
2
< C < 1.

Par l'intèrméde de la substitution t = 1 − s dans la formule (5.1), on trouve
la forme complémentaire

1∫
0

(
1
s

+
1

ln(1− s)

)
ds = C , (5.3)

qui est, de nouveau, une intégrale de Riemann
∫

[0,1]

ϕ(s)ds, òu ϕ(s) = ϕ(1− t). Les

propriétés et le graphe de la nouvelle fonction ϕ s'obtiennent sans aucune di�culté
de celles de ϕ, ou directement.

6. Supposons que la fonction ϕ, restreinte à l'intervalle (0, 1), peut être
exprimée comme somme d'une série convergente de puissances de la variable s. Alors,
du dévéloppement connu 2)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . . , |x| < 1

en substituent x = −s (|s| < 1), on aurait

ln(1− s) = −
(
s+

s2

2
+
s3

3
+ . . .

)
, |s| < 1

1) Ayant ϕ(t) =
1

2
⇔ t = 1 et ϕ(t) = 1⇔ t = 0. (N.A.)

2) De Mercator. (N.A.)
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d'óu, après un petit calcul,

ϕ(s) =
ln(1− s) + s

s ln(1− s)
=

1
2

+
s

3
+
s2

4
+ . . .+

sn−2

n
+ . . .

1 +
s

2
+
s2

3
+ . . .+

sn−1

n
+ . . .

=

= c0 + c1s+ c2s
2 + . . .+ cns

n + . . . (6.1)

De là, en éliminent le dénominateur et en identi�ant le coe�cient de sn, des
deux membres de la nouvelle relation obtenue, on trouverait la relation de récurrence
des coe�cients cn

1
1
cn +

1
2
cn−1 +

1
3
cn−2 + . . .+

1
n
c1 +

1
n+ 1

c0 =
1

n+ 2
. (6.2)

En écrivant les relations pour n = 1, 2, 3, . . . , k et en résolvant le système à
l'aide de la règle de Cramer on pourait exprimer directement tous les ck sous la
forme d'un déterminant d'ordre k + 1

ck =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1
2

1
2

1 0 . . . 0
1
3

1
3

1
2

1 . . . 0
1
4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1
k

1
k − 1

1
k − 2

1
1

k + 1
1

k + 1
1
k

1
k − 1

1
2

1
k + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1 0 0 . . . 0

1
3

1
2

1 0 . . . 0

1
4

1
3

1
2

1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

k + 1
1
k

1
k − 2

. . . . . . . . . 1

1
k + 2

1
k + 1

1
k − 1

. . . . . . . . .
1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(6.3)

(le déterminant du système étant égal à 1).
De l'égalité ϕ(s) = c0 + c1s+ c2s

2 + . . .+ cns
n+ . . ., par intégration terme par

terme sur l'intervalle [0, 1] et tenent compte de (5.1′), on obtiendrait que la constante
d'Euler est la somme d'une série qui ne contient plus aucun logarithme

C = c0 +
c1
2

+
c2
3

+ . . .+
cn−1

n
+

cn
n+ 1

+ . . . . (6.4)
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Ces coe�cients pouraient être obtenus l'un après l'autre. Les premiers seraint

c0 =
1
2
, c1 =

1
12

, c2 =
1
24

, c3 =
19
720

, c4 =
3

160
, c5 =

863
60480

, c6 =
275

24192
,

c7 =
33953

3628800
, . . . .

7. Dans [2], le problème 4 de la page 449 exige d'établir l'égalité1)

∞∫
0

(
1

1 + x2
− cosx

)
1
x

dx = C . (7.1)

Solution. (Nous réproduisons exactement celle de [2].) Partons de la fonction

F (z) =
1
z

(
1

1 + z
− e−z

)
.2)

Cette fonction est holomorphe à l'origine, car
1

1 + z
− e−z est développable

suivant les puissances de z et contient z en facteur 3)

Appliquons le théorème de Cauchy au con-
tour OAA′BO du problème précédent (voir la
�g. 2).

Quand R4) croit indé�niment, l'intégrale étendue à AA′

R∫
0

1
R+ iy

(
1

1 +R+ iy
− e−Re−iy

)
idy,5) 6)

tend vers zéro, car elle est moindre en module que
R∫

0

1
R

(
1
R

+ e−R
)

dy,

c'est-a-dire que
1
R

+ e−R. De même, l'intégrale étendue à A′B

R∫
0

1
x+ iR

(
1

1 + x+ iR
− e−xe−iR

)
dx,

1) Dans ce probléme, la demande est formulée prenant comme dé�nition de la constante d'Euler
justement la valeur de l'intégrale du théorème 4. (N.A.)

2) Il s'agit, bien sûr, d'une fonction complexe de variable complexe. (N.A.)

3) En e�et, e−z = 1−
z

1!
+
z2

2!
− . . . avec convergence uniforme sur tout compact et, pour |z| < 1,

on a
1

1 + z
= 1 − z + z2 − . . ., donc

1

1 + z
− e−z admet même z2 en facteur. D'une écriture plus

moderne, F : C \ {1} → C, F (z) =
1

z

(
1

1 + z
− e−z

)
pour z ∈ C \ {−1}, z 6= 0 et F (0) = 0. (N.A.)

4) R est le côté du carré OAA′BA. (N.A.)
5) L'auteur utilise la notation courante z = x+iy et les règles usuelles de l'intégration complexe.

(N.A.)
6) La lecteur soucieux des détails est vivement conseillé à refaire par sois-même tous les calculs!

(N.A.)
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est moindre en module que

R∫
0

1
R

(
1
R

+ e−x
)

dx,

donc moindre que
2
R
, et tend vers zéro avec

1
R
. D'aprés cela, on peut écrire

R∫
0

(
1

1 + x
− e−x

)
dx
x

+

0∫
R

(
1

1 + iy
− e−iy

)
dy
y

= ε,

ε tendant vers zéro quand R tend vers +∞. La première intégrale est réelle et a
pour limite la constante d'Euler, C; de là les deux égalités

C =

∞∫
0

(
1

1 + x
− ex

)
dx
x

=

∞∫
0

(
1

1 + x2
− cosx

)
dx
x
,

∞∫
0

(
1

1 + x2
− sinx

)
dx
x

= 0.

La première est l'égalité à démontrer; la seconde donne

∞∫
0

sinx
x

dx =

∞∫
0

dx
1 + x2

= arctgx
∣∣∣∣∞
0

=
π

2
1)

égalité déjà établie.2)

*

* *

La solution préséntée appartient à la partie de l'ouvrage [2] rédigée par Painlevé
(pp. 439-524).

À la �n de cette section, quelques mots sur les auteurs de [2], deux illustres ma-
thématiciens français. François-Félix Tissérand (1845-1896) a été professeur à la Faculté
des Sciences de Paris (étant le successeur de Victor Puiseux et le prédécesseur du grand
Henri Poincaré à la Chaire de Mécanique Céleste), membre de l'Institut3), directeur de
l'Observatoire Astronomique. Par ses travaux, Tissérand a continué la ligne des recherches
d'astronomie mais aussi d'analyse mathématique de Puiseux, celui qui en 1879 avait décerné

1) Dans l'écriture de l'avant-dernier terme de cette formule nous nous sommes écarté un peu de
l'écriture originale de Painlevé (arctgx)∞0 , en utilisant la notation moderne. (N.A.)

2) Ici Painlevé fait référence à l'ordre des matieres de [2]. (N.A.)
3) Il s'agit de l'Institut de France, fondé en 1795, situé Quai de Conti, à Paris et qui contient

les cinq Académies de France: l'Académie française, l'Academie des Inscriptions et Belles-Lettres,
l'Académie des Sciences, l'Académie des Beaux-Arts et l'Académie des Sciences morales et poli-
tiques. (N.A.)
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le titre de docteur ès mathématiques à notre illustre professeur David Emmanuel (1854-
1941). Puiseux avait succédé Pierre Ossian Bonnet à la Chaire mentionnée antérieurement
et en 1857 a succédé au grand Cauchy à la Chaire d'Astronomie mathématique, où il a été
suivi en 1866 par Tissérand.

Paul Painlevé (1863-1933) a été un illustre mathématicien français; ancien élève de
l'École Normale Supérieure (E.N.S.) il a suivi aussi les cours de Schwarz et de Klein à
Göttingen, avant de passer l'agrégation en 1886 et d'obtenir son doctorat en 1887. Il a été
professeur à l'Université de Lille, à la Sorbonne, à l'E.N.S., au Collège de France et à l'Ecole
Polytechnique. Il a obtenu des résultats notables dans la théorie des équations di�erentielles
(notamment concernant quelques unes qui avaient résisté à Poincaré et Picard !). En 1909
il a crée le premier cours universitaire de mécanique des �uides appliquée à l'aéronautique
et a soutenu le dévéloppement de l'aviation. Membre de l'Institut, et même président de
l'Académie des Sciences, homme politique, il repose au Panthéon de Paris.

*

* *

La structuration et la mise à point �nale de cet article a été faite en collabo-
ration avec M. Andrei Vernescu.
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O nou  demonstraµie a inegalit µii lui Erdös-Mordell ³i
extinderea ei

de Nicu³or Minculete

Abstract

This note gives a new proof and an extension of the Erdös-Mordell inequality.
Key words: Erdös-Mordell inequality.
M.S.C.: 51M04

Introducere.
P. Erdös a propus într-unul din numerele revistei ,,The American Mathema-

tical Monthly� din anul 1935 urm toarea problem  deschis :
Dac  M este un punct în interiorul unui triunghi ABC, iar x, y, z sunt

distanµele de la punctul M la laturile [BC], [CA], [AB], atunci

MA+MB +MC ≥ 2(x+ y + z). (1)

Aceasta a fost demonstrat  în anul 1937 de L. J. Mordell ³i de D. F. Barrow.
Pe urm  au ap rut o serie de demonstraµii ale altor matematicieni: Leon Banko�
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(1958), André Avez (1993), V. Komornik (1997), Hojoo Lee (2001), Nikolaos Der-
giades (2004) ³i George Tsintsifas (2006 � 13 demonstraµii) (vezi lucr rile [1], [2],
[3], [4] ³i [6]).

În continuare, prin analizarea unei metode utilizate în [5], voi demonstra ine-
galitatea lui Erdös-Mordell printr-o metod  nou  ³i, de asemenea, voi extinde aceast 
inegalitate, astfel încât aceasta s  �e valabil  pentru orice punct din interiorul tri-
unghiului ³i de pe laturile sale.

Demonstraµia inegalit µii
Pentru început, consider m punctul M în

interiorul triunghiului ABC. Vom nota cu x, y, z
distanµele de la punctulM la laturile [BC], [CA],
[AB] de lungimi a, b, c.
Fie punctele P , Q, proiecµiile punctului M pe la-
turile [BC], [CA], iar M ′, un punct în exteriorul
triunghiului AbC, astfel încât

�MAC ≡ �M ′BC ³i �MCA ≡ �M ′CB.

Se consider  proiecµia punctului M ′ pe
latura [BC] ca �ind S ³i M ′S = y′. Deoarece
triunghiul AMC³i BM ′C sunt asemenea, avem
proporµionalitatea laturilor:

MA

M ′B
=

MC

M ′C
=
b

a
=
y

y

′
,

prin urmare
M ′B =

a

b
MA, M ′C =

a

b
MC, y′ =

a

b
y.

Se observ  u³or din �gura 1 c 

�MCM ′ ≡ �BCA

deci, prin aplicarea teoremei cosinusului în triunghiul M ′CM , obµinem

M ′M2 = M ′C2 +MC2 − 2M ′C ·MC · cosC =
a2

b2
MC2 +MC2 − 2

a

b
MC2 cosC =

=
MC2

b2
(
a2 + b2 − 2ab cosC

)
=
MC2 · c2

b2
,

adic 

MM ′ =
c ·MC

b
.

Îns 
MM ′ ≥ x+ y′,

ceea ce înseamn  c 
c ·MC

b
≥ x+

a

b
y,
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iar, prin împ rµire cu
c

b
, obµinem

MC ≥ x · b
c

+ y · a
c
. (2)

Analog demonstr m inegalit µile

MA ≥ y · c
a

+ z
b

a
, (3)

MB ≥ x · c
b

+ z · a
b
. (4)

Prin adunarea relaµiilor (2), (3) ³i (4) se obµine inegalitatea

MA+MB +MC ≥ x
(
b

c
+
c

b

)
+ y

(a
c

+
c

a

)
+ z

(
a

b
+
b

a

)
. (5)

Deoarece avem inegalitatea algebric 
u

v
+
v

u
≥ 2, oricare ar � u, v > 0, ine-

galitatea (5) devine
MA+MB +MC ≥ 2(x+ y + z),

ceea ce demonstreaz  problema propus  de Erdös.

Extinderea inegalit µii
Acum vom extinde aceast  problem , astfel

încât punctulM s  poat  � situat ³i pe laturile [BC],
[CA] ³i [AB].
Dac  punctul M coincide cu A, atunci inegalitatea
lui Erdös-Mordell devine

AB +AC ≥ 2 · d(A,BC) = 2ha,

ceea ce este evident, deoarece AB ≥ ha ³i AC ≥ ha.
La fel de simple sunt ³i inegalit µile care se obµin
când punctul M coincide cu B sau cu C.

Dac  M este un punct pe (BC), atunci x = 0, iar din faptul c  patrulaterul
ARMQ este inscriptibil rezult  RQ = MA·sinA. Pe de alt  parte, aplicând teorema
cosinusului în triunghiul MQR, obµinem

RQ2 = y2 + z2 + 2yz · cosA,

deci

MA2 · sin2A = y2 + z2 + 2yz · cosA = (y · sinC + z · sinB)2 + (y · cosC − z · cosB)2,

deci
MA2 − sin2A ≥ (y · sinC + z · sinB)2,

adic 

MA ≥ z · sinB
sinA

+ y · sinC
sinA

,
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iar MB =
z

sinB
, MC =

y

sinC
.

Prin urmare

MA+MB +MC;≥ y
(

1
sinC

+
sinC
sinA

)
+ z

(
1

sinB
+
sinB

sinA

)
≥

≥ 2y

√
1

sinA
+ 2z

√
1

sinA
≥ 2(y + z),

deoarece
1

sinA
≥ 1, în consecinµ  MA+MB +MC ≥ 2(x+ y + z).

Se demonstreaz  în mod similar cazul în care M aparµine laturilor [CA] ³i
[AB).

Observaµie. Consider m punc-
tul M în exteriorul triunghiului ABC,
ca în �gura 3. Se observ  c  patru-
laterul BMPR este inscriptibil, deoarece
m(�BRM) = m(�BPM) = 90◦, deci
m(�RMP ) = m(�ABC), deci RP =
= MB ·sinB; dar, prin aplicarea teoremei
cosinusului în triunghiul RMP , obµinem
RP 2 = x2 + z2 − 2xz · cosB deci

MB2 · sin2B = x2 + z2 − 2xz · cosB =

= (x · sinC − z · sinA)2 + (x · cosC + z · cosA)2 ,

deci
MB2 · sin2B ≥ (x · cosC + z · cosA)2 ,

adic 

MB ≥
∣∣∣∣x · cosC

sinB
+ z · cosA

sinB

∣∣∣∣ . (6)

Analog se arat  c 

MC ≥
∣∣∣∣x · cosB

sinC
+ y · cosA

sinC

∣∣∣∣ . (7)

Prin urmare, doar inegalitatea (2) r mâne valabil  în situaµia din �gura 3.
Dac  triunghiul ABC este ascuµitunghic, atunci, din relaµiile (2), (6) ³i (7),

obµinem;

MA+MB+MC ≥ x
(

cosB
sinC

+
cosC
sinB

)
+y
(

cosA
sinC

+
sinC
sinA

)
+z
(

cosA
sinB

+
sinB
sinA

)
.

(8)
Deoarece avem inegalitatea algebric  u + v ≥ 2

√
uv, pentru orice u, v > 0,

inegalitatea (8) devine;

MA+MB +MC ≥ 2x
√

ctgB · ctgC + 2
√

ctgA(y + z). (9)

Prin poziµionarea punctuluiM în regiunile similare celei din �gura 3 (în raport
cu laturile [CA] ³i [AB], vom obµine analoagele inegalit µii (9).
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NOTE METODICE

Demonstrarea unor inegalit µi cu ajutorul generaliz rii
inegalit µii lui Cauchy la matrici
de Liliana Cr ciun ³i Ioan Totolici

Abstract

This note gives a generalization of the Cauchy inequality, for numbers from an
array.

Key words: Cauchy inequality.
M.S.C.: 26D15.

În prima parte a notei vom prezenta o demonstraµie elementar  a inegali-
t µii lui Cauchy ³i a generaliz rii pentru tabele dreptunghiulare a inegalit µii lui
Cauchy. În partea doua, vom prezenta câteva exemple de aplicare a inegalit µii lui
Cauchy generalizate pentru demonstrarea unor inegalit µi cunoscute, iar în partea
a treia vom aplica aceast  schem  de obµinere a inegalit µilor în rezolvarea câtorva
exerciµii.
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I. Inegalitatea lui Cauchy generalizat 
Dac  a1, a2, . . . , an sunt numere reale pozitive, atunci numerele:

An =
a1 + a2 + . . .+ an

n
³i Gn = n

√
a1 · a2 · an

se numesc media aritmetic  ³i respectiv media geometric  a celor n numere. Evident
c  An ³i Gn sunt invariante faµ  de ordinea numerelor a1, a2, . . . , an.

Teorema 1 (inegalitatea lui Cauchy). Are loc inegalitatea An ≥ Gn cu
egalitate numai dac  a1 = a2 = . . . = an.

Pentru demonstraµie folosim urm toarele leme:
Lema 1. Dac  x ≥ 0 ³i n natural, n ≥ 1, atunci xn ≥ nx−n+ 1 cu egalitate

pentru x = 1.

Lema 2. Dac  0 < a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, atunci Ak ≤ Ak+1 ³i ak+1 ≤
Ak+1
k+1

Akk
,

k = 1, 2, . . . , n− 1, cu egalitate pentru a1 = a2 = . . . = an.
Demonstraµia Lemei 1. Avem succesiv

xn − nx+ n− 1 = xn − 1− n
(
x− 1) = (xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1− n

)
(x− 1) =

= (x− 1)
[
(xn − 1) +

(
xn−1 − 1

)
+ . . .+ (x− 1)

]
=

= (x− 1)2
[
xn−2 + 2xn−3 + . . .+ (n− 2)x+ n− 1

]
≥ 0,

cu egalitate pentru x = 1.
Demonstraµia Lemei 2. Putem scrie

Ak+1 −Ak =
a1 + a2 + . . .+ ak+1

k + 1
− a1 + . . .+ ak

k
=

=
1

k(k + 1)
[k (a1 + a2 + . . .+ ak+1)− (k + 1) (a1 + a2 + . . .+ ak)] =

=
1

k(k + 1)
[(ak+1 − a1) + (ak+1 − a2) + . . .+ (ak+1 − ak)] ≥ 0

cu egalitate numai dac  a1 = a2 = . . . = ak+1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Cum
Ak+1

Ak
≥ 1, k = 1, 2, . . . , n− 1, folosind Lema 1 g sim

Ak+1
k+1

Akk
= Ak

(
Ak+1

Ak

)k+1

≥ Ak
[
(k + 1)

Ak+1

Ak
− k
]

= (k + 1)Ak+1 − kAk = ak+1,

k = 1, 2, . . . , n− 1, cu egalitate pentru a1 = a2 = . . . = an.
Demonstraµia teoremei 1. Dac  unul din numerele a1, a2, . . . , an este zero,

inegalitatea lui Cauchy este evident .
Dac  numerele a1, a2, . . . , an sunt pozitive, atunci, pe baza Lemei 2 putem

scrie

Gnn = a1a2 . . . an ≤ A1
A2

2

A1
1

· A
3
3

A2
2

· . . . · Ann
An−1
n−1

= Ann,

de unde Gn ≤ An, cu egalitate când a1 = a2 = . . . = an.
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Observaµia 1. O alt  variant  a acestei demonstraµii pentru teorema 1 se
obµine dac  în locul Lemei 2 se consider :

Lema 2′. Dac  0 < a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, atunci Gk ≤ Gk+1 ³i (k + 1)Gk+1 −
kGk ≤ ak+1, k = 1, 2, . . . , n− 1, cu egalitate când a1 = a2 = . . . = an.

S  consider m urm torul tabel de numere reale nenegative

a11 a12 a13 . . . a1n G1n

a21 a22 a23 . . . a2n G2n

...
...

... . . .
...

...

Am1 Am2 Am3 . . . Amn
A

G

unde pe linia lui A sunt trecute mediile aritmetice ale numerelor de pe coloana
corespunz toare, iar pe coloana lui G sunt trecute mediile geometrice ale elementelor
de pe linia respectiv , m ³i n numere naturale nenule,

Teorema 2 (Inegalitatea Cauchy generalizat ). Este valabil  inegali-
tatea

n
√
Am1 ·Am2 · . . . ·Amn ≥

G1n +G2n + . . .+Gmn
m

, (1)

cu egalitate, �e când elementele unei coloane sunt toate nule, �e când elementele a
dou  linii sunt proporµionale.

Demonstraµie. S  not m prin G∗ ³i A∗ primul ³i respectiv, cel de-al doilea
membru al inegalit µii (1). Dac  Am1 = 0 atunci a11 = a21 = . . . = am1 = 0,
G1n = G2n = ... = Gmn = 0 ³i deci Amn = 0. La fel pentru Am2=0 sau . . .Amn = 0

Fie, acum, Am1 > 0, Am2 > 0, . . . , Amn > 0; aplicând inegalitatea lui Cauchy
putem scrie:

a11

Am1
+

a12

Am2
+ . . .+

a1n

Amn
≥ nG1n

G∗

a21

Am1
+

a22

Am2
+ . . .+

a2n

Amn
≥ nG2n

G∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1

Am1
+
am2

Am2
+ . . .+

amn
Amn

≥ nG1n

G∗

Adun m membru cu membru inegalit µile precedente ³i obµinem

m
Am1

Am1
+m

Am2

Am2
+ . . .+m

Amn
Amn

≥ nm

G∗
A∗ ⇔ nm ≥ nm

G∗
A∗ ⇔ 1 ≥ A∗

G∗
,

de unde rezult  (1).
Observaµia 2. Inegalitatea (1) este o generalizare a inegalit µii lui Cauchy.

Intr-adev r, scriind inegalitatea (1) pentru tabelul p tratic

a1 a2 . . . an−1 an Gn
a2 a3 . . . an a1 Gn
...

...
... . . .

...
...

an a1 . . . an−2 an−1 Gn

An An . . . An An
A

G
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g sim inegalitatea lui Cauchy. Schema pentru obµinerea de inegalit µi const  în
alegerea convenabil  a tabelului dreptunghiular ³i aplicarea la acest tabel a inega-
lit µii Cauchy generalizat  (1).

II. Exemple de aplicare a schemei
Pentru economie de spaµiu, în unele tabele vom face mediile aritmetice pe linii

³i mediile geometrice pe coloane, fapt ce nu afecteaz  valabilitatea inegalit µii (1).
Acest fapt va � marcat prin schimbarea locurilor literelor A∗ ³i G∗.

1. Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz
Fie a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ R, n ≥ 2. Atunci

(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)2 ≤
(
a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n

) (
b21 + b22 + . . .+ b2n

)
.

Demonstraµie. Pentru demonstrarea inegalit µii, form m tabelul dreptun-
ghiular

a2
1 a2

2 . . . a2
n

1
n

∑ n

lim
k=1

a2
1

b21 b22 . . . b2n
1
n

∑ n

lim
k=1

b21

[a1b1] [a2b2] . . . [anbn]
G

A

Aplicând (1) la acest tabel avem√√√√( 1
n

n∑
k=1

a2
1

)(
1
n

n∑
k=1

b21

)
≥ 1
n

n∑
k=2

|a1b1| ,

de unde rezult  cunoscuta inegalitate a lui Cauchy-Buniakowski-Schwrz.

2. Inegalitatea lui Bernoulli. Pentru orice x > −1 ³i n ∈ n∗ avem

(1 + x)2 ≥ 1 + nx.

Demonstraµie. Pentru demonstraµie se folose³te tabelul:

n ori



1
n

+ x
1
n

. . .
1
n

1
n

1
n

+ x . . .
1
n

...
... . . .

...
1
n

1
n

. . .
1
n

+ x

1
n

n
√

1 + nx

1
n

n
√

1 + nx

...
1
n

n
√

1 + nx

1 + x

−
1 + x

−
. . .

1 + x

−
A

G

Aplicând (1) la acest tabel avem

n

√(
1 + x

n

)n
≥
n · 1

n
n
√

1 + nx

n
⇔
(

1 + x

n

)n
≥ 1 + nx

nn
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de unde rezult  inegalitatea (1 + x)n ≥ 1 + nx.

3. Inegalitatea lui Huyghens generalizat . Dac  a1, a2, . . . , an ³i
b1, b2, . . . , bn sunt dou  ³iruri �nite de numere reale nenegative, atunci are loc ine-
galitatea

(b1 + a1)(b2 + a2) · . . . · (bn + an) ≥
(
n
√
b1b2 . . . bn + n

√
a1a2 · . . . · an

)2

.

Demonstraµie. Aceast  inegalitate rezult  din tabelul

b1 b2 . . . bn
n
√
b1b2 . . . bn

a1 a2 . . . an n
√
a1a2 · . . . · an

b1 + a1

2
b2 + a2

2
. . .

bn + an
2

A

G

Aplicând inegalitatea fundamental  (1), rezult  inegalitatea:

n

√√√√ n∏
k=1

bk + ak
2

≥
n
√
b1b2 · . . . · bn + n

√
a1a2 · . . . · an

2
=

=
n∏
k=1

bk + ak
2

≥
(

n
√
b1b2 · . . . · bn + n

√
a1a2 · . . . · an

2

)2

⇔

⇔
n∏
k=1

(bk + ak) ≥
(
n
√
b1b2 · . . . · bn + n

√
a1a2 · . . . · an

)n
.

Dac  în aceast  inegalitate lu m b1 = b2 = . . . = bn = 1, atunci g sim
inegalitatea lui Huyghens (v. [2], [3]).

III. În aceast  secµiune a notei prezent m o serie de inegalit µi demonstrate
cu ajutorul schemei descrise mai sus.

1. Dac  ak > 0, k = 1, 2, . . . , n, atunci(
n∑
k=0

ak

)
·

(
n∑
k=0

1
ak

)
≥ n2.

Soluµie. Pentru demonstraµie se folose³te tabelul

a1 a2 a3 . . . an−2 an−1 an
1
n

n∑
k=1

ak

1
a1

1
a2

1
a3

. . .
1

an−2

1
an−1

1
an

1
n

n∑
k=1

1
ak

1 1 1 . . . 1 1 1
G

A
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Aplicând inegalitatea fundamental  (1) rezult  inegalitatea:√√√√( 1
n

n∑
k=1

ak

)
·

(
1
n

n∑
k=1

1
ak

)
≥ 1 + 1 + . . .+ 1

n
⇔

⇔ 1
n

√√√√( n∑
k=1

ak

)
·

(
n∑
k=1

1
ak

)
≥ 1⇔

(
n∑
k=1

ak

)(
n∑
k=1

1
ak

)
≥ n2.

2. Dac  a1, a2, . . . an ³i b1, b2, . . . , bn sunt numere reale iar α1, α2, . . . , αn sunt
numere reale strict pozitive, atunci(

n∑
k=1

αka
2
k

)(
n∑
k=1

b2k
αk

)
≥

(
n∑
k=1

|akbk|

)2

Soluµie. Pentru demonstraµie se folose³te tabelul

α1a
2
1 α2a

2
2 α3a

2
3 . . . αn−2a

2
n−2 αn−1an−1 αna

2
n

1
n

n∑
k=1

αka
2
k

b21
α1

b22
α2

b23
α3

. . .
b2n−2

an−2

b2n−1

an−1

b2n
an

1
n

n∑
k=1

b2k
ak

|a1b1| |a2b2| |a3b3| . . . |an−2bn−2| |an−1bn−1| |anbn|
G

A

Aplicând inegalitatea fundamental  (1), rezult  inegalitatea√√√√( 1
n

n∑
k=1

αka
2
k

)
·

(
1
n

n∑
k=1

b2k
αk

)
≥ 1
n

n∑
k=1

|akbk| ⇔

⇔ 1
n

√√√√( n∑
k=1

αka
2
k

)
·

(
n∑
k=1

b2k
αk

)
≥ 1
n

n∑
k=1

|akbk| ⇔

⇔

(
n∑
k=1

αka
2
k

)
·

(
n∑
k=1

b2k
αk

)
≥

(
n∑
k=1

|akbk|

)2

3. Dac  a1, a2, . . . , an sunt numere reale, atunci

(a1 + a2 + . . .+ an)2 ≤ n
(
a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n

)2
.

problem  propus  pentru O. I., Cehoslovacia
Demonstraµie. Pentru demonstraµie se folose³te tabelul

a2
1 a2

2 a2
3 . . . a2

n−2 a2
n−1 a2

n

1
n

n∑
k=1

a2
k

1 1 1 . . . 1 1 1 1

|a1| |a2| |a3| . . . |an−2| |an−1| |an|
G

A
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Aplicând inegalitatea fundamental  (1), rezult  inegalitatea:√√√√( 1
n

n∑
k=1

a2
k

)
· 1 ≥ 1

n

n∑
k=1

|ak| ⇔
1
n

n∑
k=1

a2
k ≥

1
n

√√√√( n∑
k=1

|ak|

)2

⇔

⇔ n

n∑
k=1

a2
k ≥

(
n∑
k=1

|ak|

)2

≥

(∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣
)2

=

(
n∑
k=1

ak

)2

.

4. Dac  x1, x2, . . . , xn sunt numere reale, atunci

(n− 1)
n∑
i=1

x2
i ≥ 2

∑
1≤i<j≤n

xixj .

Demonstraµie. Pentru demonstraµie se folose³te tabelul

x2
1 x

2
2 . . . x

2
1

x2
2 x

2
3 . . . x

2
n︸ ︷︷ ︸

(n−1) ori

x2
2 x

2
2 . . . x

2
2

x2
1 x

2
3 . . . x

2
n︸ ︷︷ ︸

(n−1) ori

. . . x2
n . . . x2

n

. . . x2
1 . . . x

2
n−1︸ ︷︷ ︸

(n−1) ori

n− 1
n(n− 1)

n∑
i=1

x2
i

n− 1
n(n− 1)

n∑
i=1

x2
i

|x1x2||x1x3| . . . |x1xn| |x2x1||x2x3| . . . |x2xn| . . . |x1xn| . . . |xnxn−1|
G

A

Aplicând inegalitatea fundamental  (1), rezult  inegalitatea:√√√√( n− 1
n(n− 1

·
n∑
i=1

x2
i

)2

≥ 2
n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

|xixj | ⇔

⇔ 1
n
·
n∑
i=1

x2
i ≥

2
n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

|xixj | ⇔ (n− 1) ·
n∑
i=1

x2
i ≥ 2

∑
1≤i<j≤n

xixj .

Pentru n = 3 avem inegalitatea:

x2
1 + x+

2 x
2
3 ≥ x1x2 + x1x3 + x2x3.

5. Dac  x1, x2, . . . , xn sunt numere reale nenegative cu
n∑
k=1

xk = s ³i α un

num r real pozitiv, atunci are loc inegalitatea

(s+ αx1)(s+ αx2) · . . . · (s+ αxn) ≥ (n+ α)nx1x2 . . . xn.
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Demonstraµie. Mai întâi consider m α raµional de forma
p

q
, p ³i q numere

naturale. Pentru demonstrarea inegalit µii se folose³te tabelul:

x1 x2 . . . xn−1 xn
x2 x3 . . . xn x1

...
... . . .

...
...

xn x1 . . . xn−2 xn−1

n
√
x1x2 . . . xn

n
√
x1x2 . . . xn

...
n
√
x1x2 . . . xn

p ori



x1

q

x2

q
. . .

xn−1

q

xn
q

x1

q

x2

q
. . .

xn−1

q

xn
q

...
... . . .

...
x1

q

x2

q
. . .

xn−1

q

xn
q

1
q
n
√
x1x2 . . . xn

1
q
n
√
x1x2 . . . xn

...
1
q
n
√
x1x2 . . . xn

s+ αx1

n+ p

s+ αx2

n+ p
. . .

s+ αxn−1

n+ p

s+ αxn
n+ p

A

G

Aplicând inegalitatea fundamental  (1), rezult  inegalitatea:

n

√
(s+ αx1) · (s+ αx2) · . . . · (s+ αxn)

(n+ p)n
≥

(n+ α) · n√x1x2 · . . . · xn
n+ p

.

Pentru a α ∈ (0,∞) se consider  α ca limit  unui ³ir de numere raµionale, se
scrie inegalitatea pentru acest ³ir ³i se trece la limit .

6. Fie a1, a2, . . . , an o progresie aritmetic  �nit  cu a1 > 0 ³i raµia r > 0;
atunci are loc inegalitatea

a1a· . . . · an <
(
a1 + an

2

)n
, n ≥ 2.

Dac  a1 = 1 ³i r = 2 se obµine cunoscuta inegalitate n! <
(
n+ 1

2

)n
.

Soluµie. Pentru demonstraµie se folose³te tabelul

a1 a2 a3 . . . an−2 an−1 an n
√
a1a2 . . . an

...
... . . .

...
...

...
...

an an−1 an−2 . . . a3 a1 a1
n
√
a1a2 · . . . · an

a1 + an
2

a1 + an
2

a1 + an
2

. . .
a1 + an

2
a1 + an

2
a1 + an

2
A

G

Am folosit faptul c  într-o progresie aritmetic  ak + an−k+1 = a1 + an pentru
orice k ≥ 1. Aplicând inegalitatea fundamental  (1 ), rezult  inegalitatea:

n

√(
a1 + an

2

)n
≥ n
√
a1a2 · . . . · an ⇔

(
a1 + an

2

)n
≥ a1a· . . . · an.
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Deoarece raµia progresiei este r > 0, rezult  c  inegalitatea de mai sus este
strict .

Observaµie. Dac  a1 = 1 ³i r = 1 inegalitatea de mai sus devine(
n+ 1

2

)n
> n! .

7. Are loc inegalitatea
(

2n
n

)
≥ 22n

n+ 1
, n ∈ N.

Soluµie. Avem(
2n
n

)
≥ 22n

n+ 1
⇔ (2n)!

(n!)(n!)
≥ 22n

n+ 1
⇔ (2n)!

(2 · 4 · 6 · . . . · (2n)) · (2 · 4 · 6 · . . . · (2n))
≥

≥ 1
n+ 1

⇔ 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)
2 · 4 · 6 · . . . · (2n)

≥ 1
n+ 1

⇔

⇔ (n+ 1)(1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)) ≥ 2 · 4 · 6 · . . . · (2n). (∗)

Pentru demonstraµia inegalit µii (∗) se folose³te tabelul:

2 4 6 . . . 2n− 4 2n− 2 2n n
√

2 · 4 · 6 · (2n)

2n 2 4 . . . 2n− 6 2n− 4 2n− 2 n
√

2 · 4 · 6 · (2n)

n+ 1 3 5 . . . 2n− 5 2n− 3 2n− 1
A

G

Aplicând inegalitatea fundamental  (1), rezult  inegalitatea:

n
√

(n+ 1)(3 · 5 · . . . · (2n− 1)) ≥ n
√

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)⇔

⇔ (n+ 1)(1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)) ≥ 2 · 4 · 6 · . . . · (2n)

³i (∗) este demonstrat .

8. Dac  a1, a2, . . . , an sunt numere reale pozitive, atunci

∑
1≤i<j≤n

1
ai + aj

≥ n2(n− 1)
4(a1 + a2 + . . .+ an)

, n ≥ 2. (∗)

Soluµie. Pentru demonstraµia inegalit µii (∗) se folose³te tabelul

n−1︷ ︸︸ ︷
a1 + a2 + . . .+ a1 + an

n−2︷ ︸︸ ︷
a2 + a3 + . . .+ a2 + an . . .

1︷ ︸︸ ︷
an−1 + an

2
n(n− 1)

n∑
k=1

(n− 1)ak

2
n(n− 1)

n∑
k=1

(n− 1)ak

1 . . . 1 2 . . . 2 . . . 1
G

A
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Aplicând inegalitatea fundamental  (1) rezult  inegalitatea:√√√√√( 2
n

n∑
k=1

ak

) 2
n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

1
ai + aj

 ≥ 1

³i deci

(a1 + a2 + . . .+ an)
∑

1≤i<j≤n

1
ai + aj

≥ n2(n− 1)
4

⇒

⇒
∑

1≤i<j≤n

1
ai + aj

≥ n2(n− 1)
4 (a1 + a2 + . . .+ an)

, n ≥ 2.
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Liceul teoretic ,,Nichita St nescu�
Ploie³ti

Vindem c rµi de specialitate la kilogram!
de Dan Pl e³u

În ultimii 15-16 ani un fenomen îngrijor tor î³i face simµit  tot mai acut
prezenµa în înv µ mântul românesc: proliferarea necontrolat  a producµiei de carte
de specialitate. Mii de culegeri de probleme ³i manuale au invadat rafturile libr riilor,
tonetele stradale, ghiozdanele elevilor ³i buzunarele p rinµilor. Ne�resc de mulµi
profesori de matematic  (³i nu numai) au produs cel puµin o carte, dac  nu zeci de
c rµi, unele în tiraje minuscule ³i ediµii tip ,,princeps-opera omnia�, altele în tiraje
³i num r de ediµii de proporµii biblice. Dac  cenzura ³i, mai ales, autocenzura nu î³i
vor face simµit  prezenµa, atunci fenomenul mai sus amintit se va croniciza ³i vom
putea parafraza cu amar  satisfacµie versurile unei melodii, alt dat  des fredonat :
,,C  nu e profesor s  nu � scris o carte, m car o dat , doar o dat -n viaµa lui�.

Toate ar � bune ³i frumoase, cu impact pozitiv în cultura matematic  ro-
mâneasc , dac  producµiile colegilor no³tri, înainte de a vedea lumina tiparului, ar
str bate un �ltru, în primul rând personal, care s  vizeze originalitatea, oportuni-
tatea, respectul faµ  de dreptul de autor, redactarea ³i, nu în ultimul rând, rigoarea
³tiinµi�c . Din p cate, un astfel de �ltru al onestit µii nu se fabric  la noi în µar ,
num rul cererilor pe piaµa liber  �ind ru³inos de mic. S-a ajuns în situaµia în care
dictonul Pauca, sed matura (Puµine, dar coapte!) respectat cu s�nµenie de acel
,,monstru sacru� al matematicii din toate timpurile, Carl Friedrich Gauss, s  �e
înlocuit cu de tot pragmaticul îndemn al lui Ion Heliade R dulescu în a sa revist 
,,integral literar �, ,,Curierul de ambe sexe� (l837-1848): ,,E vremea de scris, ³i scriµi
cât veµi putea ³i cum veµi putea!�
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Întru sprijinirea celor scrise în rândurile anterioare ³i cu asumarea tendenµi-
oas  a posturii de cârcota³, prezent m în cele ce urmeaz  trei probleme de mate-
matic , ap rute în c rµi destinate elevilor studio³i, probleme ale c ror soluµii sunt
incorecte, una având carenµe ³i în ceea ce prive³te enunµul.

Din lucrarea [1] avem în vedere urm toarele probleme:
Enunµ (pag. 39):

Fie a, b, c ∈ R∗, astfel încât
a+ b

c
=
b+ c

a
=
c+ a

b
. S  se calculeze

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
abc

.

Soluµie (pag. 229):

a+ b

c
=
b+ c

a
=
c+ a

b
=

2(a+ b+ c)
a+ b+ c

= 2⇒

⇒

 a+ b = 2c
b+ c = 2a
c+ a = 2b

⇒ (a+ b)(b+ c)(c+ a)
abc

= 8.

Soluµie corect  :

a+ b

c
=
b+ c

a
=
c+ a

b
= k ⇒

 a+ b = kc
b+ c = ka
c+ a = kb

⇒

⇒ 2(a+ b+ c) = k(a+ b+ c)⇒ (k − 2)(a+ b+ c) = 0.

Dac  a+ b+ c 6= 0⇒ k = 2 ³i atunci a+ b = 2c
b+ c = 2a
c+ a = 2b

⇒ (a+ b)(b+ c)(c+ a)
abc

= 8.

Dac  a+ b+ c = 0, atunci a+ b = −c
b+ c = −a
c+ a = −b

⇒ (a+ b)(b+ c)(c+ a)
abc

= −1.

Enunµ (pag. 51) :

Fie a, b, c ∈ Q∗ a³a încât
3a− b− c

b
=

3b− c− a
c

=
3c− a− b

a
. S  se demon-

streze c  a = b = c.
Soluµie (pag. 235):
Fiecare raport al ³irului este egal cu

3(a+ b+ c)− 2(a+ b+ c)
a+ b+ c

= 1⇒

 3a− c = 2b
3b− a = 2c
3c− b = 2a

⇒ a = b = c.
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Soluµie corect :
Demonstr m mai întâi c  a + b + c 6= 0. Dac , prin reducere la absurd, am

presupune c  a+ b+ c = 0, atunci am avea

3a− b− c
b

=
3b− c− a

c
=

3c− a− b
a

⇒ 4a− (a+ b+ c)
b

=
4b− (a+ b+ c)

c
=

4c− (a+ b+ c)
a

⇒ a

b
=
b

c
=
c

a
⇒

 a2 = bc
b2 = ca
c2 = ab

⇒ a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca⇒

⇒ (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 0⇒ a = b = c,

Cum a+ b+ c = 0, avem a = b = c = 0, ceea ce contrazice enunµul !
Prin urmare, a+ b+ c 6= 0. Putem scrie:

3a− b− c
b

=
3b− c− a

c
=

3c− a− b
a

= k ⇒

 3a− b− c = kb
3b− c− a = kc
3c− a− b = ka

⇒

⇒ a+ b+ c = k(a+ b+ c)⇒ (k − 1)(a+ b+ c) = 0⇒ k = 1⇒

⇒

 3a− 2b− c = 0
−a+ 3b− 2c = 0
−2a− b+ 3c = 0

⇒ a = b = c 6= 0.

Poposind pe meleaguri moldave, surprindem în culegerea de probleme [3] ur-
m torul:

Enunµ incorect (pag. 173):
Dac  p este un polinom cu coe�cienµi reali s  se arate c  dac  ecuaµia p(x) = 0

are toate r d cinile reale, avem:

p(x)p′′(x)− p′(x) < 0, ∀x ∈ R.

Soluµie (pag. 342):
p′(x)
p(x)

=
1

x− x1
+

1
x− x2

+ . . .+
1

x− xn
; derivând aceast  egalitate obµinem:

p′′(x) · p(x)− (p′(x))2

(p(x))2
= − 1

(x− x1)2
− 1

(x− x2)2
− . . .− 1

(x− xn)2
< 0.

Enunµ corect :
Fie n ∈ N, n ≥ 2 ³i polinomul p ∈ R[x], de gradul n, având toate r d cinile

reale ³i simple. S  se demonstreze c :

p′′(x) · p(x)− [p′(x)]2 < 0, ∀x ∈ R.

Soluµie. Fie x1, x2, . . . , xn ∈ R r d cinile polinomului p′; atunci:

p(x) = a(x− x1)(x− x2) · . . . · (x− xn), ∀x ∈ R.
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p′(x)
p(x)

=
1

x− x1
+

1
x− x2

+ . . .+
1

x− xn
, ∀x ∈ R \ {x1, x2, . . . , xn}

Derivând egalitatea precedent , obµinem

p′′(xi) · p(xi)− [p′(xi)]2

[p(x)]2
=
[

1
(x− x1)2)

+
1

(x− x2)2
+ . . .+

1
(x− xn)2

]
< 0,

∀x ∈ R \ {x1, x2, . . . , xn}.
Rezult 
p′′(xi) · p(xi)− [p′(xi)]2 < 0, oricare ar � x ∈ R \ {x1, x2, . . . , xn}. (1)

În continuare, în baza enunµului, putem scrie:
xi, i = 1, n � r d cini reale simple ⇒{

p(xi) = 0, ∀ i = 1, n
p′(xi) 6= 0, ∀ i = 1, n ⇒ p′′(xi) · p(xi)− [p′(xi)]2 = −[p′(xi]2 < 0, ∀ i = 1, n. (2)

Din relaµiile (1) ³i (2) rezult  inegalitatea din enunµ.
Încheiem aceste rânduri cu precizarea c  un exemplu de culegere de probleme

ce poate � luat  drept model este [2], ai c rei autori, trei la num r, cultiv  cu
naturaleµe respectul de sine, asortat cu probitatea ³tiinµi�c . Indexul bibliogra�c ce
însoµe³te lucrarea presupune modestie, adev r ³i bun simµ editorial.

Sper m c  lectura acestuia va orienta cititorul în urm toarele sale demersuri
livre³ti.
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Profesor,
Str. G rii nr. 10, bl. L21, et. IV, ap. 9,

Ia³i

PROBLEME PROPUSE

264. Fie n ∈ N∗ ³i V spaµiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n− 1
cu coe�cienµi complec³i. Vom nota cu id aplicaµia identic  a lui V ³i pentru orice
a ∈ C vom desemna prin ua : V → V aplicaµia de�nit  de egalitatea

ua(p(x)) = p(x+ a).

a) S  se arate c  mulµimea G = {ua}a∈C este un subgrup al grupului GL(V )
(grupul automor�smelor lui V ) izomorf cu grupul aditiv al numerelor complexe.
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Folosind acest rezultat, s  se precizeze un subgrup al grupului GLn(C) (grupul ma-
tricelor inversabile cu coe�cienµi în C) izomorf cu grupul aditiv C. S  se determine
inversa unei matrici din acest subgrup.

b) Pentru a ∈ C− {0}, se consider  în V polinoamele:

p0(x) = 1, p1(x) =
x

1! · a
, . . . , pn(x) =

x(x− a) · . . . · (x− (n− 2)a)
(n− 1)! · an−1

.

S  se arate c  familia {p0, p1. . . . , pn−1} constituie o baz  în V ³i s  se scrie
matricea endomor�smului ua − id în raport cu aceast  baz .

c) Pentru k ∈ N, s  se determine ker(u− id)k ³i im(u− id)k.
d) Fie a, b, α, β ∈ C. S  se arate c  urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:
(i) (αua + βub)

n = o;
(ii) ker (αua + βub) 6= {0};
(iii) α+ β = 0.

Dan Radu
265. Fie (xn)n≥1 un ³ir de numere pozitive care converge la 0 astfel încât

∞∑
n=1

xn =∞.

Atunci exist  un sub³ir (xnk)k≥1 al lui (xn)n≥1 astfel ca:

∞∑
k=1

xnk =∞ ³i
∞∑
k=1

x2
nk
<∞.

George Stoica

266. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel încât a ≥ b ≥ c ³i b2 ≥ ac. S  se
arate c  funcµia ϕ : (0,+∞)→ R dat  prin:

ϕ(x) =
(
ax + bx + cx

3

) 1
x

,

pentru orice x > 0, este logaritmic concav  pe intervalul (0,+∞).
Marian Tetiva

267. S  se arate c 

tg
nπ

2n+ 1
− 2tg

(n− 1)π
2n+ 1

>
π

2
,

pentru orice n ∈ N∗.
Gheorghe Szöllösy

268. Fie cubul [ABCDA′B′C ′D′] de muchie a ³i X ∈ (AB, Y ∈ (AD,
Z ∈ (AA′ astfel încât AX = α, AY = β, AZ = γ, unde α, β, γ > a ³i

1
α

+
1
β
>

1
a
,

1
β

+
1
γ
>

1
a
,

1
γ

+
1
α
>

1
a
.

Planul (XY Z) împarte cubul în dou  corpuri [C1] ³i [C2] ³i intersecteaz 
muchiile (A′B′), (BB′), (BC), (CD), (DD′) ³i (D′A′) în punctele M , N , P , Q,
R, S.
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S  se demonstreze c  urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:
1) Dreptele MQ, NR ³i PS sunt concurente.
2) Sferele situate în interiorul corpurilor [C1] ³i [C2], tangente planului (XY Z)

³i feµelor triedrelor tridreptunghice cu vârfurile în A, respectiv C ′, au raze egale.

3)
1
α

+
1
β

+
1
γ

=
2
a
.

Daniel V c reµu

SOLU�IILE PROBLEMELOR PROPUSE

243. S  se determine soluµiile, numere întregi, ale ecuaµiei

x2 + y2 + z2 + w2 = x2y2z2.

Dan Radu

Soluµia autorului. Vom face mai întâi observaµia c , datorit  structurii ecuaµiei, este
su�cient s  c ut m souµiile în Z+. Pe de alt  parte se vede c  x = y = z = w = 0 este soluµie a
ecuaµiei. Vom ar ta c  aceasta este singura soluµie.

Dac  xyz = 0, atunci rezult , în mod necesar, w = 0.
Dac  xyz 6= 0, atunci vom ar ta c  ³i w 6= 0.
Într-adev r, vom avea

x2
(
y2z2 − 3

)
+ y2

(
x2z2 − 3

)
+ z2

(
x2y2 − 3

)
= 3w2 (1)

³i, presupunând � prin absurd � c  w = 0 ar urma c , de exemplu, y2z2−3 < 0, de unde, obligatoriu,
y = z = 1. Atunci, înlocuind în (1), deducem c 

−2x2 + x2 − 3 + x2 − 3 = 0,

ceea ce constituie o contradicµie.
Fie (x, y, z, w) o soluµie a ecuaµiei ³i δ cel mai mare divizor comun al numerelor x, y, z ³i

w. Atunci exist  a, b, c, d ∈ N atfel încât x = aδ, y = bδ, z = cδ, w = dδ, unde a, b, c ³i d sunt
prime între ele, iar ecuaµia din enunµ este echivalent  cu ecuaµia:

a2 + b2 + c2 + d2 = δ4a2b2c2. (2)

Pentru ecuaµia (2) nu exist  decât urm toarele patru posibilit µi:
I. Trei dintre numerele a, b, c ³i d sunt pare, iar unul impar; atunci:

a2 + b2 + c2 + d2 ≡ 1 (mod 4), δ4a2b2c2 ≡ 0 (mod 4).

II. Dou  dintre numerele a, b, c ³i d sunt pare, iar celelalte dou  impare; atunci:

a2 + b2 + c2 + d2 ≡ 2 (mod 4), δ4a2b2c2 ≡ 0 (mod 4).

III. Unul dintre numerele a, b, c ³i d este par, iar celelalte trei sunt impare; atunci:

a2 + b2 + c2 + d2 ≡ 3 (mod 4).

Dac  unul dintre numerele a, b sau c este par, atunci δ2a2b2c2 ≡ 0(mod 4). Dac  d este
par, atunci δ2a2b2c2 este congruent cu 0 sau 1 modulo 4, dup  cum d este par sau impar.

IV. Toate numerele a, b, c ³i d sunt impare. Fie a = 2k + 1, atunci:

a2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k(k + 1) ≡ 1 (mod 8)

³i deci
a2 + b2 + c2 + d2 ≡ 4 (mod 8) ≡ 0 (mod 4).

Dac  δ este impar, atunci δ4a2b2c2 ≡ 1(mod 4).
Dac  δ este par, atunci

δ4a2b2c2 ≡ 0 (mod 16) ≡ 1 (mod 8).
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Prin urmare, nici una dintre cele patru variante de mai sus nu este posibil . Cum, de
asemenea, nu este posibil nici ca toate numerele a, b, c ³i d s  �e prime, urmeaz  c  singura soluµie
a ecuaµiei iniµiale este x = y = z = w.

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional ,,Gheorghe Ro³ca-Codreanu�
din Bârlad.

Ecuaµia nu are decât soluµia banal  x = y = z = w = 0.
Se ³tie c  p tratele numerelor întregi pare, respectiv impare, dau la împ rµirea cu 4 restul

0, respectiv 1. Prin urmare dac  printre numerele x, y, z, w sunt k numere impare (0 ≤ k ≤ 4),
atunci avem x2 + y2 + z2 + w2 ≡ k (mod 4). În particular, se vede c  nu este posibil cazul k = 4
(adic  s  �e toate numerele impare), deoarece membrul stâng ar � par (chiar multiplu de 4), iar
cel drept impar. Atunci cel puµin unul din cele patru numere este par ³i acela nu poate � w (dac 
x, y, z sunt impare), deoarece în aceast  situaµie membrul stâng ar da restul 3 la împ rµirea cu 4,
iar membrul drept ar da restul 1. Dar dac  unul dintre x, y, z este par, atunci membrul drept este
0 modulo 4, deci trebuie s  �e la fel ³i membrul stâng: ceea ce, dup  cum am ar tat, se poate
realiza doar dac  x, y, z, w sunt toate pare.

Fie atunci x = 2x1, y = 2y1, z = 2z1, w = 2w1; x1, y1, z1, w1 sunt numere întregi care
veri�c 

x2
1 + y21 + z21 + w2

1 = 16x2
1y

2
1z

2
1 .

Rezult  c  x2
1 +y21 +z21 +w2

1 ≡ 0 (mod 8) ³i cum modulo 8 p tratul unui num r este congruent cu 0
sau 4, respectiv 1 (dup  cum num rul este par, respectiv impar) rezult  ca mai sus c  x1, y1, z1, w1

trebuie s  �e toate pare. Dac  x1 = 2x2, y1 = 2y2, z1 = 2z2, w1 = 2w2 (deci x = 22x2, y = 22y2,
z = 22z2, w = 22w2), obµinem

x2
2 + y22 + z22 + w2

2 = 162x2
2y

2
2z

2
2 .

Acum raµionamentul se poate repeta pentru a obµine c  x2, y2, z2, w2 sunt ³i ele pare (deci
x, y, z, w se divid cu 23) ³i a³a mai departe. Prin urmare rezult  c  x, y, z, w se divid toate cu orice
putere a lui 2, ceea ce, evident, se poate întâmpla doar dac  x = y = z = w = 0 ³i asta am vrut s 
demonstr m.

Nota redacµiei. O soluµie corect  a problemei a mai dat ³i domnul Marius Olteanu � S.
C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

244. Fie a, b, c > 0 ³i p > −2. S  se arate c 

2a2 + (1 + 2p)bc

b2 + pbc+ c2
+

2b2 + (1 + 2p)ca

c2 + pca+ a2
+

2c2 + (1 + 2p)ab

a2 + pab+ b2
≥

3(3 + 2p)

2 + p
.

Vasile Cârtoaje

Soluµia autorului. Cazul p ≥ −1.
Scriem inegalitatea sub forma:∑ 2a2 − b2 − c2

b2 + pbc+ c2
≥
∑[

3 + 2p

2 + p
−
b2 + c2 + (1 + 2p)bc

b2 + pbc+ c2

]
,

ceea ce este echivalent cu

2a2 − b2 − c2

b2 + pbc+ c2
≥

1 + p

2 + p

∑ (b− c)2

b2 + pbc+ c2
.

Deoarece∑ 2a2 − b2 − c2

b2 + pbc+ c2
=

(a2 − b2)− (c2 − a2)

b2 + pbc+ c2
+

(b2 − c2)− (a2 − b2)

c2 + pca+ a2
+

(c2 − a2)− (b2 − c2)

a2 + pab+ b2
=

=
∑

(b2 − c2)

(
1

c2 + pca+ a2
−

1

a2 + pab+ b2

)
=
∑ (b− c)2(b+ c)(pa+ b+ c)

(c2 + pca+ a2)(a2 + pab+ b2)
,

inegalitatea cap t  forma:

A(b− c)2 +B(a− c)2 + C(a− b)2 ≥ 0,

unde

A = (2 + p)(b+ c)(pa+ b+ c)(b2 + pbc+ c2)− (1 + p)(c2 + pca+ a2)(a2 + pab+ b2),
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B = (2 + p)(c+ a)(a+ pb+ c)(c2 + pca+ a2)− (1 + p)(a2 + pab+ b2)(b2 + pbc+ c2),

C = (2 + p)(a+ b)(a+ b+ pc)(a2 + pab+ b2)− (1 + p)(b2 + pbc+ c2)(c2 + pca+ a2).

Deoarece inegalitatea este simetric  în raport cu a, b ³i c, consider m a ≥ b ≥ c ³i ar t m
c  B ≥ 0, C ≥ 0 ³i A+B ≥ 0. Într-adev r, în aceste condiµii, avem

A(b−c)2+B(a−c)2+C(a−b)2 ≥ A(b−c)2+B(a−c)2 ≥ A(b−c)2+B(b−c)2 = (A+B)(b−c)2 ≥ 0.

Inegalitatea B ≥ 0 rezult  prin înmulµirea inegalit µilor

(2 + p)(c+ a)(a+ pb+ c) ≥ (1 + p)(a2 + pab+ b2)

³i
c2 + pca+ a2 ≥ b2 + pbc+ c2.

Prima inegalitate, scris  sub forma

(2 + p)c2 + (2 + p)(2a+ pb)c+ (a− b)[a+ (1 + p)b] ≥ 0,

este adev rat  deoarece 2a+ pb = 2(a− b) + (2 + p)b > 0 ³i a+ (1 + p)b = a− b+ (2 + p)b > 0.
A doua inegalitate este adev rat  deoarece

c2 + pca+ a2 − (b2 + pbc+ c2) = (a− b)(a+ b+ pc) = (a− b)[(a− c) + (b− c) + (2 + p)c] > 0.

Inegalitatea C ≥ 0 rezult  prin înmulµirea inegalit µilor

2 + p > 1 + p,

(a+ b)(a+ b+ pc) ≥ c2 + pca+ a2,

a2 + pab+ b2 ≥ b2 + pbc+ c2.

Într-adev r, avem

(a+ b)(a+ b+ pc)− c2 − pca− a2 = b2 − c2 + b[2(a− c) + (2 + p)c] ≥ 0

³i
a2 + pab+ b2 − (b2 + pbc+ c2) = (a− c)[a− b+ (1 + p)b+ c] ≥ 0.

Inegalitatea A+B ≥ 0 se demonstreaz  ordonând expresia A+B dup  puterile lui c, astfel

A+ b = c4c
4 + c3c

3 + c2c
2 + c1c+ c0,

unde
c4 = 2(2 + p),

c3 = 2(1 + p)(2 + p)(a+ b),

c2 = 2(1 + p)2(a2 + b2 + pab),

c1 = (4 + 3p)(a3 + b3) + p(1 + p)ab(a+ b) ≥ (2 + p)2ab(a+ b)

³i
c0 = (a− b)2[a2 + b2 + (2 + p)ab].

Deoarece c4 > 0, c3 ≥ 0, c2 ≥ 0, c1 > 0 ³i c0 ≥ 0, avem evident A+B ≥ 0.
II. Cazul −2 < p < −1.
Scriem inegalitatea sub forma∑[

2a2 + (1 + 2p)bc

b2 + pbc+ c2
−

1 + 2p

2 + p

]
≥

6

2 + p
,

echivalent  cu ∑ f(a, b, c)

b2 + pbc+ c2
≥ 6,

unde
f(a, b, c) = (4 + 2p)a2 − (1 + 2p)(b− c)2 ≥ 0.

Vom ar ta c 

∑ f(a, b, c)

b2 + pbc+ c2
≥

[∑
f(a, b, c)

]2
∑

f(a, b, c)
(
b2 + pbc+ c2

) ≥ 6.
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Inegalitatea din stânga rezult  direct din inegalitatea Cauchy-Schwarz. Pentru demon-
strarea inegalit µii din dreapta µinem seama c 

1

2
f(a, b, c) = (1− p)

∑
a2 + (1 + 2p)

∑
bc,

1

2

[∑
f(a, b, c)

]2
=

= 2(1−p)2
∑

a2 + 6(1 + 2p2)
∑

b2c2 + 4
(
1 + p− 2p2

)∑
bc
(
b2 + c2

)
+ 4(2 +p)(1 + 2p)abc

∑
a,

3
∑

f(a, b, c)
(
b2 + pbc+ c2

)
=

= −6(1 + 2p)
∑

a4 + 6(3 + p+ 2p2)
∑

b2c2 + 3(2− p)(1 + 2p)
∑

bc
(
b2 + c2

)
+ 6p(2 + p)abc

∑
a.

Pe baza acestor relaµii, inegalitatea cerut  devine succesiv astfel:

2(2 + p)
(∑

a4 + abc
∑

a
)
− (2 + p)(1 + 2p)

∑
bc
(
b2 + c2

)
− 6(2 + p)

∑
b2c2 ≥ 0,

2(2 + p)
[∑

a4 + abc
∑

a−
∑

bc
(
b2 + c2

)]
+ 3

[∑
bc
(
b2 + c2

)
− 2

∑
b2c2

]
≥ 0,

2(2 + p)
∑

a2(a− b)(a− c) + 3
∑

bc(b− c)2 ≥ 0.

Ultima form  rezult  imediat din inegalitatea lui Schur :∑
a2(a− b)(a− c) ≥ 0.

Cu aceasta inegalitatea dat  este demonstrat . Avem egalitate pentru a = b = c, precum
³i în cazurile a = 0 ³i b = c, b = 0 ³i a = c, c = 0 ³i a = b.

Pentru p = 2, p = 1, p = 0, p =
−1

4
, p =

−1

2
, p = −1 ³i p =

−3

2
, obµinem respectiv

urm toarele inegalit µi:

2a2 + 5bc

(b+ c)2
+

2b2 + 5ac

(c+ a)2
+

2c2 + 5ab

(a+ b)2
≥

21

4
,

2a2 + 3bc

b2 + bc+ c2
+

2b2 + 3ac

c2 + ca+ a2
+

2c2 + 3ab

a2 + ab+ b2
≥ 5,

2a2 + bc

b2 + c2
+

2b2 + ca

c2 + a2
+

2c2 + ab

a2 + b2
≥

9

2
,

1

4b2 − bc+ 4c2
+

1

4c2 − ca+ 4a2
+

1

4a2 − ab+ 4b2
≥

9

7(a2 + b2 + c2)
,

a2

2b2 − bc+ 2c2
+

b2

2c2 − ca+ 4a2
+

c2

2a2 − ab+ 2b2
≥ 1,

2a2 − bc
b2 − bc+ c2

+
2b2 − ca

c2 − ca+ a2
+

2c2 − ab
a2 − ab+ b2

≥ 3,

a2 − bc
2b2 − 3bc+ 2c2

+
b2 − ca

2c2 − 3ca+ 2a2
+

c2 − ab
2a2 − 3ab+ 2b2

≥ 0.

Nota redacµiei. Domnul inginer Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bu-
cure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea face observaµia c  inegalitatea a fost inserat 
în volumul V. Cârtoaje, Algebraic Inequalities, old and new methods, Editura GIL, Zal u, 2006.
Facem menµiunea c  problema se a�  în portofoliul nostru editorial cu mult înainte de apariµia
c rµii.

245. Prove that for any positive real numbers x, y, z, the inequality

x2y2z2
(

1

x6 + y3z3
+

1

y6 + x3z3
+

1

z6 + x3y3

)
≤

3

2

holds.

Marian Tetiva
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Author's solution. We shall prove, for the beginning, that the inequality

a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
≤

3

2

is valid for any positive a, b, c with abc = 1, for which we need these two helping results.

Lemma 1. For α ∈
[

1
3√2

, 1

)
and any positive x, y such that xy = α2, the inequality

x

x3 + 1
+

y

y3 + 1
≤

2α

α3 + 1

takes place.

Proof. By replacing y with
α2

x
we get the equivalent form

x

x3 + 1
+

α2x2

x3 + α6
≤

2α

α3 + 1

of the inequality that we have to prove; after clearing the denominators and some more simple
calculations this becomes (also equivalently)

2αx6 −
(
α5 + α2

)
x5 −

(
α3 + 1

)
x4 + 2

(
α7 + α

)
−
(
α5 + α2

)
x2 −

(
α9 + α6

)
x+ 2α7 ≥ 0.

As expected, the sixth degree polynomial from the left-hand side is divisible by (x− α)2;
so, we can rewrite this as

(x− α)2
(
2αx4 +

(
3α2 − α5

)
x3 −

(
2α6 − 3α3 + 1

)
x2 +

(
3α4 − α7

)
x+ 2α5

)
≥ 0.

Now, the hypothesis α ∈
[

1
3√2

, 1

]
implies α3 ∈

[
1

2
, 1

]
, thus

2α6 − 3α3 + 1 =
(
2α3 − 1

) (
α3 − 1

)
≤ 0

and, also,

3α2 − α5 = 2α2 + α2
(
1− α3

)
0 and 3α4 − α7 = 2α4 + α4(1− α3) > 0;

therefore
2αx4 +

(
3α2 − α5

)
x3 −

(
2α6 − 3α3 + 1

)
x2 +

(
3α4 − α7

)
x+ 2α5

is positive, as a sum of non-negative terms (some of them being even strictly positive) and the �rst
lemma is proved.

Lemma 2. The inequality

2t2

t3 + 1
+

t2

t6 + 1
≤

3

2

is true for any positive t.
Proof. After clearing the denominators and some further calculations the inequality proves

itself to be equivalent with

3t9 − 4t8 + 3t6 − 2t5 + 3t3 − 6t2 + 3 ≥ 0⇔

⇔ (t− 1)2(3t7 + 2t6 + t5 + 3t4 + 3t3 + 3t2 + 6t+ 3) ≥ 0,

which is evident for t > 0.
Now let us solve our problem. Because we have abc = 1 (and a, b, c > 0), one of the three

numbers has to be greater than (or equal to) 1. Suppose (without loss of generality, due to the
symmetry) that this is c and consider two cases.

i) First, as sume that c ∈
[
1, 3√4

]
; then

1
√
c
∈
[

1
3√2

, 1

]
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and ab =
1

c
=

(
1
√
c

)2

. According to the �rst lemma, we have

a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
≤

2
1
√
c(

1
√
c

)3

+ 1

=
2c

c
√
c+ 1

and this yields
a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
≤

2c

c
√
c+ 1

+
c

c3 + 1
.

But second lemma (for t =
√
c) tells us that

2c

c
√
c+ 1

+
c

c3 + 1
≤

3

2
,

so we get the desired inequality:

a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
≤

2c

c
√
c+ 1

+
c

c3 + 1
≤

3

2
.

ii) In the second case we suppose that the number from a, b, c which is greater than 1
(asumed to be c) is also greater than 3√4. One can observe that the function

f : (0,∞)→ (0,∞), f(t) =
t

t3 + 1
, ∀ t > 0

has the derivative

f ′(t) =
1− 2t3

(t3 + 1)2
, ∀ t > 0;

therefore the function increases from 0 to
1
3√2

and decreases from
1
3√2

to ∞, having an absolute

maximum at the point
1
3√2

:

f(t) ≤ f
(

1
3√2

)
=

1

3

3√
4, ∀ t > 0.

In particular, f(a) aud f(b) are less than (or equal to)
1

3
3√4. As concerns f(c), we have

c ≥ 3√
4⇒ f(c) ≤ f

(
3√

4
)

=
1

5

3√
4,

because of the monotony of the function f . Then

a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
= f(a) + f(b) + f(c) ≤

(
2 ·

1

3
+

1

5

)
3√

4 =
13

15

3√
4 ≤

13

15
·

8

5
=

104

75
<

3

2

(the inequality 3√4 < 1, 6 is equivalent to 4 < 1, 63 = 4, 096, thus it is true) aud the proof ends.
Now, to get the enounce inequality, it is su�cient to take

a =
x2

yz
, b =

y2

xz
, c =

z2

xy

in
a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
≤

3

2
, a, b, c > 0, abc = 1;

we are now campletely done.
Observation. We can give to our inequality the alternative form

xy2

x3 + y3
+

yz2

y3 + z3
+

zx2

z3 + x3
≤

3

2
, ∀x, y, z > 0

(it su�ces to replace a, b, c from the enounce with
x

y
,
y

z
,
z

x
respectively).

254



Soluµie dat  deMarius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala
,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

Inegalitatea se scrie echivalent astfel

1

x4

y2z2
+
yz

x2

+
1

y4

x2z2
+
xz

y2

+
1

z4

x2y2
+
xy

z2

≤
3

2
. (1)

Notând
x

y
= a,

y

z
= b,

z

x
= c, avem abc = 1, a > 0, b > 0, c > 0, iar (1) devine

1

a2

c2
+
c

a

+
1

b2

a2
+
a

b

+
1

c2

b2
+
b

c

≤
3

2
. (2)

Notând
a

b
= A,

b

c
= B,

c

a
= C, avem ABC = 1, A > 0, B > 0, C > 0, iar (2) devine

1

A+
1

A2

+
1

B +
1

B2

+
1

C +
1

C2

≤
3

2
,

i.e.
A2

A3 + 1
+

B2

B3 + 1
+

C2

C3 + 1
≤

3

2
.

Cum ABC = 1, avem C =
1

AB
, deci (2) este echivalent  cu

A2

A3 + 1
+

B2

B3 + 1
+

AB

A3B3 + 1
≤

3

2
. (3)

Din cauza simetriei putem conchide A ≥ B ≥ C; cum ABC = 1, rezult  c  AB ≥ 1 ³i
C ≤ 1. Mai departe ,,�x m� pe B ³i consider m A = B · x, unde x ≥ 1 (deoarece A ≥ B).

În plus, tot din condiµia A ≥ B ≥ C ³i ABC = 1, rezult  c  A ≥ 1. Cum AB ≥ 1, iar

A ≥ 1, µinând seama de relaµia A = B · x, obµinem c  B · x ≥ 1 ³i (B · x) · B ≥ 1, i. e. x ≥
1

B
³i

x ≥
1

B2
, de unde x2 ≥

1

B3
, ceea ce este echivalent cu x2B3 ≥ 1. Astfel (3) devine

B2x2

B3x3 + 1
+

B2

B3 + 1
+

B2x

B6x3 + 1
≤

3

2
. (4)

Fie f : [1,∞)→ (0,∞) de�nit  astfel

f(x) =
B2x2

B3x3 + 1
+

B2

B3 + 1
+

B2x

B6x3 + 1
, (5)

unde z ≥ 1, x ≥
1

B
, x ≥

1

B2
, x2B2 ≥ 1.

Avem

f ′(x) = B2
{{
−x7 ·B9 − (x− 1) ·

[
x2
(
2x3B6 − 1

)
+
(
x4B6 − 1

)
+ x

(
x3B6 − 1

)]
−

−4x
(
x2B2 − 1

)
− 1
}
· x3B6 +

(
1− x4B3

)
+ 2x3B3

(
1− x4B6

)}
·

1

(1 + x3B3)2 (1 + x3B6)2
.

Din relaµiile (5) ³i (3) obµinem x3 · B6 − 1 ≥ 0, x4 · B6 − 1 ≥ 0, x2 · B2 − 1 ≥ 0 ³i
2x3 · B6 − 1 > 0. �inând seama de aceste ultime inegalit µi ³i de faptul c  x ≥ 1, se observ  c 
f ′(x) < 0, pentru orice x ≥ 1, deci f este strict descresc toare pe [1,∞).

Prin urmare f(x) ≤ f(1) = B2

(
2

B3 + 1
+

1

B6 + 1

)
, B > 0.

În continuare vom ar ta c 

B2 ·
(

2

B3 + 1
+

1

B6 + 1

)
≤

3

2
. (6)
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Într-adev r, aducând la acela³i numitor ³i efectuând câteva calcule, inegalitatea (6) este
echivalent  cu a ar ta c 

4B8 + 6B2 + 2B5 ≤ 3B9 + 3B6 + 3B3 + 3, ∀B > 0,

i. e. cu
3B9 − 4B8 + 3B6 − 2B5 + 3B3 − 6B2 + 3 ≥ 0, ∀B > 0,

adic  cu inegalitatea

(B − 1)2
[
B7 +B6(B + 1) +B5(B2 +B + 1) + 3B(B2 + 1)(B + 1) + 3(B + 1)

]
≥ 0, ∀B > 0.

Ultima inegalitate, este evident, adev rat .

A³adar, având în vedere (6), avem f(x) ≤
3

2
. Revenind la notaµia A = Bx, obµinem chiar

inegalitatea (3), q. e. d.

Soluµie dat  de Ilie Bulacu, matematician la Erhardt+Leimer PTS, Bucure³ti.
Vom demonstra o inegalitate mai general  decât cea din enunµ, anume:
Fie x, y, z, λ numere reale strict pozitive . Atunci are loc urm toarea inegalitate

x
2λ
3 y

2λ
3 z

2λ
3

(
1

x2λ + yλzλ
+

1

y2λ + zλxλ
+

1

z2λ + xλyλ
+

)
≤

3

2
.

Egalitate avem dac  ³i numai dac  x = y = z.
Vom introduce dou  notaµii pentru dou  tipuri de sume care apar în calcul: suma ciclic  ³i

suma simetric . Pentru P (x, y, z) o funcµie de trei variabile reale strict pozitive, de�nim∑
ciclic

P (x, y, z) = P (x, y, z) + P (y, z, x) + P (z, x, y),

∑
sim

P (x, y, z) = P (x, y, z) + P (x, z, y) + P (y, z, x) + P (y, x, z) + P (z, x, y) + P (z, y, z).

�inând cont de aceste notaµii, inegalitatea din enunµ se transform  succesiv astfel

x
2λ
3 y

2λ
3 z

2λ
3
∑
ciclic

1

x2λ + yλzλ
≤

3

2
⇔

x
2λ
3 y

2λ
3 z

2λ
3

∑
ciclic

(
x2λ + yλzλ

)(
y2λ + zλxλ

)
(
x2λ + yλzλ

) (
y2λ + zλxλ

) (
z2λ + xλyλ

) ≤ 3

2
⇔

⇔ x
2λ
3 y

2λ
3 z

2λ
3


∑
ciclic

x2λy2λ +
∑
sum

x3λyλ +
∑
ciclic

x2λyλzλ∑
ciclic

x2λy2λ +
∑
ciclic

x4λyλzλ + 2x2λy2λz2λ

 ≤ 3

2
⇔

⇔ 3
∑
ciclic

x3λy3λ + 3
∑
ciclic

x4λyλzλ + 6x2λy2λz2λ ≥

≥ 2
∑
ciclic

x
8λ
3 y

8λ
3 z

2λ
3 + 2

∑
sim

x
11λ
3 y

5λ
3 z

2λ
3 + 2

∑
ciclic

x
8λ
3 y

5λ
3 z

5λ
3 ⇔

⇔
3

2

∑
sim

x3λy3λ +
3

2

∑
sim

x4λyλzλ +
∑
sim

x2λy2λz2λ ≥

≥
∑
sim

x
8λ
3 y

8λ
3 z

2λ
3 + 2

∑
sim

x
11λ
3 y

5λ
3 z

2λ
3 +

∑
sim

x
8λ
3 y

5λ
3 z

5λ
3 ⇔

⇔ 3
∑
sim

x3λy3λ + 3
∑
sim

x4λyλzλ + 2
∑
sim

x2λy2λz2λ ≥

≥ 2
∑
sim

x
8λ
3 y

8λ
3 z

2λ
3 + 4

∑
sim

x
11λ
3 y

5λ
3 z

2λ
3 + 2

∑
sim

x
8λ
3 y

5λ
3 z

5λ
3 ⇔

⇔ 2
∑
sim

x3λy3λ +
∑
sim

x3λy3λ + 3
∑
sim

x4λyλzλ + 2
∑
sim

x2λy2λz2λ ≥
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≥ 2
∑
sim

x
8λ
3 y

8λ
3 z

2λ
3 +

∑
sim

x
11λ
3 y

5λ
3 z

2λ
3 + 3

∑
sim

x
11λ
3 y

5λ
3 z

2λ
3 + 2

∑
sim

x
8λ
3 y

5λ
3 z

5λ
3 .

Trecând toµi termenii într-un singur membru, obµinem inegalitatea

2

(∑
sim

x3λy3λ −
∑
sim

x
8λ
3 y

8λ
3 z

2λ
3

)
+

(∑
sim

x3λy3λ −
∑
sim

x
5λ
3 y

2λ
3 z

11λ
3

)
+

+3

(∑
sim

x4λyλzλ −
∑
sim

x
5λ
3 y

2λ
3 z

11λ
3

)
+ 2

(∑
sim

x2λy2λz2λ −
∑
sim

x
5λ
3 y

5λ
3 z

8λ
3

)
≥ 0.

În continuare aplic m inegalitatea lui Muirhead, care are urm torul enunµ:
Fie a1, a2, a3, b1, b2, b3 numere reale pozitive astfel încât

a1 ≥ a2 ≥ a3, b1 ≥ b2 ≥ b3, a1 ≥ b1, a1 + a2 ≥ b1 + b2, a1 + a2 + a3 = b1 + b2 + b3.

Dac  x, y, z sunt numere reale pozitive, atunci∑
sim

xa1ya2za3 ≥
∑
sim

xb1yb2zb3 .

Egalitate avem dac  ³i numai dac  x = y = z sau x = y, z = 0 sau y = z, x = 0 sau

z = x, y = 0.

În cazul nostru lu m succesiv

a1 = 3λ, a2 = 3λ, a3 = 0, b1 =
8λ

3
, b2 =

8λ

3
, b3 =

2λ

3

a1 = 3λ, a2 = 3λ, a3 = 0, b1 =
5λ

3
, b2 =

2λ

3
, b3 =

11λ

3

a1 = 4λ, a2 = 4λ, a3 = λ, b1 =
5λ

3
, b2 =

2λ

3
, b3 =

11λ

3

a1 = 2λ, a2 = 2λ, a3 = 2λ, b1 =
5λ

3
, b2 =

5λ

3
, b3 =

8λ

3
³i rezult , conform inegalit µii luiMuirhead, c  �ecare termen al inegalit µii de mai sus este pozitiv.

În plus, egalitate avem dac  ³i numai dac  x = y = z, deoarece x, y, z sunt numere reale
strict pozitive.

Observaµie. Înlocuind x cu
1

x
, y cu

1

y
³i z cu

1

z
, obµinem urm toarea inegalitate echiva-

lent 
x

4λ
3 y

λ
3 z

λ
3

x2λ + yλzλ
+

x
λ
3 y

4λ
3 z

λ
3

y2λ + zλxλ
+

x
λ
3 y

λ
3 z

4λ
3

z2λ + xλyλ
≤

3

2
.

Egalitate avem avem dac  ³i numai dac  x = y = z.
Observaµie. În particular, pentru λ = 3, obµinem inegalitatea din enunµ.
Generalizare. Fie x1, x2, . . . , xn, λ numere reale strict pozitive ³i n num r natural astfel

încât n ≥ 3. Are loc urm toarea inegalitate

x
(n−1)λ
n

1 x
(n−1)λ
n

2 · . . . · x
(n−1)λ
n

n

(
1

x
(n−1)λ
1 + xλ2x

λ
3 . . . x

λ
n

+

+
1

x
(n−1)λ
2 + xλ1x

λ
3 . . . x

λ
n

+ . . .+
1

x
(n−1)λ
n + xλ1x

λ
2 . . . x

λ
n−1

 ≤ n

2
.

Egalitate avem avem dac  ³i numai dac  x1 = x2 = . . . = x+ n.

246. Fie a, b, c numere reale strict pozitive ³i n ≥ 4 un num r natural. S  se demonstreze

c  (
na

b+ c
+ 1

)(
nb

c+ a
+ 1

)(
nc

a+ b
+ 1

)
> (n+ 1)2.

Dan Coma
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Soluµia autorului. Având în vedere simetria în a, b, c a inegalit µii putem considera
a ≤ b ≤ c. De asemenea, not m S1 = a + b + c, S2 = ab + bc + ca, S3 = abc. În aceste condiµii
inegalitatea din enunµ devine

[S1 + (n− 1)a] [S1 + (n− 1)b] [S1 + (n− 1)c] > (n+ 1)2(S1 − a)(S1 − b)(S1 − c)

sau, dup  efectuarea calculelor,

nS3
1 + (n− 1)2S1S2 + (n− 1)3S3 > (n+ 1)2S1S2 − (n+ 1)2S3,

de unde
S3

1 − 4S1S2 + (n2 − 2n+ 5)S3 > 0.

Înlocuind S1, S2, S3 ³i efectuând calculele obµinem succesiv

S3
1 − 4S1S2 + (n2 − 2n+ 5)S3 = (a+ b+ c)3 − 4(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) + (n2 − 2n+ 5)abc =

= (a+ b+ c)
[
(a+ b+ c)2 − 4(ab+ bc+ ca)

]
+ (n2 − 2n+ 5)abc =

= (a+ b+ c)
[
a2 + b2 + c2 − 2ab− 2bc− 2ca)

]
+ (n2 − 2n+ 5)abc =

= (a+ b+ c)(a+ b− c)2 − 4ab(a+ b+ c) + (n2 − 2n+ 5)abc =

= (a+ b+ c)(a+ b− c)2 − 4ab(a+ b)− 4abc+ (n2 − 2n+ 1)abc =

= (a+ b+ c)(a+ b+ c)2 − 4ab(a+ b) + (n2 − 2n+ 5)abc =

= (a+ b+ c)(a+ b+ c)2 − 4ab(a+ b) + (n− 1)2abc =

= (a+ b+ c)(a+ b+ c)2 + ab
[
(n− 1)2c− 4a− 4b

]
> 0,

deoarece a+ b+ c > 0, (a+ b+ c)2 > 0, ab > 0, iar pentru n ≥ 4 avem ³i (n− 1)2c− 4a− 4b > 0.
Observaµii. 1) Pentru n = 4 se obµine inegalitatea din volumul L. Panaitopol, V. B ndil ,

M. Lascu, Inegalit µi, Editura GIL Zal u, 1996, unde are alt  soluµie.
2) Pentru n < 4 sensul inegalit µii se schimb .

Soluµie dat  de Ilie Bulacu, matematician la Erhardt+Leimer, România PTS, Bucure³ti.
Vom enunµa ³i vom demonstra o inegalitate mai general  ³i mai tare decât cea din enunµ:

Fie a, b, c anumere reale pozitive, asstfel încât cel puµin dou  sunt strict pozitive ³i λ un

num r real strict pozitiv.
S  se demonstreze c (

λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)(
λc

a+ b
+ 1

)
≥ (λ+ 1)2, ∀λ ≥ 1 +

√
5.

Pentru λ = 1 +
√

5 egalitatea are loc dac  ³i numai dac  a = b = c sau a = 0, b = c sau
b = 0, c = a sau c = 0, a = b, iar pentru λ > 1 +

√
5 egalitatea are loc dac  ³i numai dac  a = 0,

b = c sau b = 0, c = a sau c = 0, a = b.
Într-adev r, inegalitatea de mai sus se scrie succesiv

(λa+ b+ c)(λb+ c+ a)(λc+ a+ b) ≥ (λ+ 1)2(b+ c)(c+ a)(a+ b), ∀λ ≥ 1 +
√

5⇔

⇔
[
λa2 + λb2 +

(
λ2 + 1

)
ab+ (λ+ 1)bc+ (λ+ 1)ca+ c2

]
(λc+ a+ b) ≥

≥ (λ+ 1)2
(
ab+ bc+ ca+ c2

)
(a+ b), ∀λ ≥ 1 +

√
5⇔

⇔ λ
(
a3 + b3 + c3

)
+
(
λ2 + λ+ 1

) (
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ac2

)
+

+
(
λ3 + 3λ+ 2

)
abc ≥ (λ+ 1)2

(
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ac2

)
+ 2(λ+ 1)2abc,

∀λ ≥ 1 +
√

5⇔
λ
(
a3 + b3 + c3

)
+ λ

(
λ2 − 2λ− 1

)
abc ≥ λ

(
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ac2

)
,

∀λ ≥ 1 +
√

5⇔(
a3 + b3 + c3

)
+
(
λ2 − 2λ− 1

)
abc ≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a), ∀λ ≥ 1 +

√
5.

Ultima inegalitate rezult  imediat din inegalitatea lui Schur de gradul 3

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a), a, b, c ≥ 0,

µinând seama de faptul c  λ2−2λ−1 ≥ 3, ∀λ ≥ 1 +
√

5, adic  λ2−2λ−4 ≥ 0, pentru λ ≥ 1 +
√

5.
Cazul de egalitate se deduce imediat în funcµie de λ din inegalitatea de mai sus.
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Observaµie. În continuare vom stabili o inegalitate asem n toare ³i pentru λ ≤ 1 +
√

5.
Astfel avem:

Fie a, b, c anumere reale pozitive, astfel încât cel puµin dou  sunt strict pozitive ³i λ un

num r real strict pozitiv. S  se demonstreze c (
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)(
λc

a+ b
+ 1

)
≥
(
λ

2
+ 1

)3

, ∀λ ≤ 1 +
√

5.

Egalitatea are loc dac  ³i numai dac  a = b = c.
Într-adev r, inegalitatea de mai sus se scrie succesiv:

(λa+ b+ c)(λb+ c+ a)(λc+ a+ b) ≥
(
λ

2
+ 1

)3

(b+ c)(c+ a)(a+ b), ∀λ ≤ 1 +
√

5⇔

⇔
[
λa2 + λb2 +

(
λ2 + 1

)
ab+ (λ+ 1)bc+ (λ+ 1)ca+ c2

]
(λc+ a+ b) ≥

≥
(
λ

2
+ 1

)3 (
ab+ bc+ ca+ c2

)
(a+ b), ∀λ ≤ 1 +

√
5⇔

⇔ λ
(
a3 + b3 + c3

)
+
(
λ2 + λ+ 1

) (
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ac2

)
+

+
(
λ3 + 3λ+ 2

)
abc ≥

(
λ

2
+ 1

)3 (
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ac2

)
+ 2

(
λ

2
+ 1

)3

abc,

∀λ ≤ 1 +
√

5⇔

⇔ λ
(
a3 + b3 + c3

)
+

3λ2(λ− 2)

4
abc ≥

≥
λ
(
λ2 − 2λ+ 4

)
8

(
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ac2

)
, ∀λ ≤ 1 +

√
5⇔

⇔ 8
(
a3 + b3 + c3

)
+ 6λ(λ− 2)abc ≥

(
λ2 − 2λ+ 4

)
· [ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a)] ,

∀λ ≤ 1 +
√

5.
Distingem 3 cazuri:
I. 0 < λ < 2. Pornim de la inegalitatea cunoscut 

2
(
a3 + b3 + c3

)
≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a), a, b, c ≥ 0.

Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.
Înmulµim aceast  inegalitate cu λ2 − 2λ+ 4 > 0 ³i obµinem

2
(
λ2−2λ+ 4

) (
a3+ b3+ c3

)
≥
(
λ2− 2λ+ 4

)
· [ab(a+b) + bc(b+c) + ca(c+a)] , (1)

pentru a, b, c ≥ 0.
Prin urmare, r mâne s  ar t m c  avem inegalitatea

8
(
a3+ b3+ c3

)
+ 6λ(λ− 2)abc ≥ 2

(
λ2 − 2λ+ 4

) (
a3+ b3+ c3

)
, a, b, c ≥ 0, (2)

care se scrie succesiv astfel

3λ(λ− 2)abc ≥ λ(λ− 2)
(
a3+ b3+ c3

)
, a, b, c ≥ 0⇔ a3+ b3+ c3 ≥ 3abc, a, b, c ≥ 0,

ultima inegalitate �ind, de asemenea, cunoscut .
Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.
Din inegalit µile (1) ³i (2) rezult  inegalitatea care trebuia demonstrat 

8
(
a3+ b3+ c3

)
+ 6λ(λ− 2)abc ≥

(
λ2 − 2λ+ 4

)
· [ab(a+b) + bc(b+c) + ca(c+a)] .

Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.

II. λ = 2. În acest caz obµiem inegalitatea cunoscut 

2
(
a3 + b3 + c3

)
≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a), a, b, c ≥ 0.

Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.

III. 2 < λ ≤ 1 +
√

5. Pornim de la inegalitatea lui Schur de gradul 3

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a), a, b, c ≥ 0.
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Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.
Înmulµim aceast  inegalitate cu factorul 2λ(λ− 2) > 0 ³i obµinem inegalitatea

2λ(λ−2)
(
a3+ b3+ c3

)
+6λ(λ−2)abc≥2λ(λ− 2) · [ab(a+ b)+ bc(b+ c)+ ca(c+ a)] , (3)

a, b, c ≥ 0.
De asemenea, folosim inegalitatea cunoscut :

2
(
a3 + b3 + c3

)
≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a), a, b, c ≥ 0.

Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.
Înmulµim aceast  inegalitate cu factorul −λ2 + 2λ+ 4 = −(λ2 − 2λ− 4) ≥ 0 ³i obµinem

2
(
−λ2 + 2λ+ 4

) (
a3 + b3 + c3

)
≥

≥
(
−λ2 + 2λ+ 4

)
· [ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a)] , a, b, c ≥ 0.

(4)

Adunând inegalit µile (3) ³i (4), rezulta inegalitatea care trebuie demonstrat , anume

8
(
a3+ b3+ c3

)
+ 6λ(λ− 2)abc ≥

(
λ2 − 2λ+ 4

)
· [ab(a+b) + bc(b+c) + ca(c+a)] .

Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = c.

Soluµia 2 (acela³i autor). Putem presupune c  a+ b+ c = 1. Într-adev r, avem succesiv

∏(
λa

b+ c
+ 1

)
=
∏ λ

a

a+ b+ c
b

a+ b+ c
+

c

a+ b+ c

+ 1

 =
∏(

λx

y + z
+ 1

)
,

unde x =
a

a+ b+ c
, y =

b

a+ b+ c
, z =

c

a+ b+ c
³i, evident, x+ y + z = 1.

În continuare, aplic m teorem compens rii aritmetice (AC-Theorem [1]):
Teorem . Fie s > 0 ³i F (x1, x2, . . . , xn) o funcµie simetric  continu  pe mulµimea com-

pact 

S = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 + x2 + . . .+ xn = s, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0} ⊆ Rn.

Dac 

F (x1, x2, . . . , xn) ≥ min

{
F

(
x1 + x2

2
,
x1 + x2

2
, x3, . . . , xn

)
, F (0, x1 + x2, x3, . . . .xn)

}
,

∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ S,
unde x1 > x2 > 0, atunci

F (x1, x2, . . . , xn) ≥ min
1≤k≤n

F

(
s

k
, . . . ,

s

k︸ ︷︷ ︸
k ori

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k ori

)
, ∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ S.

Observaµie. Pentru a demonstra inegalitatea din ipotez , este su�cient s  ar t m c 
implicaµia

F (x1, x2, . . . , xn) < F

(
x1 + x2

2
,
x1 + x2

2
, x3, . . . , xn

)
, ∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ S

unde x1 > x2 > 0⇒

F (x1, x2, . . . , xn) ≥ F (0, x1 + x2, x3, . . . , xn) , ∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ S

unde x1 > x2 > 0, este adev rat .
În cazul nostru lu m x = 1 ³i n = 3 ³i �e F (a, b, c) funcµia simetric 

F (a, b, c) =

(
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)(
λc

a+ b
+ 1

)
,

unde a, b, c sunt numere reale pozitive, astfel încât cel puµin dou  sunt strict pozitive, iar λ este
un num r real strict pozitiv.
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Aceast  funcµie este continu  pe mulµimea compact 

S = {(a, b, c) : a+ b+ c = 1, a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0} ⊆ R3.

Conform teoremei compens rii aritmetice, dac 

F (a, b, c) ≥ min

{
F

(
a+ b

2
,
a+ b

2
, c

)
, F (0, a+ b, c)

}
, ∀ (a, b, c) ∈ S,

unde a > b > 0, atunci

F (a, b, c) ≥ min
2≤k≤3

F

(
1

k
, . . . ,

1

k︸ ︷︷ ︸
k ori

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
3−k ori

)
, ∀ (a, b, c) ∈ S.

Prin urmare F (a, b, c) ≥ min

{
F

(
1

2
,

1

2
, 0

)
, F

(
1

3
,

1

3
,

1

3

)}
adic 

(
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)(
λc

a+ b
+ 1

)
≥ min

{
(λ+ 1)2,

(
λ

2
+ 1

)3
}
.

Conform observaµiei de mai sus, trebuie s  demonstr m implicaµia:

F (a, b, c) < F

(
a+ b

2
,
a+ b

2
, c

)
, ∀ (a, b, c) ∈ S, a > b > 0⇒

⇒ F (a, b, c) ≥ F (0, a+ b, c), ∀ (a, b, c) ∈ S, a > b > 0.

Într-adev r, inegalitatea F (a, b, c) ≤ F
(
a+ b

2
,
a+ b

2
, c

)
se scrie succesiv

(
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)
≤

 λ
a+ b

2
a+ b

2
+ c

+ 1


2

⇔

⇔
[1 + (λ− 1)a] · [1 + (λ− 1)b]

(1− a)(1− b)
<

1 + (λ− 1)
a+ b

2

1−
a+ b

2


2

⇔

⇔ [1 + (λ− 1)a] · [1 + (λ− 1)b] ·
(

1−
a+ b

2

)2

< (1− a)(1− b) ·
[
1 + (λ− 1)

a+ b

2

]2
⇔

⇔
[
1 + (λ− 1)(a+ b) + (λ− 1)2ab

]
·
(

1−
a+ b

2

)2

< [1− (a+ b) + ab] ·
[
1 + (λ− 1)

a+ b

2

]2
⇔

⇔ λ [(λ− 1)(a+ b)− λ+ 2]

[(
a+ b

2

)2

− ab
]
< 0⇔ (λ− 1)(a+ b)− λ+ 2 < 0.

Analog, inegalitatea F (a, b, c) ≥ F (0, a+ b, c) se scrie succesiv(
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)
≥
λ(a+ b)

c
+ 1⇔

⇔
[1 + (λ− 1)a] · [1 + (λ− 1)b]

(1− a)(1− b)
≥

1 + (λ− 1)(a+ b)

1− (a+ b)
⇔

⇔ [1 + (λ− 1)a] · [1 + (λ− 1)b] · [1− (a+ b)] ≥ (1− a)(1− b) · [1 + (λ− 1)(a+ b)]⇔
⇔ [1 + (λ− 1)(a+ b) + (λ− 1)2ab] · [1− (a+ b)] ≥ [1− (a+ b) + ab] · [1 + (λ− 1)(a+ b)]⇔

⇔ λ[−(λ− 1)(a+ b) + λ− 2]ab ≥ 0⇔ −(λ− 1)(a+ b) + λ− 2 ≥ 0.

Prin urmare, implicaµia de mai sus este demonstrat .
În �nal, deoarece

(λ+ 1)2 ≤
(
λ

2
+ 1

)3

, ∀λ ≥ 1 +
√

5 ³i (λ+ 1)2 ≥
(
λ

2
+ 1

)3

, ∀λ ≤ 1 +
√

5,
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rezult  inegalit µile(
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)(
λc

a+ b
+ 1

)
≥ (λ+ 1)2, ∀λ ≥ 1 +

√
5

³i (
λa

b+ c
+ 1

)(
λb

c+ a
+ 1

)(
λc

a+ b
+ 1

)
≥
(
λ

2
+ 1

)3

, ∀λ ≤ 1 +
√

5.

Cazurile de egalitate sunt date de teorema compens rii aritmetice ³i sunt cele precizate în
cadrul soluµiei 1.

Observaµie. Soluµia 2 conduce imediat la urm toarea generalizare a problemei de mai sus
(a se vedea ³i [1]). Fie x1, x2, . . . , xn numere real pozitive, astfel încât cel puµin n − 1 sunt strict
pozitive ³i λ un num r real strict pzitiv. S  se demonstreze c 

n∏
i=1


λxi
n∑

j=1,j 6=i
xj

+ 1

 ≥ min
2≤k≤n

(
λ

k − 1
+ 1

)k
.

Observaµie. În particular, pentru a, b, c numere reale strict pozitive ³i λ ≥ 4 un num r
natural, obµinem inegalitatea din enunµ.
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247. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c cu proprietatea c  exist  o permutare a lor

x, y, z astfel încât z ≤ y ≤ x ≤ 8z ³i 8y ≤ 27z. S  se arate c 

max

{∣∣∣∣ 3√a− 3√
b

∣∣∣∣3, ∣∣∣∣ 3√
b− 3√c

∣∣∣∣3, ∣∣∣∣ 3√c− 3√a
∣∣∣∣3
}
≤
a+ b+ c

3
− 3√

abc.

Ovidiu Pop

Soluµia autorului. Deoarece inegalitatea este simetric  în a, b, c, presupunem c 
c ≤ b ≤ a ≤ 8c ³i 8b ≤ 27c. Rezult  c  a ≥ b ≥ c ³i cum a − c ≥ a − b, a − c ≥ b − c,
obµinem c 

max

{∣∣∣∣ 3√a− 3√
b

∣∣∣∣3, ∣∣∣∣ 3√
b− 3√c

∣∣∣∣3, ∣∣∣∣ 3√c− 3√a
∣∣∣∣3
}

=
(

3√a− 3√c
)3
.

Pe de alt  parte

1 ≤ 3

√
a

c
≤ 2 (1)

³i

1 ≤ 3

√
b

c
≤

3

2
. (2)

Inegalitatea din enunµ este echivalent  cu(
3√a− 3√c

)3 ≤ a+ b+ c

3
− 3√

abc, (3)

sau, echivalent cu
3a− 9

3√
a2c+ 9

3√
ac2 + 3

3√
abc− 4c− b ≤ 0.

Împ rµind cu c, notând 3

√
a

c
= x, 3

√
b

c
= y ³i µinând seama de (1) (�2), inegalitatea (3) este

echivalent  cu

2x3 − 9x2 + 9x+ 3xy − y3 − 4 ≤ 0, ∀x ∈ [1, 2], ∀ y ∈
[
1,

3

2

]
. (4)
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Pentru y ∈
[
1,

3

2

]
, consider m funcµia fy : [1, 2]→ R,

fy(x) = 2x3 − 9x2 + 9x+ 3xy − y3 − 4.

Avem c 
f ′y(x) = 6x2 − 18x+ 9 + 3y,

∆y = 36(3− 2y)

³i cum

1 ≤ y ≤
3

2
,

rezult  c 
0 ≤ 3− 2y ≤ 1, (5)

deci
∆y ≥ 0.

�inând seama de (5), r d cinile lui f ′y , x1, x2 veri�c 

1 ≤ x1 =
3−
√

3− 2y

2
≤

3

2
, (6)

3

2
≤ x2 =

3 +
√

3− 2y

2
≤ 2, (7)

³i
2x2

1 − 6x1 + 3 + y = 0. (8)

Avem c  fy(1) = −y3 + 3y − 2 = −(y − 1)2(y + 2), deci

fy(1) ≤ 0, ∀ y ∈
[
1,

3

2

]
. (9)

Fie funcµia g :

[
1,

3

2

]
→ R, g(y) = fy(2) = −y3 + 6y − 6.

Avem c 
g′(y) = −3y2 + 6

³i tabelul

y 1
√

2
3

2
g′ + 0 −
g ↗ −6 + 4

√
2 < 0 ↘

,

de unde rezult  c 

fy(2) < 0, ∀ y ∈
[
1,

3

2

]
. (10)

�inând seama c 

fy(x) =
(
2x2 − 6x+ 3 + y

)(
x−

3

2

)
− 3x+ 2xy − y3 +

3

2
y +

1

2
,

ca ³i de (8), avem

fy(x1) = (2y − 3)x1 − y3 +
3

2
y +

1

2
= (2y − 3)

3−
√

3− 2y

2
− y3 +

3

2
y +

1

2
,

de unde

fy(x1) =
(3− 2y)

√
3− 2y − 2y3 + 9y − 8

2
. (11)

Ar t m c 

fy(x1) ≤ 0, ∀ y ∈
[
1,

3

2

]
.

�inând seama de (11), inegalitatea (12) este echivalent  cu

(3− 2y)
√

3− 2y ≤ 2y3 − 9y + 8, ∀ y ∈
[
1,

3

2

]
. (13)
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Fie funcµia h :

[
1,

3

2

]
→ R,

h(y) = 2y3 − 9y + 8.

Avem c 
h′(y) = 6y2 − 9

³i tabelul

y 1

√
6

2

3

2
h′ − 0 +

h ↘ 8− 3
√

6 > 0 ↗

,

deci
h(y) > 0,

pentru orice y ∈
[
1,

3

2

]
; adic 

2y3 − 9y + 8 > 0,

pentru orice y ∈
[
1,

3

2

]
.

Deoarece în (13) ambii membri ai inegalit µii sunt pozitivi, ridicând la p trat avem c 
(3−2y)3 ≤

(
2y2 − 9y + 8

)2, echivalent cu 27−54y+36y2−8y3 ≤ 4y6+81y2+64−36y4+32y3−144y,
echivalent cu

0 ≤ 4y6 − 36y4 + 40y3 + 45y2 − 90y + 37, ∀ y ∈
[
1,

3

2

]
. (14)

Inegalitatea (14) este echivalent  cu

0 ≤ (y − 1)2

[(
2y2 + 2y −

43

7

)2

+
12

7
(y − 1)(3− 2y) +

216

49

]
, ∀ y ∈

[
1,

3

2

]
,

care este o inegalitate adev rat .
Din (13)-(15), rezult  c  inegalitatea (12) are loc.
�inând seama de de�niµia funcµiei fy , de f ′y , de (6) ³i (7), avem tabelul de variaµie

x 1 x1
3

2
x2 2

f ′y + 0 − 0 +

fy fy(1) ↗ fy(x1) ↘ fy(x2) ↗ fy(2)

.

�inând seama de (9), (10) ³i (12), din tabelul de mai sus rezult  c  fy(x) ≤ 0, pentru orice

x ∈ [1, 2] ³i pentru orice y ∈
[
1,

3

2

]
, deci inegalitatea (4) are loc, adic  inegalitatea din enunµ este

valabil .
�inând seama de (9), respectiv (12) ³i (15), egalitatea are loc dac  ³i numai dac  x = y = 1,

adic  a = b = c.
Observaµie. Aceast  inegalitate, în condiµiile restrictive din enunµ, d  o margine inferioar 

a expresiei
a+ b+ c

3
− 3√

abc. Marginea superioar  este dat  de inegalitatea lui Titu Andreescu

(vezi ³i articolul Generalizarea inegalit µii lui Titu Andreescu, de Marian Dinc , G. M. A, 3 (2005),
pp. 274-276.

Nota redacµiei. O soluµie la fel de calculatorie ca ³i cea a autorului a dat domnul inginer
Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-
Vâlcea.
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ISTORIA MATEMATICII

Despre ³irul lui Fibonacci

de Neculai Stanciu

Abstract

The purpose of the article is to describe the contributions to Mathematics made by the
thirteenth century Italian, Fibonacci. Unfortunately, not much is known about Fibonacci 's
personal life. Representative problems solved by Fibonacci are set as challenges to the reader.

After a brief historical account of Leonardo Pisano Fibonacci, some basic results con-
cerning the Fibonacci numbers are developed and proved, and entertaining examples are
described. Connections are made between the Fibonacci numbers and the Golden Ratio,
biological nature, and other combinatorics examples.

Considering both the originality and power of his methods, and the importance of his
results, we are abundantly justi�ed in ranking Leonardo of Pisa as the greatest genius in the
�eld of number theory who appeared between the time of Diophantus and Fermat.

Key words: History of Mathematics, Fibonacci 's Rabbits, Fibonacci numbers and
nature, Divine proportion, Golden Section in Art (Architecture, music and human body),
The Fibonacci sequence, Fibonacci identities, matrix methods.

M.S.C.: 01-XX, 01AXX, 01A05, 11B39, 11B37, 11B50.

1. Istorie

1.1. Cine a fost Fibonacci?
Fibonacci (1175-1240) a fost unul dintre cei mai mari

matematicieni ai evului mediu. S-a n scut în Italia, în ora³ul
Pisa, faimos pentru turnul s u înclinat, care parc  st  s  cad .

Tat l s u, Bonacci Pisano, a fost o�µer vamal în ora³ul
Bougie din Africa de Nord, astfel c  Fibonacci a crescut în mij-
locul civilizaµiei nord-africane. A cunoscut astfel mulµi negus-
tori arabi ³i indieni (deoarece a f cut multe c l torii pe coastele
Mediteranei) de unde a deprins ³tiinµa lor, aritmetica, precum ³i
scrierea cifrelor arabe.

1.2. C rµile lui Fibonacci
În 1202 revine în Italia unde public  un tratat de arit-

metic  ³i algebr  intitulat ,,Incipit Liber Abaci� (compositus a
Leonardo �lius Bonacci Pisano). În acest tratat introduce pen-
tru prima dat  în Europa sistemul de numeraµie arab, cifre pe
care le folosim ³i în zilele noastre: 0, 1, 2, 3, . . . , 9.

În 1220 public  ,,Practica Geometriae�, un compendiu de rezultate din geometrie ³i trigo-
nometrie, apoi în 1225 ,,Liber Quadratorum� în care studia calculul radicalilor cubici. C rµile lui
Fibonacci au cunoscut o larg  r spândire a³a încât timp de peste dou  secole au fost considerate
sursele cele mai competente în domeniul numerelor.

Pentru a înµelege mai bine situaµia din acele vremuri trebuie s  arunc m o privire pe
matematica în Europa ³i în Orient.

Matematica arab 
Imperiul arab, odat  cu apariµia Islamului (sec VII), se extinde foarte repede cuprinzând

Orientul Apropiat, o parte din Asia Mic  ³i Central , ajungând pân  la Valea Indului, nordul
Africii ³i Peninsula Iberic . Se ridic  importante centre culturale ca: Bagdad, Samarkand, Buhara,
Horezm, Damasc, Cordoba, Granada, Sevilla, Toledo, dup  ce în prealabil fuseser  distruse Ispa-
hanul, Persepolis ³i Alexandria.

Matematica arab  este matematica creat  sub dominaµia arab , nu neaparat aparµinând
arabilor, deoarece puµini dintre matematicienii arabi erau de origine arab , dar au asimilat foarte
repede cultura Orientului precum ³i cea elen  pe care le transmit în diverse p rµi ale imperiu-
lui. Primul mare matematician arab a fost Al-Horezmi (780 - 850). Din opera sa se deta³eaz 
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,,Algebra� structurat  pe 4 capitole (Soluµiile ecuaµiilor, Calculul dobânzilor, Geometria, Alge-
bra testamentar ). Al-Horezmi a fost primul matematician care a stabilit reguli pentru adunare,
sc dere, multiplicare ³i divizare cu noile numere arabe. De la el provine cuvântul algoritm (încercaµi
s  spuneµi numele Al-Horezmi repede de câteva ori!). Într-un alt tratat, ,,Stiinµa transpunerii ³i a
reducerii�, speci�c  procesul manipul rii ecuaµiilor algebrice, ,,al-jabr�, ajuns la noi ca algebr .

Abu Kamil (900), n scut în Egipt, este continuator a lui Al-Horezmi. În ,,Cartea rarit µilor
din aritmetic � se ocup  cu rezolvarea în numere întregi a sistemelor liniare nedeterminate.

Abu Wafa (940 - 997) s-a ocupat cu geometria practic . În lucrarea sa ,,Cartea per-
fect � expune bazele trigonometriei, inclusiv teorema sinusurilor. De asemenea rezolv  probleme
de trigonometrie sferic , utilizând cu predilecµie funcµia cotangent .

Al-Hazem (1000) prin ,,Cartea opticii� este un precursor al acestei ³tiinµe. Tot el formuleaz 
axioma lui Pasch ³i încearc  demonstrarea postulatului V al lui Euclid.

Omar Al-Khayyam (1048 - 1123), este primul matematician care expune o teorie general  a
ecuaµiilor de gradul III. Recent a fost descoperit un memoriu al s u asupra operei lui Euclid. Omar
Al-Khayyam, conduc torul Observatorului astronomic din Ispahan, s-a ocupat ³i cu patrulaterul

Saccheri (care, de drept ar trebui numit patrulaterul lui Omar), apoi a dat prima formulare a
axiomei lui Arhimede. Era vestit ³i ca poet.

Al-Biruni (973 - 1048), persan de origine, este cel care în 1030 introduce cercul trigono-
metric. Tot el calculeaz  lungimea meridianului terestru la 41.550 km.

Nassir ed Din al Tusi (1201 - 1274), conduc torul Observatorului astronomic din Maraga,
s-a ocupat cu teoria paralelelor. În ,,Tratatul despre patrulaterul complet� a f cut o expunere
integral  a rezolv rii triunghiurilor (plane ³i sferice).

Al-Kashi (1400), iranian de origine, în ,,Cheia aritmeticii� se ocup  cu formula binomului
³i cu extragerea de r d cini. S-a ocupat intens ³i de calcule aproximative, iar în ,,Tratatul despre
circumferinµ � din 1424, d  valoarea num rului π cu 16 zecimale exacte.

De aici, matematica ³i în general cultura arab  decad.

Matematica evului mediu
Cruciadele (campanii pentru recucerirea locurilor s�nte), prilejuiesc stabilirea de leg turi

cu cultura arab  musulman  (mai ales în Spania ³i Sicilia) precum ³i cu Bizanµul.
Dup  ce Spania este recucerit  de mauri, Toledo devine centru cultural de prestigiu. În

acest moment încep traducerile din arab . Printre primii traduc tori este englezul Adelard de Bath

(1100) care, deghizat ca student mahomedan la Cordoba, traduce din limba arab  ,,Elementele� lui
Euclid ³i ,,Algebra� lui Al-Horezmi, iar din limba greac , opera lui Ptolemeu. Din aceea³i perioad 
se remarc  ³i alµi traduc tori ca: Ioannes din Sevilla ³i Gerardo din Cremona (1114 - 1187) care
au tradus circa 80 de lucr ri clasice din limba arab . Ambii au lucrat la Toledo.

Secolele XII - XV reprezint  perioada de asimilare a matematicii antice ³i a celei orientale.
Leonardo da Pisa este pe drept considerat primul mare matematician original al Europei.

În numeroasele sale c l torii (Egipt, Siria, Grecia, Sicilia) ia contact cu cultura elen  ³i cea arab .

Liber Abaci � o carte remarcabil 

Povestea numerelor apare în Italia în 1202, o dat  cu apariµia
c rµii ,,Liber Abaci�, scris  de Leonardo Pisano, pe atunci în vârst  de
27 de ani. Cartea are 15 capitole ³i sunt scrise în întregime de mân ,
tiparul ap rând 300 de ani mai târziu. Leonardo a fost inspirat s  scrie
cartea dup  o vizit  la Burgia, un ora³ prosper algerian, unde tat l
s u era consul de Pisa. În acest timp, Fibonacci a înv µat secretele
sistemului de numere indo-arab, pe care arabii l-au introdus în Vest
în timpul cruciadelor.

Cartea a atras numero³i adepµi în rândul matematicienilor din
Italia, precum ³i din restul Europei. Liber Abaci a dezv luit oamenilor
o cu totul alt  lume, unde numerele au înlocuit literele. Fibonacci

începe cartea cu noµiuni despre identi�carea numerelor, de la unit µi
la cifra zecilor, a sutelor, a miilor etc.

În ultimile capitole g sim calcule cu numere întregi ³i fracµii, regulile proporµiilor, extrageri
de r d cini p trate ³i de ordin superior, apoi se prezint  soluµiile ecuaµiilor liniare ³i p tratice.
Liber Abaci era plin  cu exemple practice: calcule de contabilitate �nanciar , calculul pro�tului,
schimbul de bani, conversia greut µilor, calculul împrumutului cu dobând  (interzis în acel timp în
diverse locuri ale lumii).
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De³i era cunoscut în anul 1000 ³i de³i ,,Liber Abaci� a explicat avantajele, sistemul de
num rare indo-arab nu a prins la scar  mare pân  aproape în 1500 e.n. Motivele au fost, în mare
parte, dou . Primul µine de inerµia uman  ³i rezistenµa la schimbare a omului, pentru c  înv µarea
unui sistem radical nou cere timp ³i de faptul c  biserica catolic  din acea perioad  considera cifrele
arabe de origine p gân . Al doilea motiv este de natur  practic , deoarece era mult mai u³or s  se
comit  fraude. Era tentant  schimbarea lui 0 în 6 sau 9, iar 1 putea � u³or înlocuit cu 4, 6, 7, sau
9 (de atunci europenii scriu 7 cu codiµ !).

De³i noile numere au ap rut în Italia, Florenµa a emis un edict în 1229 prin care interzicea
bancherilor folosirea simbolurilor ,,in�dele�. Ca rezultat, mulµi dintre cei care voiau s  înveµe noul
sistem se deghizau în musulmani.

Originea sistemului de numere
Putem aprecia succesul lui Fibonacci cu ,,Liber Abaci� doar dac  privim cum a evoluat

societatea, din punctul de vedere al numerelor, pân  la el. M surarea ³i num rarea au ap rut
cu câteva zeci de mii de ani înaintea lui Hristos. Oamenii au în�inµat primele a³ez ri pe malurile
Tigrului ³i Eufratului, Nilului, Gangelui, Indului ³i Amazonului. Fluviile erau folosite pentru comerµ
³i transport, iar aventurierii au descoperit m rile ³i oceanele unde se v rsau apele. C l toriile pe
distanµe lungi cereau m surarea timpului ³i calcule precise. Preoµii erau de obicei astronomi, iar
din astronomie a venit matematica.

În 450 î.e.n., grecii au inventat un sistem numeric alfabetic, care folosea cele 24 de litere ale
alfabetului grecesc ³i alte trei litere, care mai târziu au disp rut. Fiecare num r de la 1 la 9 avea
propria liter , la fel ³i multiplii de 10. Alfa, însemna 1, iar ,,ro� reprezenta 100. Astfel, 112 se scria
,,ro-deca-beta�. Acest sistem se putea folosi cu greutate pentru calcule. Abacul era cel mai vechi
aparat de num rat din istorie.

Un occidental, matematician din Alexandria, Diofantus, prin 250 d.Ch. a sugerat un sistem
de numere comparative cu sistemul de litere. Remarcabilele sale invenµii au fost ignorate vreme
de 1500 de ani. Pân  la urm , lucrarea sa a fost recunoscut  cum se cuvine ³i a jucat un rol
important în algebra secolului al XVII-lea. Ecuaµiile algebrice, de forma ax + by = c, se numesc
ecuaµii diofantice.

Piesa central  a sistemului indo-arab a fost inventarea lui zero, sunya la indu³i, cifr în
arab , ts�ra în ruse³te � ceea ce înseamn  ,,num r�. Termenul provine de la cipher, ceea ce înseamn 
,,gol� ³i se refer  la coloana goal  de la abac.

1.3. �irul lui Fibonacci. Numele Fibonacci
Fibonacci a r mas în memoria noastr  prin ³irul: 0, 1, 1, 2, 3, . . . introdus în anul 1202,

atunci matematicianul �ind sub numele de Leonardo Pisano (Leonard din Pisa).
Mai târziu, matematicianul însu³i ³i-a spus Leonardus Filius Bonacii Pisanus (Leonard

�ul lui Bonaccio Pisanul). În secolul al XIV-lea ³irul prezentat mai sus a fost denumit ³irul lui
Fibonacci prin contracµia cuvintelor �lius Bonacii. Acest ³ir apare pentru prima dat  în cartea
menµionat  mai sus ,,Liber Abaci� (,,Cartea despre abac�), �ind utilizat în rezolvarea unei probleme
de matematic .

1.4. Iscusinµa lui Fibonacci. Problema iepurilor. Originea ³irului Fibonacci
Potrivit obiceiului din acea epoc , Fibonacci a participat la concursuri matematice (ade-

v rate dispute publice) pentru cea mai bun  ³i mai rapid  soluµie a unor probleme grele (ceva în
genul Olimpiadelor Naµionale). Iscusinµa de care d dea dovad  în rezolvarea problemelor cu nu-
mere uimise pe toat  lumea, astfel c  reputaµia lui Leonardo a ajuns pân  la împ ratul Germaniei,
Frederik al II-lea. La un concurs prezidat de acest împ rat una din probleme date spre rezolvare a
fost: ,,s  se g seasc  un p trat perfect, care s  r mân  p trat perfect dac  este m rit sau mic³orat

cu 5�. Dup  un timp scurt de gândire Fibonacci a g sit num rul
1681

144
=

(
41

12

)2

. Într-adev r:

1681

144
− 5 =

961

144
=

(
31

12

)2

³i
1681

144
+ 5 =

2401

144
=

(
49

12

)2

. Nu se ³tie raµionamentul lui Fibonacci,

dar toate încerc rile, chiar ³i cele mai ingenioase, de a rezolva aceast  problem  cu ajutorul algebrei,
duc în cel mai bun caz la o ecuaµie cu 2 necunoscute.

La un alt concurs prezidat de împ rat problema propus  concurenµilor suna astfel: ,,Plecând
de la o singur  pereche de iepuri ³i ³tiind c  �ecare pereche de iepuri produce în �ecare lun  o nou 
pereche de iepuri, care devine productiv  la vârsta de o lun , calculaµi câte perechi de iepuri vor �
dup  n luni (se consider  c  iepurii nu mor în decursul respectivei perioade de n luni)�.
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Soluµie. Din datele problemei rezult  c  num rul perechilor de iepuri din �ecare lun  este
un termen al ³irului lui Fibonacci. Într-adev r, s  presupunem c  la 1 ianuarie exista o singur 
pereche fertil  de iepuri. Not m cu 1 perechea respectiv . Ea corespunde num rului f2 din ³irul
lui Fibonacci:

f2 = f0 + f1 = 0 + 1 = 1.

La 1 februarie, mai exist  o pereche pe care o not m 1.1. Deci în acest moment sunt dou 
perechi, ceea ce corespunde termenului:

f3 = f1 + f2 = 1 + 1 = 2.

La 1 martie sunt 3 perechi, dou  care existau în februarie ³i una nou  care provine de la
perechea num rul 1 (se µine seama c  o pereche devine fertil  dup  dou  luni). Not m cu 1.2
aceast  nou  pereche. Num rul perechilor din aceast  lun  corespunde termenului:

f4 = f2 + f3 = 1 + 2 = 3.

La 1 aprilie exist  5 perechi ³i anume: trei perechi existente în luna martie, o pereche nou 
care provine de la perechea 1 ³i o pereche nou  care provine de la perechea 1.1 care la 1 martie a
devenit fertil  (pereche pe care o not m cu 1.1.1). Num rul perechilor din aceast  lun  corespunde
termenului:

f5 = f3 + f4 = 2 + 3 = 5.

Termenii din aceast  relaµie se interpreteaz  astfel:
f4 = num rul perechilor existente în luna precedent ;
f3 = num rul perechilor noi(provin de la perechile existente în luna anteprecedent ).
Procedând în continuare în acest fel, vom deduce c  la data de 1 decembrie num rul

perechilor este dat termenul:

f13 = f11 + f12 = 89 + 144 = 233,

iar la 1 ianuarie anul urm tor exist :

f14 = f12 + f13 = 144 + 233 = 377

perechi de iepuri.
Concluzia este urm toarea :
Dac  not m cu fn num rul de perechi de iepuri dup  n luni, num rul de perechi de iepuri

dup  n + 1 luni, notat cu fn+1, va � fn (iepurii nu mor niciodat  !), la care se adaug  iepurii
nou-n scuµi. Dar iepura³ii se nasc doar din perechi de iepuri care au cel puµin o lun , deci vor �
fn−1 perechi de iepuri nou-n scuµi.

Obµinem astfel o relaµie de recurenµ :

f0 = 0, f1 = 1, fn+1 = fn + fn−1,

care genereaz  termenii ³irului lui Fibonacci.
Observaµie. Acest ³ir exprim  într-un mod naiv cre³terea populaµiei de iepuri. Se pre-

supune c  iepurii au câte doi pui o dat  la �ecare lun  dup  ce împlinesc vârsta de dou  luni. De
asemenea, puii nu mor niciodat  ³i sunt unul de sex masculin ³i unul de sex feminin.

2. Fibonacci, num rul de aur, natura ³i arta.

2.1. Fibonacci ³i ,,num rul de aur�
Raportul de aur este un num r iraµional(1,618033. . . ), putând � de�nit în diferite moduri,

dar cel mai important concept matematic asociat cu regula de aur este ³irul lui Fibonacci. Împ rµind
orice num r la predecesorul s u, se obµine aproximativ num rul de aur. Primii care l-au folosit au
fost egiptenii, majoritatea piramidelor �ind construite µinând cont de num rul de aur. Grecii au
fost îns  cei care l-au denumit astfel, folosindu-l atât în arhitectur  cât ³i pictur  ³i sculptur . De
altfel num rul de aur se noteaz  cu litera greceasc  ,,��( ϕ), de la sculptorul grec Phidias. El a
construit Parthenonul pornind de la acest raport.

S  începem cu o problem  estetic . S  consider m un segment de dreapt . Care este cea
mai ,,pl cut � împ rµire a unui segment în dou  p rµi? Grecii antici au g sit un r spuns pe care ei îl
considerau corect (teoreticienii îl numesc ,,simetrie dinamic �). Dac  p rµii stângi a segmentului îi
atribuim lungimea u = 1, atunci partea dreapt  va avea o lungime v = 0, 618 . . . Despre un segment
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partiµionat astfel spunem c  este împ rµit în secµiunea, sau proporµia sau diviziunea de aur (divin ).
Ideea este c  lungimea u reprezint  aceea³i parte din tot segmentul (u+ v) cât reprezint  lungimea
v din partea u. Cu alte cuvinte:

u+ v

u
=
u

v
.

Dac  not m ϕ =
u

v
, observ m c :

1 +
1

ϕ
= 1 +

u

v
=
u+ v

u
=
u

v
= ϕ

³i este r d cina pozitiv  a ecuaµiei ϕ2 − ϕ− 1 = 0, adic 

ϕ =
1 +
√

5

2
= 1, 6180339887 . . .

Dac  presupunem u = 1, atunci:

v =
u

ϕ
=

1

ϕ
= ϕ− 1 =

−1 +
√

5

2
= 0, 6180339887 . . .

A�rm m acum c  ϕ este strâns legat de ³irul lui Fibonacci. Aceasta este o idee remarcabil 
a matematicii. Mai observ m c  :

ϕ = 1 +
1

ϕ
= 1 +

1

1 +
1

ϕ

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

ϕ

= ... = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 + ...

este o fracµie in�nit .
Dac  privim fracµiile parµiale

1 =
1

1
, 1 +

1

1
=

2

1
, 1 +

1

1 +
1

1

=
3

2
, 1 +

1

1 +
1

1 +
1

1

=
5

3
,

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
8

5
, 1 +

1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
13

8

obsev m c  toate rezultatele sunt rapoarte de numere Fibonacci, fapt ce sugereaz  teorema care
spune c 

lim
n→∞

fn+1

fn
= ϕ.

În cuvinte putem spune c , pe m sur  ce n se apropie de in�nit, raportul termenilor al
n+ 1- lea ³i al n- lea din ³irul lui Fibonacci se apropie de ϕ.

La fel de simplu cum ϕ este o fracµie in�nit , tot a³a poate � ³i un radical in�nit:

ϕ =

√√√√
1 +

√
1 +

√
1 +

√
1 +
√

1 + ....

Alt  aplicaµie a num rului ϕ apare la pentagonul regulat deoarece

2 cos
(π

5

)
= ϕ ³i 2 sin

(π
5

)
=
√

3− ϕ.

De asemenea exist  o leg tur  între dreptunghiurile de aur ³i ³irul lui Fibonacci deoarece
lungimea ³i l µimea celui de-al n- lea dreptunghi pot � scrise ca expresii liniare, unde coe�cienµii
sunt întotdeauna numere Fibonacci. Aceste dreptunghiuri pot � înscrise într-o spiral  logaritmic .
Spiralele logaritmice se întâlnesc destul de des în natur  (carcasa unui melc, colµii unui elefant sau
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conurile de pin). Asemenea spirale sunt echiunghiulare, în sensul c  orice dreapt  ce trece prin

punctul (x0, y0) =

(
1 + 3ϕ

5
,

3− ϕ
5

)
taie spirala sub un unghi constant.

2.2. Fibonacci ³i plantele
Plantele nu au cum s  cunoasc  numerele lui Fibonacci, dar se dezvolt  în cel mai e�cient

mod.
a. multe plante au aranjamentul frunzelor dispus într-o secvenµ  Fibonacci în jurul tulpinei;

b. anumite conuri de pin respect  o dispunere dat  de numerele lui Fibonacci ;
c. �oarea soarelui are seminµele dispuse dup  o secvenµ  Fibonacci ;

d. inelele de pe trunchiurile palmierilor respect  numerele lui Fibonacci ;
e. num rul petalelor �orilor este, de cele mai multe ori, un num r al secvenµei Fibonacci :
e.1. cala are 1 petal ;
e.2. euphorbia are 2 petale;
e.3. irisul ³i crinul au 3 petale;
e.4. viorelele, lalelele, tranda�rul s lbatic ³i majoritatea �orilor au 5 petale;
e.5. margaretele pot avea 21 de petale sau 34 de petale ³i exemplele sunt nenum rate;
e.6. �orile cu un num r de petale care nu sunt în secvenµa Fibonacci sunt rare ³i considerate

speciale.
Concluzia este realizarea unui optim, a unei e�cienµe maxime. Dac  se urmeaz  secvenµa

lui Fibonacci, frunzele unor plante pot � dispuse astfel încât s  ocupe un cât mai mic spaµiu ³i s 
obµin  cât mai mult soare.

Ideea dispunerii frunzelor în acest sens pleac  de la considerarea unghiului de aur de
222,5 grade; unghi care împ rµit la întregul 360 de grade va da ca rezultat num rul iraµional
0,61803398. . . , cunoscut ca raµia ³irului lui Fibonacci.

2.3. Cochilia melcului, furnica ³i Fibonacci
Designul cochiliei melcului urmeaz  o spiral  foarte reu³it , o spiral  greu de realizat cu

pixul. Studiat  în am nunt s-a ajuns la concluzia c  aceast  spiral  urm re³te dimensiunile date
de secvenµa lui Fibonacci:

• pe axa pozitiv : 1, 2, 5, 13, ³.a.m.d
• pe axa negativ : 0, 1, 3, 8, ³.a.m.d.

Se observ  c  aceste 2 sub³iruri combinate dau numerele lui Fibonacci.
�i în acest caz raµiunea ³i motivaµia pentru aceast  dispunere este simpl : în acest fel

cochilia îi creaz  melcului, în interior un maxim de spaµiu ³i de siguranµ .

Furnica are corpul împ rµit în trei segmente, dup  diviziunea de aur.

2.4. Fibonacci ³i corpul uman
Faµa uman  este caracterizat , din punct de vedere estetic prin câteva dimensiuni principale:

distanµa între ochi, dintre gur  ³i ochi ³i distanµa dintre nas ³i ochi, dimensiunea gurii. În ³tiinµa
esteticii se apreciaz  c  faµa este cu atât considerat  mai pl cut  ochiului cu cât aceste dimensiuni
respect  secvenµa lui Fibonacci mai bine.

De exemplu raportul dintre distanµa de la linia surâsului (unde se unesc buzele) pân  la
vârful nasului ³i de la vârful nasului pân  la baza sa este aproximativ raportul de aur. Mâna uman 
are 5 degete (num r din ³irul Fibonacci), �ecare deget având 3 falange separate prin 2 încheieturi
(numere din ³irul Fibonacci). Dimensiunile falangelor sunt: 2 cm, 3 cm, 5 cm. În continuarea lor
este un os al palmei care are 8 cm.

2.5. Fibonacci, num rul de aur ³i arta
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Dac  privim lucr rile unor mari arti³ti, �e ei pictori, arhitecµi, sculptori sau fotogra�, se
observ  c  multe dintre ele au la baz  regula de aur. Conform acesteia, ,,pentru ca un întreg
împ rµit în p rµi inegale s  par  frumos, trebuie s  existe între partea mic  ³i cea mare acela³i
raport ca între partea mare ³i întreg� (Marcus Pollio Vitruvius, arhitect roman).

Rudolf Arnheim (psiholog, s-a ocupat de psihologia artei) d  o explicaµie acestui lucru
astfel: ,,Acest raport este considerat ca deosebit de satisf c tor datorit  modului în care îmbin 
unitatea cu varietatea dinamic . Întregul ³i p rµile sunt perfect proporµionate, astfel c  întregul
predomin  f r  s  �e ameninµat de o scindare, iar p rµile î³i p streaz  în acela³i timp o anumit 
autonomie.� (în ,,Arta ³i percepµia vizual �).

În pictur  a fost folosit mai ales în Rena³tere, probabil cea mai discutat  utilizare a aces-
tuia �ind în tabloul lui Leonardo da Vinci, ,,Mona Lisa�. Capul, ca ³i restul corpului e compus
utilizând raportul divin, cum îi spunea da Vinci. În prima jum tate a secolului trecut pictorul
Piet Mondrian utilizeaz  în picturile sale ,,dreptunghiul de aur�, având raportul laturilor aprox-
imativ 1,618. . . . De fapt, lucr rile sale sunt alc tuite numai din asemenea dreptunghiuri. Acest
dreptunghi este considerat cea mai armonioas  form  geometric . Cu toate acestea, rareori este
folosit pentru cadraje. Dac  se împarte �ecare latur  a cadrului fotogra�c în 8 p rµi egale (num r
din ³irul Fibonacci) ³i se unesc punctele de pe laturile opuse corespunz toare diviziunilor 3 ³i 5
(numere din ³irul Fibonacci) se obµin a³a numitele linii forte ale cadrului. Punctele a�ate la inter-
secµia liniilor se numesc puncte forte. Practic se pot împ rµi laturile în trei p rµi egale, rezultatul
este aproximativ acela³i. Se presupune c  subiectul amplasat pe aceste linii sau în aceste puncte
determin  o împ rµire armonioas  a imaginii astfel încât ea nu este nici simetric , nici plictisitoare,
nici prea dezechilibrat . De exemplu, dou  fotogra�i de Robert Doisneau, ,,L'accordéoniste�, 1951
³i ,,The cellist�, 1957 ³i fotogra�a ,,Poplar Trees� a luiMinor White în care toate liniile converg spre
un punct forte. Ansel Adams se împotrivea regulilor, canoanelor. El spunea ,,a³a zisele reguli de
fotocompoziµie sunt invalide, irelevante ³i imateriale; nu exist  reguli de compoziµie în fotogra�e,
exist  doar fotogra�i bune. Cei mai mulµi fotogra� încalc  regulile fotocompoziµiei�. Cu toate
acestea ³i în imaginile lui se observ  diviziunea de aur (vezi fotogra�a ,,Aspens�, 1958). Aceasta
înseamn  c , de³i nu era de acord cu regulile, le cuno³tea foarte bine. Dac  fotogra�a are valoare
cu subiectul în centru, atunci înc lcaµi regula diviziunii de aur! Subiectul trebuie s  �e în armonie
cu celelalte elemente din cadru. Dac  astfel se veri�c  ³i diviziunea de aur, este perfect! Toate
acestea arat  importanµa acestui num r, astfel c  toµi marii fotogra� au µinut ³i µin cont de el în
conceperea unei fotogra�i.

Pân  ³i în muzic  apare acest raport: se presupune c  Bach sau Beethoven au µinut cont
de el în compoziµiile lor.

Atunci când scrieµi, duceµi instinctiv linia din mijloc a literii E (la fel ³i cu A, F, B, R, . . . )

aproximativ la
2

3
de baz  (aproximativ raportul de aur).

Concluzie. Numerele lui Fibonacci sunt considerate a �, de fapt, sistemul de num rare al
naturii, un mod de m surare al Divinit µii, o leg tur  între matematic  ³i art .

3. Unele rezultate referitoare la ³irul lui Fibonacci

Consultând bibliogra�a enumerat  am selectat urm toarele rezultate:
Numerele lui Fibonacci fn sunt date de urm toarea recurenµ :

f0 = 0, f1 = 1, fn+1 = fn−1 + fn, n ≥ 1.

Teorema 1. Dac  x2 = x+ 1, atunci avem:

xn = fnx+ fn−1, ∀n > 2.

Demonstraµie. Vom demonstra prin inducµie dup  n. Pentru n = 2 relaµia este trivial .
Presupunem c  pentru orice n > 2 avem xn−1 = fn−1x+ fn−2. Atunci

xn = xn−1 ·x = (fn−1x++fn−2)x = fn−1(x+1)+fn−2x = (fn−1 +fn−2)x+fn−1 = fnx+fn−1.

Teorema 2 (Formula lui Binet). Termenul al n - lea din ³irul lui Fibonacci este dat

de:

fn =
1
√

5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
, n > 0.
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Demonstraµie. R d cinile ecuaµiei x2 = x+ 1 sunt ϕ =
1 +
√

5

2
³i 1− ϕ =

1−
√

5

2
. Din

Teorema 1, avem ϕn = ϕfn + fn−1 ³i (1− ϕ)n = (1− ϕ)fn + fn−1.
În continuare ϕn − (1− ϕ)n =

√
5fn, de unde rezult  formula lui Binet.

Teorema 3. f1 + f2 + ...+ fn = fn+2 − 1.
Demonstraµie. Avem relaµiile:

f1 = f3 − f2, f2 = f4 − f3, f3 = f5 − f4, ..., fn = fn+2 − fn+1,

care prin adunare dau

f1 + f2 + f3 + ...fn = fn+2 − f2 = fn+2 − 1.

Teorema 4. f1 + f3 + f5 + ...+ f2n−1 = f2n.
Demonstraµie. Observ m c :

f1 = f2 − f0, f3 = f4 − f2, f5 = f6 − f4, ..., f2n−1 = f2n − f2n−2.

Adun m relaµiile ³i obµinem identitatea dorit .

Teorema 5. f2
1 + f2

2 + f2
3 + ...+ f2

n = fnfn+1.
Demonstraµie. Avem

fn−1fn = (fn+1 − fn)(fn + fn−1) = fn+1fn − f2
n + fn+1fn−1 − fnfn−1.

Atunci, obµinem relaµiile fn+1fn − fnfn−1 = f2
n, care prin adunare pentru n = 1, 2, 3, . . .,

dau relaµia �nal .

Teorema 6 (Identitatea lui Cassini). fn−1fn+1 − f2
n = (−1)n, n > 1.

Demonstraµie. Observ m c 

fn−1fn − f2
n = (fn − fn−2)(fn + fn−1)− f2

n =

= −fn−2fn − fn−1(fn−2 − fn) = −(fn−2fn − f2
n−1).

Dac  not m un = fn−1fn+1 − f2
n, obµinem un = −un−1 ³i mai departe

un = (−1)n−1u1.
Din cele de mai sus avem fn−1fn+1 − f2

n = (−1)n−1(f0f2 − f2
1 ) = (−1)n.

Teorema 7 (Cesàro).
n∑
k=0

(n
k

)
2kfk = f3n.

Demonstraµie. Utiliz m formula lui Binet,

n∑
k=0

(n
k

)
2kfk =

n∑
k=0

(n
k

)
2k
ϕk − (1− ϕ)k

√
5

=

=
1
√

5

(
n∑
k

(n
k

)
2kϕk −

n∑
k=0

(n
k

)
2k(1− ϕ)k

)
=

1
√

5
((1 + 2ϕ)n − (1 + 2(1− ϕ)n) .

Cum ϕ2 = ϕ+ 1, obµinem 1 + 2ϕ = ϕ3 ³i similar 1 + 2(1− ϕ) = (1− ϕ)3. Atunci, rezult 

n∑
k=0

(n
k

)
2kfk =

1
√

5

(
(ϕ)3n + (1− ϕ)3n

)
= ϕ3n.

Teorema 8 (Vorobyov). Dac  s > 1, t > 0 sunt întregi atunci :

fs+t = fs−1ft + fsft+1.

Demonstraµie. Fix m pe t ³i demonstr m prin inducµie dup  s. Pentru s = 1 se obµine
ft+1 = f0ft+f1ft+1, care este adev rat  (trivial). Presupunem c  s > 1 ³i c  fs−k+t = fs−k−1ft+
fs−kft+1 pentru orice k care satisfac 1 6 k 6 s− 1. Avem:

fs+t = fs+t−1 + fs+t−2 (din recurenµa Fibonacci)
= fs−1+t + fs−2+t (trivial)
= fs−2ft + fs−1ft+1 + fs−3ft + fs−2ft+1 (din presupunerea f cut )
= ft(fs−2 + fs−3) + ft+1(fs−1 + fs−2) (prin rearanjarea termenilor)
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= ftfs−1 + ft+1fs (din recurenµa Fibonacci).

Observaµia 1. J.R. Silvester indic  o metod  elegant  care furnizeaz  identit µi pentru
termenii ³irului (fn). Mai precis, se consider  matricea

A =

(
0 1
1 1

)
³i se constat  c  avem

An =

(
fn−1 fn
fn fn+1

)
, n = 1, 2, . . . .

Plecând de la aceast  observaµie ³i utilizând egalit µile An+m = An · Am, n,m = 1, 2, . . .
³i det(An) = [det(A)]n, rezult  relaµia din teorema 6 ³i de asemenea relaµia din teorema 8.

Posibilit µile de a obµine identit µi, folosind ideea de mai sus sunt multiple. Astfel, observ m
c  An = fnA+fn−1I (cu I am notat matricea unitate), iar pentru n = 2, obµinem A2 = A+I. De
asemenea, avem An+2 = An+1 + An. Enunµate �ind aceste propriet µi ale matricei A, se observ 
c  puterile acesteia veri�c  recurenµe de tip Fibonacci. Deoarece A · I = I · A = A, putem aplica
formula binomului lui Newton pentru A ³i I, apoi identi�când relaµiile obµinute pe componente se
obµin diferite identit µi.

Prezent m mai jos, f r  demonstraµie, câteva identit µi obµinute prin metoda expus  mai
sus:

(1) f2n =

n∑
k=0

(n
k

)
fk; (2) f2n+l =

n∑
k=0

(n
k

)
fk+l; (3) fl

n∑
k=0

(n
k

)
(−1)kf2n−k+l;

(4) fl+n =

n∑
k=0

(−1)kf2n−2k+l; (5) f3n+l =

n∑
k=0

(n
k

)
2kfk+l

(teorema lui Cesàro generalizat );

(6) 2nfn+l =

n∑
k=0

(n
k

)
(−1)kf3n−3k+l; (7) fl =

n∑
k=0

(n
k

)
(−1)kf3n−2k+l;

(8) fnm =

m∑
k=0

(n
k

)
fm−kn fkn−1fm−k.

Pentru studenµi, propun demonstrarea urm toarelor identit µi:

(9)
∞∑
n=2

1

fn−1fn+1
= 1; (10)

∞∑
n=1

fn

fn+1fn+2
= 1; (11)

∞∑
n=0

1

f2n
= 4− ϕ;

(12)
∞∑
n=1

arctg
1

f2n+1
=
π

4
; (13) lim

n→∞

fn

ϕn
=

1
√

5
; (14) lim

n→∞

fn+r

fn
= ϕr.

Observaµia 2. Unii autori au obµinut identit µi cu termenii ³irului lui Fibonacci cu ajutorul
determinanµilor. Astfel, dac  consider m ³irul lui Fibonacci : 1, 2, 3, 5, . . . se observ  c 

fn = Dn−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0 . . . . . . . . . 0
1 2 1 0 . . . . . . . . . 0
1 1 2 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . . . . . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
este deci dat de un determinant de ordinul n− 1.

Dac  consider m determinantul de ordinul n,

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0 . . . . . . . . . 0
1 2 1 0 . . . . . . . . . 0
1 1 2 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . . . . . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pe care îl dezvolt m dup  elementele primei linii, atunci

Dn = 2Dn−1 −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 . . . . . . . . . 0
1 2 1 0 . . . . . . . . . 0
1 1 2 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . . . . . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Dac  dezvolt m ³i ultimul termen obµinem

Dn = 2Dn−1 −Dn−2 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 . . . . . . . . . 0
1 2 1 0 . . . . . . . . . 0
1 1 2 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . . . . . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Proced m ca mai sus ³i deducem :

Dn−1 = 2Dn−2 −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 . . . . . . . . . 0
1 2 1 0 . . . . . . . . . 0
1 1 2 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . . . . . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Dac  adun m membru cu membru ultimile dou  egalit µi obµinem

Dn +Dn−1 = 2Dn−1 −Dn−2 + 2Dn−2 ⇔ Dn = Dn−1 +Dn−2,

relaµie de recurenµ  analoag  cu cea din ³irul lui Fibonacci fn+1 = fn−1 + fn.

Teorema 9. fn |fnk , pentru orice n, k ∈ N∗.
Demonstraµie. Proced m prin inducµie dup  k ∈ N∗, presupunând n ∈ N∗, oarecare.
Pentru k = 1 rezult  fn = fn·1 ³i deci fn | fn (adev rat ). Presupunem fn | fnk ³i

demonstr m c  fn | fn(k+1).
Întradev r, µinând seama de teorema 8. avem:

fn(k+1) = fnk+n = fnk+1fn + fnkfn−1,

pentru orice n ∈ N∗ ³i, deoarece fn |fn ³i fn |fnk , rezult  fn
∣∣fn(k+1) .

Teorema 10. fkn−1 ≡ fkn−1(modf2
n), oricare ar � k, n ∈ N∗.

Demonstraµie. Se arat  tot prin inducµie dup  k ∈ N∗. Pentru k = 1 relaµia este evident .
Pentru k = 2 µinem seama de teoremele precedente ³i avem

f2n−1 = fnfn + fn−1fn−1 ≡ f2
n−1(modf2

n), ∀n ∈ N∗.

Fie fkn−1 ≡ fkn−1(modf2
n). Avem deci c 

f(k+1)n−1 = fkn−1+n = fknfn + fkn−1fn−1 ≡

≡ fkn−1fn−1 ≡ fkn−1fn−1 ≡ fk+1
n−1(modf2

n)

³i deci conform principiului inducµiei complete relaµia este demonstrat .
Teorema 11. fkn−1 ≡ (−1)k+1fkn−2(modf2

n), oricare ar � n ∈ N∗.
Demonstraµie. Relaµia se demonstreaz  tot prin inducµie complet . Pentru k = 1 obµinem

fn−2 ≡ fn−2(modf2
n) ceea ce este evident.

Presupunem c  fkn−2 ≡ (−1)k+1fkn−2(modf2
n) ³i s  demonstr m c 

f(k+1)n−2 ≡ (−1)k+2fk+1
n−2(modf2

n).

Întradev r, avem:

f(k+1)n−2 = fkn−2+n = fkn−1fn + fkn−2fn−1 ≡ fkn−1fn + (−1)k+1fkn−2(fn − fn−2) ≡

≡ fkn−1fn + (−1)k+1fkn−2fn + (−1)k+2fk+1
n−2 ≡

≡ (fkn−1 + (−1)k+1fkn−2)fn + (−1)k+2fk+1
n−2 ≡ (−1)k+2fk+1

n−2(modf2
n).

Am folosit mai sus c  fkn−1+(−1)k+1fkn−2 se divide cufn−1+fn−2 = fn . Rezult  conform
principiului inducµiei complete c  teorema este demonstrat .

Teorema 12. f2
n

∣∣fnfn , pentru orice n ∈ N∗.
Demonstraµie. Not m fn = k. Avem:

fnfn = fnk = fnk−1 + fnk−2 ≡ fkn−1 + (−1)k+1fkn−2(modk2).
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Totodat  avem fn−1 = fn − fn−2 ³i deci

fkn−1 = (fn − fn−2)k =

k∑
i=0

(k
i

)
(−1)ifk−in f in−2 ≡ (−1)kfkn−2(modk2).

Deci,

fkn−1 + (−1)k+1fkn−2 ≡ (−1)kfkn−2 + (−1)k+1fkn−2 ≡ 0(modk2),

ceea ce demonstreaz  teorema.
Teorema 13. fm+1

n

∣∣∣fnfmn , oricare ar � m ∈ N ³i n ∈ N∗.
Demonstraµie. Pentru m = 1 a�rmaµia este echivalent  cu teorema 12. Presupunem

a�rmaµia adev rat  pentru m ³i o demonstr m pentru m+ 1. Vom ar ta c  fm+1
n

∣∣∣fnfmn implic 

fm+2
n

∣∣∣f
nfm+1
n

. Avem:

fufn = fufn−1 + fufn−2 ≡ ffnu−1 + (−1)fn+1ffnu−2(modu2) ≡

≡ (fu − fu−2)fn + (−1)fn+1ffnu−2(modu2) ≡

≡ (−1)fnffnu−2 + (−1)fn+1ffnu−2 ≡ 0(modfm+1
n ).

Am folosit mai sus c  din fmn |u ³i fmn
∣∣u2 ⇒ fm+1

n |fu .
Teorema 14. Orice dou  numere Fibonacci consecutive sunt relative prime.

Demonstraµie. Fie d = (fn, fn+1). Avem fn+1 − fn = fn−1 de unde rezult  d |fn−1 .
Atunci d |(fn − fn−1) = fn−2 . Repetând procedeul se deduce c  d |f1 , deci d = 1.

Altfel: din teorema 6., fn−1fn+1 − f2
n = (−1)n. Rezult  d |(−1)n , i.e., d = 1.

Teorema 15. (fm, fn) = f(m,n).
Demonstraµie. Not m a = (m,n), b = (fm, fn), c = f(m,n). Vom ar ta c  c | b ³i b | c.

Deoarece a | m ³i a | n, conform teoremei 9. avem: fa |fm ³ifa |fn . Deci fa |(fm, fn) , i.e., c |b .
Acum, din teorema Bachet-Bezout, exist  numerele întregi x, y astfel încât xm+yn = a. Se

observ  c  x ³i y nu pot � ambele negative, deoarece a ar � negativ. Cum a | n ³i a | m, avem a 6 n,
a 6 m. De asemenea, x ³i y nu pot � simultan pozitive, deoarece am avea a = xm+ yn > m+ n,
contradicµie. Atunci, x ³i y au semne diferite ³i, f r  a restrânge generalitatea presupunem c 
x 6 0, y > 0. Observ m c  :

fyn = fa−xm = fa−1f−xm + faf−xm+1

(am utilizat teorema 8.). Cum n | yn ³i m | (−xm), din teorema 9. rezult  c  fn | fyn ³i
fm |f−xm . Acestea implic  c  (fm, fn) |fyn ³i (fm, fn) |f−xm . Din cele de mai sus avem c 
(fm, fn) |faf−xm+1 .

Dac (fm, fn) |f−xm+1 , cum (fm, fn) |f−xm rezult  c  (fm, fn) ar divide dou  numere
Fibonacci consecutive, contradicµie (conform teoremei 14) în cazul în care (fm, fn) > 1.

Cazul (fm, fn) = 1 este trivial. Rezult  c  (fm, fn) |fa , ceea ce trebuia demonstrat.
Teorema 16. Dac  p 6= 5 este un num r prim impar, atunci p |fp−1 sau p |fp+1 .

Lema 1.

(
p− 1

n

)
≡ (−1)n mod p, 1 6 n 6 p− 1.

Demonstraµie. (p − 1)(p − 2)...(p − n) ≡ (−1)(−2)...(−n) ≡ (−1)nn! mod p, rezult 
concluzia.

Lema 2.

(
p+ 1

n

)
≡ 0 mod p, 2 6 n 6 p− 1.

Demonstraµie. (p+1)(p)(p−1)...(p−n−2) ≡ (1)(0)(−1)...(−n) ≡ 0 mod p, rezult  lema.
Demonstraµia teoremei. Din teorema 2. avem:

fn =
1

2n−1

((
n

1

)
+ 5

(
n

3

)
+ 52

(
n

5

)
+ ...+ 5

n−2
2

(
n

n− 1

))
.

Din lema 1:

2p−2fp−1 ≡ p− 1− (5 + 52 + ...+ 5
p−3
2 ) ≡ −

5
p−1
2 − 1

4
mod p.
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Din lema 2:
2pfp+1 ≡ p+ 1 + 5

p−1
2 ≡ (5

p−1
2 + 1) mod p.

Din cele dou  relaµii de mai sus obµinem:

22pfp−1fp+1 ≡ −(5p−1 − 1) mod p.

Din mica teorem  a lui Fermat, 5p−1 ≡ 1mod p, pentru p 6= 5 ³i teorema este demonstrat .

Not . Punctul de plecare al acestui articol l-a constituit r spunsul dat de dl. prof. dr. Ioan
Tomescu (Membru Corespondent al Academiei), Secretarului General al S.S.M.R din România dl.
prof. Mircea Trifu, în Gazeta Matematic  nr.12/ 2007, la întrebarea:

M.T.: ,,Mai sunt dispu³i tinerii de ast zi s  înveµe matematica?�
I.T.: ,,Dac  vom ³ti s  prezent m aceast  ³tiinµ  ca pe o frumoas  provocare a spiritu-

lui mereu n scocitor, este posibil ca tinerii s  ajung  s  înteleag  frumuseµea ³i profunzimea unui
raµionament matematic. �i mai trebuie ca profesorii s  �e capabili s  prezinte elevilor impactul
matematicii asupra întregii dezvolt ri ³tiinµi�ce contemporane, conexiunile dintre matematic  ³i in-
formatic  ³i aplicaµiile acestora, de exemplu, în criptogra�e, în studiul genomului uman, în comerµul
electronic.�
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Grupul �colar Tehnic ,,Sf. Mucenic Sava�,
Berca, Buz u

Câteva amintiri despre Societatea de �tiinµe Matematice din România

de Vasile �ugulea

Drumul vieµii mele s-a interferat de multe ori cu cel al S.S.M. în cei aproximativ 50 de ani
de activitate didactic . De aceea, la solicitarea prof. dr. Dan Brânzei am acceptat cu gratitudine
s  scriu un articol despre S.S.M., mal ales c  pe dumnealui îl cunosc înc  de când era elev la
liceul Negruzzi din Ia³i, coleg de clas  cu nepotul meu Viorel Barbu, într-o clas  celebr  prin
numele mari de matematicieni ce ³i-au primit prima formaµie matematic  aici, sub îndrumarea
profesorului Colibaba.

Enunµ un truism când a�rm c  S.S.M. a avut, vreme de mai bine de un secol, un rol
determinant în formarea profesorilor de matematic , în întreµinerea entuziasmului elevilor pentru
înv µarea matematicii, în informarea celor interesaµi de matematic  cu progresele ³tiinµei matema-
tice, progrese care au fost capitale în secolul 20.

Personal, am avut de câ³tigat de pe urma acµiunilor S.S.M. În 1939, elev �ind în clasa
IV-a la Liceul M. Kog lniceanu din Vaslui, profesorul nostru de matematic  Emanoil Gaiu, ne-a
prezentat, într-un fel de cerc de matematic , Gazeta matematic  ³i Revista de la Timi³oara. �i,
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chiar dac  au urmat anii grei ai r zboiului cu toate privaµiunile sale, Gazeta a continuat s  apar 
aproape mai regulat decât în deceniul 1980-1990!

Dup  ce am intrat în înv µ mânt, în 1950, ca profesor am luat cuno³tinµ  de acµiunile
S.S.M., în special cele legate de organizarea ³i participarea cu elevii la olimpiadele de matematic .

Din 1956 am fost ales secretar al Filialei S.S.M. din regiunea Bârlad, pre³edinte �ind pro-
fesorul David Haim, decedat în 1970 în Israel.

În aceast  calitate, am organizat olimpiadele cu diferitele lor etape, dar ³i multe activit µi
menite s  ajute preg tirea profesorilor de matematic :

� cursuri ³i consultaµii pentru profesorii debutanµi;
� conferinµe ale cadrelor universitare din Ia³i sau Bucure³ti, dintre care amintesc pe prof.

Mendel Haimovici, prof. Gh. Ghiorghiev, prof. Ilie Popa, dar ³i mai tinerii profesori Radu Miron,
Nicolae Luca, Vasile Cruceanu, Teodor Dr g nel.

Aceste vizite se transformau în adev rate s rb tori ale matematicii pentru noi, profesorii
din Bârlad, ³i erau de real ajutor, dat �ind faptul c  în 1957 se introduseser  noi programe de în-
v µ mânt menite s  aduc  înv µ mântul românesc în contemporaneitate (se ³tie c  în perioada 1951-
1956 în licee se utilizau programe preluate de la sovietici, programe ce întorceau ³coala româneasc 
în urm  cu circa 70 de ani!)

S-a instalat astfel o adev rat  tradiµie ³i, periodic, la Bârlad veneau de acum ³i tinerii
matematicieni formaµi la Ia³i sau Bucure³ti care vor deveni nume de referinµ  pentru matematica
româneasc  precum: Constantin Corduneanu, Viorel Barbu, Dan Brânzei, Vasile Oproiu ³i mulµi
alµii.

Pentru mine, memorabile au r mas cursurile de var  organizate de S.S.M. la Predeal, Bra³ov
sau Suceava, unde timp de o lun  de zile, audiam matematicieni celebri, dar ³i speciali³ti din alte
domenii. Prelegerile lor, ca ³i seminariile ce urmau, au fost extrem de importante pentru informarea
³i formarea noastr  profesional .

Sub conducerea competent  a S.S.M. de c tre acad. Grigore Moisil am avut prilejul s 
ascult expuneri memorabile ale acad. Miron Nicolescu, Octav Onicescu, Gh. Mihoc, Mendel

Haimovici ³i mulµi, mulµi alµii.
Amintesc doar dou  din aceste expuneri:
Cred c , în 1963, ambasadorul României la Paris, la un simpozion pe teme de probabilit µi

³i statistic  ar ta c , în scopuri profesionale, participa la simpozioane medicale ³i de cele mai multe
ori urm rea greu expunerile din cauza aparatului matematic folosit în argumentaµie de expozanµi.
A fost un exemplu pe care l-am folosit în lecµiile mele pentru a convinge elevii amatori de cariere
umaniste sau medico-farmaceutice c  trebuie s  înveµe matematica.

Un alt exemplu care m-a impresionat a fost o expunere a acad. Gh. Vrânceanu care la
un moment dat l-a prezentat pe asistentul s u Costake Teleman ca �ind un str lucit tân r savant
în domeniul Geometriei Riemaniene ³i i-a propus chiar atunci s  dezvolte ideile pe care tocmai le
enunµase. Mi s-a p rut un gest generos ³i de respect pentru tinerii savanµi.

Ca s  conchid, cursurile de var  organizate de c tre S.S.M. au fost prilej de reluare ³i
aprofundare a cuno³tinµelor dobândite la Facultate, foarte necesare pentru c  începând din 1965,
în programele de liceu î³i f cuser  loc lecµiile de teoria probabilit µilor ³i statistic , dar ³i structurile
algebrice.

Ori, pentru mulµi profesori, lucrurile p reau aproape insurmontabile!
De-a lungul acelor ani, S.S.M. are meritul de a � întreµinut interesul elevilor ³i profesorilor

pentru Gazeta Matematic  ³i Fizic  ³i apoi G.M.
Apariµia lunar  a gazetei era a³teptat  cu foarte mare interes, ³i aceasta pentru c  Gazeta

Matematic  constituia, cel puµin pentru noi profesorii din provincie, mica fereastr  prin care puteam
privi la ceea ce însemna înv µ mântul matematic în afara hotarelor µ rii.

Încetul cu încetul Gazeta a sc pat de ,,tirania� geometriei triunghiului, de nesfâr³itele ega-
lit µi sau inegalit µi trigonometrice. �i-au f cut loc tot mai multe probleme de teoria numerelor,
de analiz  matematic , de probabilit µi ³i, mai ales, de algebr  modern .

Noµiunile de mulµime ³i de funcµie au devenit esenµiale în de�nirea ³i dezvoltarea cuno³tin-
µelor matematice ale elevilor.

Îmi place s  cred c  un rol esenµial l-a avut acad. Miron Nicolescu, pre³edinte al Academiei
Române în acea perioad .

În ce m  prive³te m-am simµit obligat, în întreaga mea activitate la catedr , dar ³i în afara
clasei, s  transmit cuno³tinµele ce le dobândisem, dar ³i spiritul magi³trilor ce m-au format:
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� la lecµiile de analiz  matematic  m-a însoµit permanent µinuta, chipul luminos, eleganµa
expunerii marelui profesor Miron Nicolescu

� la lecµiile de geometrie analitic , puµine câte erau, prezentam personalitatea bonomului
moldovean, prof. Gh.Vrânceanu care transpira în efortul pe care îl f cea la catedr  pentru a se face
cât mai înµeles ³i pe care eu în lecµia introductiv  îl prezentam ca cel mai mare geometru român al
vremii!

Expunerile echilibrate, cu limpezime de cristal µinute de prof. Octav Onicescu m-au însoµit
toat  viaµa.

I-am r mas profund recunosc tor prof. Dan Barbilian pentru cursul opµional de Teoria lui
Galois atunci când, în 1965, s-au introdus primele cuno³tinµe de structuri algebrice ³i care pentru
mulµi profesori care nu le studiaser  în Facultate au reprezentat di�cult µi insurmontabile.

�i a³ putea spune cuvinte de recuno³tinµ  despre toµi profesorii pe care i-am avut la Facul-
tate.

Ultimele decenii de activitate le-am desf ³urat la Colegiul Naµional ,,Gh. Ro³ca Codreanu�
din Bârlad. O spun cu satisfacµie �indc  aici s-a creat, în timp, o tradiµie în ce prive³te înv µarea
matematicii. Actualii profesori Marian Tetiva, Dumitru Mihalache, Valeriu Bra³oveanu, Gabi
Ghidoveanu, sunt o prezenµ  activ  la Gazeta Matematic  prin articole ³i probleme propuse, dar
mai ales prin antrenarea elevilor în utilizarea revistei în preg tirea lor pentru concursuri.

În încheiere a³ dori s  fac ³i o propunere. Prin 1988 am citit într-o lucrare editat  de
Academia Român  un articol scris de Nicolae Teodorescu, în care ar ta c  pentru secolul 21 el vede
o dezvoltare a matematicii în direcµia studierii fractalilor.

Dup  1990 mi-au parvenit mai multe studii ³i articole pe aceasta tem  din care amintesc
acela scris de Solomon Marcus, dar ³i o culegere de comunic ri µinute la un simpozion organizat la
Universitatea PARIS 7 pe tema ,,Dimensiunea fractal  � Dimensiunea Haussdorf fracµionar �.

Printre articole era unul semnat de prof. Ciprian Foia³ ³i înc  doi colaboratori, articol care
era citat în multe comunic ri ale unor cercet tori din diferite domenii de activitate.

Dup  cum se ³tie Teoria fractalilor î³i are originea în lucr rile lui Benoit Mandelbrot

,,Geometria fractal  ³i obiecte fractale�. Teoria fractalilor î³i propune s  rezolve probleme pe care
matematica le evit .

La baz  au stat îns  lucr rile lui Cantor, Peano, Hilbert, Koch ³i alµii, care puneau în
evidenµ  funcµii continue ³i peste nederivabile.

Poate c  în Gazeta Matematic  ³i-ar putea face loc ³i prezentarea unor noµiuni din aceast 
nou  teorie a fractalilor despre care B. Mandelbrot spune c  nu este matematic , dar este obligat
s -i foloseasc  aparatul ³i care sper  s -l fac  mai celebru decât Albert Einstein.

�i astfel aceste cuno³tinµe ar putea constitui obiectul unor opµionale propuse de c tre pro-
fesori în cadrul curricumului la decizia ³colii.

Colegiul Naµional ,,Gheorghe Ro³ca-Codreanu�
din Bârlad

MANIFEST�RI �TIIN�IFICE

Al Optulea Seminar Româno-German de

Teoria Aproxim rii ³i Aplicaµii, Sibiu, 28 mai - 1 iunie 2008

Ajuns la a opta ediµie, Seminarul Româno-German de Teoria Aproxim rii ³i Aplicaµii
(RoGer) continu  o tradiµie deja bine statornicit  cu începere din 1994 [1. Cluj-1994, 2. Cluj-1996,
3. Sibiu-1998, 4. Bra³ov-2000, 5. Sibiu-2002, 6. B i³oara- 2004, 7. Königswinter (Germania)-2007].

Desf ³urarea în 2008, la doar un an dup  ediµia precedent , amânat  din 2006 în 2007, a fost
hot rât  pentru a repune în funcµiune desf ³urarea în anii pari, a³a cum începuse. Ca ³i la ediµia
precedent , am resimµit cu profund regret absenµa a doi dintre iniµiatorii din 1994 a Seminarului,
regretaµii conf. dr. Luciana Lupa³, decedat  în 2006 ³i regretatul prof. dr. Alexandru Lupa³,
decedat în 2007.

Organizat în cele mai bune condiµii de c tre Universitatea Lucian Blaga ³i de c tre Depar-
tamentul de Matematic  al acestei Universit µi, seminarul, g zduit în cl direa Rectoratului, s-a
desf ³urat în cele mai bune condiµii. Au fost prezentate trei conferinµe plenare, de c tre profesorii
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Heiner Gonska (Germania), unul dintre iniµiatorii din 1994, Gancho Tachev (Bulgaria) ³i Ioan
Gavrea.

De asemenea, au fost prezentate 24 de comunic ri pe secµiuni, de c tre profesori sau ma-
tematicieni: I. Nikolova (Bulgaria), R. P lt nea, M. Acu, T. Zapryanova (Bulgaria), S. Gal, E.
C. Popa, A. Vernescu, I. Popa, D. Simian, A. Halho³, D. Pop, E. Constantinescu, A. Branga,
M. Olaru, C. Gheorghiu, M. Ivan, I. Chiosean, V. Mihe³an, B. Gavrea, D. Acu, M. Boncuµ, F.
Sofonea, I. �incu, N. Seceleanu.

O frumoas  excursie a permis continuarea direct  a convorbirilor din timpul seminarului;
excursia a cuprins vizitarea Muzeului Satului din Sibiu ³i a Muzeului Icoanelor pe sticl  din Sibiel
(cel mai mare din lume de acest fel).

Prin toat  organizarea ³i desf ³urarea sa, Seminarul a constituit o frumoas  ocazie de
comunicare între matematicieni ³i îi dorim multe succese în continuare.

Andrei Vernescu

Semicentenarul Institutului de Calcul Numeric Tiberiu Popoviciu

din Cluj-Napoca, 7-10 mai 2008

În cadrul zilelor academice clujene a avut loc un frumos eveniment aniversar, dedicat uneia
din marile realiz ri instituµionale de acum o jum tate de secol, în�inµarea Institutului de Calcul
Numeric din Cluj, al Academiei, în urma str daniilor lui Tiberiu Popoviciu.

Sub pre³edinµia de onoare a acad. Dimitrie D. Stancu, manifestarea s-a bucurat de girul
unui prestigios Comitet ³tiinµi�c format din Acad. M. Iosifescu, vicepre³edinte al Academiei
Române, Acad. I. Cuculescu, Acad. D. D. Stancu, Prof. dr. P. Blaga, Prof. dr. �t. Cobza³, Prof.
dr. Gh. Coman, Prof. dr. M. Ivan, C. S. I. dr. G. Marinoschi, Prof. dr. �t. M ru³ter, Prof.
dr. M. Megan, Prof. dr. T. Precupanu, Prof. dr. I. Ra³a. Comitetul de organizare a fost format
din cercet tori ai institututlui: I. P v loi (director), C. Must µa, E. C tina³, C. Vamo³, M.-C.

Anisia, M. Cr ciun, D. Otrocol, C. Revnic, C.-I. Gheorghiu.
La festivitatea de deschidere au f cut frumoase evoc ri: Acad. C. Mure³an, pre³edintele

Filialei Cluj-Napoca a Academiei Române, C. S. I dr. I. P v loiu, directorul institutului, Acad.
D.D. Stancu, Prof. dr. A. Petru³el, Prof. dr. �t. M ru³ter, C. S. I. dr. �t. �igan.

În cele trei zile de lucr ri au fost susµinute ³ase conferinµe în plen de c tre profesorii S. A.
Plata (Spania), I. K. Argyros (S. U. A.), R. Beuwens (Belgia), Acad. I. Cuculescu (România) B.
Lafuerza-Guillén (Spania), T. Precupanu (România). Au mai fost susµinute numeroase comunic ri,
de c tre (în ordinea prezent rii) J. Tanner, M. Ivan, C. Cartis, R. Precup, C. Popa, S. Gal, M.

Anisiu, �t. M ru³ter, V. Berinde, C. Popîrlan, O. Cira, E. C tina³, S. Bica, L. Savu, A. Vernescu,
P. Pop, F. Popovici, T. Trif, N. Pop, N. Sucu, �t. �igan, D. Marian, I. Ra³a, �t. Cobza³, C.
Must µa, R. Haeltermann, I. P v loiu,M. Mihoc, D. Pop, S. Tabatabei, R. D. Ene, C. I. Gheorghiu,
C. Revnic, A. Diaconu, A. Craicu, M. Cr ciun.

În ziua de 10 mai a avut loc o frumoas  excursie la Castelul Jidvei.
Cu prilejul anivers rii Institutului, care într-o jum tate de veac a avut importante realiz ri

³i a înfruntat nu puµine vicisitudini, ur m membrilor s i noi ³i frumoase succese.

Andrei Vernescu

DIN VIA�A SOCIET��II

Concursul Interjudeµean de Matematic  Danubius,

Ediµia a doua, Corabia, 10 mai 2008

A�at la a doua ediµie, concursul interjudeµean de matematic  Danubius a fost organizat de
Inspectoratul �colar Judeµean Olt, Filiala Corabia a S.S.M.R., Colegiul Naµional Alexandru Ioan
Cuza ³i �coala cu clasele I-VIII, nr 3, ambele din Corabia.

Concursul s-a bucurat de un curs ascendent al particip rii, faµ  de prima ediµie, de anul
trecut. El s-a desf ³urat sub patronajul ³tiinti�c al conf. univ. dr. Andrei Vernescu, iar reu³ita de
anul acesta a fost marcat  de str daniile deosebite ale prof. dr. Dorin M rghidanu, pre³edintele
Filialei Corabia a S.S.M.R. ³i director al Colegiului Naµional Al. I. Cuza, cât ³i ale prof. Nicolae
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Tomescu, directorul ³colii cu clasele I-VIII, nr. 3 din localitate. Aceste str danii au fost nu
numai cele de ordin organizatoric (³i ³tim cât de solicitante sunt !), dar ³i de ordin ³tiinµi�c, cei
doi profesori contribuind din plin la propunerea subiectelor. Valori�cându-se concentrarea unui
însemnat num r de profesori veniµi pentru corectarea lucr rilor, a fost organizat  o mas  rotund 
pe teme de înv µ mânt al matematicii, având ca moderator pe prof. dr. Dorin Marghidanu ³i �ind
animat  de prof. Alexandru Popescu-Zorica ³i conf. dr. Andrei Vernescu.

O scurt  dar reu³it  excursie pe Dun re, oferind oaspeµilor din alte judeµe posibilitatea
de a admira frumoasele priveli³ti ale locului, a prilejuit ³i continuarea convorbirilor pe teme de
specialitate, începute la masa rotund .

În încheiere, ur m Concursului interjudeµean de matematic  Danubius, devenit deja tradi-
µional, frumoase succese ³i la ediµiile viitoare !

Dan Coma

REVISTA REVISTELOR

Recreaµii Matematice

Num rul 1 din 2008 al revistei ,,Recreaµii Matematice� marcheaz  un eveniment de seam 
în istoria culturii române³ti, anume împlinirea a 125 de ani de la prima apariµie a revistei ie³ene
,,Recreaµii ³tiinµi�ce� (1883-1888). Evenimentul este marcat prin publicarea unui editorial cu titlul
,,Recreaµii ³tiinµi�ce � 125 de ani de la apariµie� � semnat de Temistocle Bârsan ³i Dan Tiba

� ³i care a fost reprodus în precedentul num r al revistei noastre, în cadrul rubricii de Istoria
matematicii. De asemenea, tot pentru a marca evenimentul, Asociaµia ,,Recreaµii Matematice� a
reu³it reeditarea integral  a colecµiei revistei, atât în format tip rit cât ³i electronic, f când � prin
aceasta � un adev rat gest de cultur  care, sper m, va crea un precedent ³i o emulaµie printre cei
interesaµi de revigorarea istoriei ³i tradiµiilor noastre culturale.

În alt  ordine de idei, nu putem decât rea�rma calitatea ³i interesul stârnit de articolele ³i
notele publicate, adev rate bijuterii ³tiinµi�ce sau informative. Vom cita doar câteva din bogatul
sumar: ,,Polinoame Fibonacci, polinoame ciclotomice� (L. Stugariu, C. Stugariu), ,,Submulµimi ale
unei mulµimi �nite ³i matrici binare� (A. Reisner), ,,O problem  de combinatoric  destul de grea�
(M. Tetiva), ,,O clas  de inegalit µi� (M. Dicu, L. Tuµescu), ,,Despre numerele reale algebrice� (S.
Boga), ,,O ra�nare a inegalit µii dintre media aritmetic  ³i cea logaritmic � (M. Bencze), ,,A study
of a new geometric inequality� (C. J. Zhao) etc.

Dan Radu

Revista de Matematic  din Timi³oara

Ultimul num r ap rut (nr. 1/2008) al R. M. T. este un num r omagial, dedicat împlinirii
a 125 de ani de la na³terea lui Traian Lalescu � fondatorul revistei.

El debuteaz  cu un amplu ³i documentat editorial � cu titlul ,,O culme a cercet rii române³ti:
Traian Lalescu�, semnat de acad. Solomon Marcus � în care autorul, distins om de cultur  ³i
matematician, practic  o interesant  etapizare a generaµiilor de matematicieni români, stabilind
interesante corelaµii cu diver³i oameni de cultur  ³i art  congenari cu ace³tia. Direcµia fenomenului
cultural mi se pare extrem de pertinent  ³i informat  istoric, plasarea lui Traian Lalescu în contextul
³tiinµi�c, social ³i istoric �ind extrem de natural  ³i �reasc . Desigur, materialul � cu toate cele
datorate profesorului Solomon Marcus � întrune³te, la superlativ, toate acele coaliµii care fac dintr-
un text al domniei sale o adev rat  jubilaµie pentru cititor: claritate, concizie, eleganµa exprim rii,
informaµie corect  ³i bogat .

În �ne, vom încheia aceast  succint  prezentare a revistei amintind titlurile celor dou  note
matematice publicate în prezentul num r: ,,Existenµa limitei unui ³ir invers� (D. �t. Marinescu ³i
V. Cornea), ,,În leg tur  cu teorema lui Ptolomeu, Simson ³i Pompeiu� (G. Mihai).

Dan Radu

Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor

din judeµul Cara³-Severin
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Neobositul profesor Lucian Dragomir din Oµelu Ro³u ne-a expediat nr. 28 (an IV � 2008)
al revistei ce apare la Re³iµa.

Iat  titlurile câtorva materiale inserate în prezentul num r: ,,Generalizarea unor probleme
date la Olimpiada de Matematic  � 2006� (S. ³i M. Monea), ,,Probleme de minim ³i de maxim�
(I. �elaru), ,,Omotetii� (P. Neagoe ³i L. Dragomir) etc.

Interesant mi s-a p rut ³i materialul ,,Caracteristici cantitative în limba vorbit  / scris �
semnat de M. Lucu, în care sunt conµinute o serie de date (cu caracter numeric) privind frecvenµa
utiliz rii anumitor litere într-o limb , frecvenµa apariµiei fonemelor într-un text de o natur  sau
alta.

Dan Radu

Creaµii matematice, seria B

Revista sucevean  editat  de ,,Societatea ³tiinµi�c  Cygnus� sub direcµia profesorului Ion
Bursuc a intrat în al doilea an de apariµie. Recent am primit num rul 2/2007 al publicaµiei care
începe s -³i contureze un cerc de colaboratori de marc  dintre profesorii cu vechi preocup ri în
publicistica matematic  preuniversitar  din µara noastr .

Iat  titlurile câtorva materiale inserate în acest num r ,,Asupra unor probleme din Gazeta
Matematic � (I. Bursuc), ,,Asupra calculului unor integrale� (D. M. B tineµu-Giurgiu ³i I. Bursuc),
,,O clas  de ecuaµii funcµionale� (A. Sandovici), ,,Dou  demonstraµii scurte pentru inegalitatea
mediilor� (D. M rghidanu), ,,O relaµie metric  în triunghi� (O. Pop ³i Gh. Szöllösy) etc.

De asemenea, trebuie subliniat faptul c  problemele propuse, f r  a � în num r foarte mare,
sunt destul de variate ³i cu enunµuri interesante.

Dan Radu

Revista de matematic  ³i informatic 

De la Constanµa am primit numerele 1 ³i 2 din 2008 ale ,,Revistei de matematic  ³i infor-
matic �, ce apare trimestrial în localitate.

Desigur, am avut prilejul în mai multe rânduri s  prezent m revista const nµean  care, �ind
în al optulea an de apariµie, ³i-a g sit un loc propriu printre publicaµiile locale de pro�l, de�nindu-³i
un cerc de cititori ³i colaboratori destul de larg datorit  calit µii problemelor inserate în spaµiul
editorial. M rturie a acestui fapt stau pe de o parte amplele liste de redactori ³i colaboratori, iar,
pe de alt  parte � numero³ii rezolvitori al c ror nume este publicat în revist .

Cele dou  numere pe care le avem la dispoziµie conµin dou  foarte interesante note semnate
de prof. univ. dr. Ion Cucurezeanu � unul dintre coordonatorii revistei intitulate, respectiv
,,O condiµie ca o expresie s  �e cub perfect� ³i ,,Ecuaµii exponenµiale rezolvate prin ecuaµia lui
Rolle�. De asemenea, vom mai menµiona (din nr. 2/2008) ³i nota ,,Demonstraµii elementare ale
unor inegalit µi integrale ³i unele aplicaµii ale acestora� datorat  profesorului Tudorel Lupu.

În �ne, o observaµie formal  pe care am vrea s  o facem este c  variaµia � pe alocuri � a
corpului de liter  cu care este culeas  revista altereaz , când ³i când, aspectul estetic al acesteia.
Ar � necesar  o mai mare atenµie când se face corectura.

Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

Din Baia Mare am primit volumul 17 (2008) al Lucr rilor Seminarului de Creativitate
Matematic , editat de Departamentul de Matematic  ³i �tiinµa Calculului al Universit µii de Nord
din localitate.

Revista reune³te, ca de obicei, un mare num r de articole cu caracter ³tiinµi�c datorate unor
matematicieni români sau str ini. Vom prezenta titlurile câtorva dintre acestea, cu menµiunea c 
selecµia este destul de arbitrar  ³i subiectiv : ,,About Simpson-type and Hermite-type inequalities�
(M. Bencze, Z. Changjian), ,,Anticommutativity in the ring of square matrices of the second order
with complex entries� (C. Mortici), ,,The inclusion-exclusion principle and the pingeonhole principle
on distributive lattices� (V. Pop), ,,A note on the Nagel and Gergonne points� (D. Andrica, K. L.
Nguyen), ,,Some repartitions results by inversion� (D. Brânzei, C. Mortici).

Dan Radu
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RECENZII

ROLF NEVANLINNA, VEIKKO PAAJERO, Introduction to Complex

Analysis, Second Edition, AMS CHELSEA PUBLISHING, Providence,

Rhode Island, 2007

O nou  carte de analiz  complex  poate � rev zut  în repertoriul internaµional dedicat
domeniului, domeniu în care ³i în România exist  valoroase tratate deja clasice, începând cu
faimoasele ,,Lecµiuni de teoria funcµiunilor� ale lui David Emmanuel, (în dou  volume), iar apoi
,,Teoria funcµiilor de variabil  complex � (în dou  volume) de Simion Stoilow, cu volumul al doilea
scris în colaborare cu d-na. acad. prof. Cabiria Andreian-Cazacu, c rµile lui A. Angelescu, Th.
Angheluµ , Gh. C lug reanu, O. Mayer, N. Cior nescu, C. Iacob ³i altele. În literatura matema-
tic  internaµional  exist , de asemenea, multe c rµi remarcabile de analiz  complex  (L. Ahlfors,
H. Cartan, J. Dieudonné, S. Lang, W. Rudin, E. Titchmarsh, M. Lavrentiev ³i B. Shabat, A.
Sveshnikov ³i A. Tikhonov ³i multe altele).

Primul autor, Rolf Nevanlinna (l895-1980) a fost unul dintre cei mai mari matematicieni
ai lumii din secolul XX; el este cunoscut în special datorit  teoriei distribuµiei valorilor funcµiilor
meromorfe, care ast zi îi poart  numele ³i care ar putea � privit  ca o substanµial  continuare,
într-un spirit nou, a teoriei lui Picard, dar ³i prin contribuµii remarcabile în domeniul suprafeµelor
riemanienne. Continuator al lui Myrberg ³i Lindelöf, Nevanlinna a fost, printre altele, îndrum -
torul tezei de doctorat a lui Lars V. Ahlfors, primul medaliat Fields, cu prilejul Congresului de
la Oslo din 1936, al matematicienilor, ³i a fost, pentru mulµi ani, pre³edintele Asociaµiei mondiale
a matematicienilor (pentru o documentare mai complet , a se vedea, de exemplu, lucrarea Rolf

Nevanlinna. On the Occasion of the Centennial Colloquium in Joensuu, August 1-5, 1995, Walter
de Gruyter, Berlin, New-York, 1995). De asemenea, Nevanlinna a sprijinit mult desf ³urarea Semi-
nariilor Româno-Finlandeze de Analiz  complex  într-o perioad  di�cil ; a fost, personal, de mai
multe ori la Bucure³ti.

Un tratat pentru care cel puµin unul dintre autori este un ilustru matematician � creator,
având realiz ri de prim  m rime în domeniu, nu poate � decât de mare interes.

Cartea pe care o prezent m este bazat  pe conferinµele µinute de autori la Universitatea
din Helsinki ³i la Universitatea din Zürich ³i este o reluare a traducerii din 1968 a ediµiei germane,
Einführung in die Funktionentheorie, publicat  la Birkhäuser, Basel, în 1964. Desf ³urat  în
17 capitole, pe 350 de pagini ³i având 55 de �guri, cartea constituie o excelent  prezentare a
problematicii esenµiale a analizei complexe. Conµine urm toarele capitole:
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1. Conceptul de funcµie analitic 
2. Propriet µile generale ale funcµiilor raµionale
3. Transform ri liniare
4. Aplicaµii prin funcµii raµionale de ordinul al doilea
5. Funcµia exponenµial  ³i inversa sa. Puterea general 
6. Funcµiile trigonometrice
7. Serii in�nite cu termeni complec³i
8. Integrarea în domeniul complex. Teorema lui Cauchy
9. Formula integral  a lui Cauchy ³i aplicaµii
10. Teorema reziduurilor ³i aplicaµiile sale
11. Funcµii armonice
12. Prelungirea analitic 
13. Funcµii întregi
14. Funcµii periodice
15. Funcµia Gamma a lui Euler
16. Funcµia zeta a lui Riemann
17. Teoria aplicaµiilor conforme.
Asupra acestei c rti, profesorul Cli�ord Earle, de la Universitatea Cornell scria: ,,It really

is a gem, both in terms of its table of contents and the level of discussions�, iar profesorul William

Abiko�, de la Universitatea Connecticut nota ,,This book has a soul and has passion�.
Andrei Vernescu

EDUARD D�NCIL�, IOAN D�NCIL�, Ghidul înv µ torului,

Editura IULIAN, Bucure³ti, 2008

Lucrarea elaborat  de profesorul Ioan D ncil , în colaborare cu �ul s u Eduard D ncil ,
reprezint  încununarea efortului depus de autor pe parcursul multor ani în vederea perfecµion rii
³i moderniz rii înv µ mântului matematic în clasele primare, în scopul încadr rii acestuia pe coor-
donatele europene contemporane.

Volumul debuteaz  cu o captatio benevolentiae � o scrisoare deschis  � adresat  unei în-
v µ toare, în care autorii încearc , pe un ton colocvial, s  atrag  atenµia asupra importanµei actului
de înv µ mânt � în general � ³i asupra rolului jucat de matematic  în cadrul acesteia � în mod
special.

Totodat , autorii m rturisesc c  ,,ghidul de faµ  are ca obiectiv crearea, pentru �ecare
înv µ toare, a posibilit µii atât de dorite, de a s di ³i a cultiva încrederea în matematic  a micului
³colar�.

În prefaµa propriu-zis  � intitulat  sugestiv ,,Ce se întâmpl ?� � autorii încearc  o analiz 
a situaµiei pred rii matematicii în clasele primare, plecând de la ideea c , din ce în ce mai mult,
matematica predat  în ciclul primar este golit  de sens. Sunt idei în general corecte ³i unanim
acceptate, de care, îns , puµini µin seama în practica la catedr . Prefaµa se încheie, totu³i, într-o
not  optimist , autorii considerând c  înv µ torii sunt cei care trebuie ³i pot s  le redea elevilor
,,bucuria de a înv µa�.

Structurat  pe 15 capitole � ale c ror titluri, din lips  de spaµiu, nu le vom cita � lucrarea
se vrea un imbold, pentru înv µ tori, de a trece puµin dincolo de aspectul formal al lucrurilor, de
partea seac  ³i expozitorie a matematicii, redându-i acesteia locul �resc în viaµa individului ³i a
colectivit µii.

Scris  într-un limbaj pl cut ³i vioi, asezonat cu numeroase gra�ce ³i desene, volumul ar
trebui s  constituie o delectare pentru cititori. �i aici este bine ascuns secretul autorilor; se dore³te
de fapt câ³tigarea interesului înv µ torilor pentru matematic , pentru ca ace³tia, la rândul lor, s 
intreprind  demersurile necesare pentru a capta atenµia ³i interesul micilor elevi.

Oricum, autorii trebuie felicitaµi pentru elaborarea unei lucr ri interesante, atractive, ie³it 
din tiparele destul de anoste ale unui volum uzual de metodic  de tipul celor care au inundat, în
ultima vreme, piaµa româneasc  de specialitate.

Dan Radu
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EDUARD D�NCIL�, IOAN D�NCIL�, Matematica serve³te!,

Editura ERCPRES, Bucure³ti, 2007

Alegând drept titlu al volumului un slogan al regretatului profesor Grigore Moisil, cei
doi autori încearc  s  prezinte, în aceast  lucrare, o serie de aplicaµii, în viaµa de toate zilele, a
matematicii de gimnaziu.

Volumul se deschide, ca ³i cel prezentat anterior, cu o scrisoare, adresat  de aceast  dat 
elevilor, în care autorii încearc  s  explice, în cuvinte simple ³i bine alese, importanµa ³i utilitatea
matematicii în viaµa de zi cu zi.

Aplicaµiile prezentate sunt împ rµite în 11 categorii (capitole), �ind judicios selectate ³i
ilustrate prin exemple ³i exerciµii. Ceea ce este interesant este faptul c  autorii încearc  � ³i adesea
izbutesc � s  str pung  rutina de mult încet µenit  a a³a ziselor ,,aplicaµii� ale matematicii preluate
de zeci ³i zeci de ani de un autor de la altul, venind cu idei noi, ancorate în realitatea actual .

Numeroasele informaµii istorice, comentariile suculente ³i pertinente dau o savoare deosebit 
volumului, stârnind interesul cititorului � �e el mic sau mare � ³i incitându-l s -³i formuleze singur
alte probleme similare.

Consider m c  volumul este extrem de interesant ³i perfect accesibil elevilor de gimnaziu
³i recomand m folosirea lui de c tre ace³tia ³i de c tre profesorii lor.

Dan Radu

PO�TA REDAC�IEI

Ovidiu Pop � C. P. 514, O. P. 5, 440310 Satu Mare. Am primit problema propus  de
dumneavoastr . Colegiul Redacµional va decide în ce m sur  este publicabil  sau nu.

Mihail Bencze � Str. H rmanului, nr. 6, 505600 S cele. Am primit problema propus  de
dumneavoastr  ³i o vom supune atenµiei Colegiului Redacµional.

Bogdan Chiriac � Facultatea de Matematic  a Universit µii Al. I. Cuza din Ia³i ³i Vasile
Chiriac, str. N. B lcescu, nr. 1, sc. B, ap. 106, 600050 Bac u. Articolul dumneavoastr  intitulat
,,Asupra m rginirii ³i monotoniei ³irurilor� va � supus atenµiei Colegiului Redacµional care va decide
asupra oportunit µii public rii lui.

M rioara Cost chescu � Liceul cu program sportiv din Roman. Am primit articolul
dumneavoastr  cu titlul ,,Semni�caµia cre³tin  a numerelor�. Colegiul Redacµional va studia în ce
m sur  este publicabil sau nu.

Mihai Croitoru � Colegiul tehnic Danubiana din Roman. Articolul dumneavoastr  cu
titlul ,,Elipsa, hiperbola ³i parabola metric � va � supus atenµiei Colegiului Redacµional.

Marian Tetiva � Colegiul Naµional ,,Gheorghe Ro³ca-Codreanu� din Bârlad. Nota dum-
neavoastr  intitulat  ,,Leg turi nea³teptate� va � publicat  într-unul din viitoarele numere ale
revistei.

Theodor Stihi, Mircea Olteanu � Universitatea Politehnic  din Bucure³ti. Materi-
alul dumneavoastr  cu titlul ,,Concursul internaµional de matematic  pentru studenµi SEEMOUS,
Atena, 2008� va � studiat de Colegiul Redacµional în vederea public rii lui.

Jose Luis Diaz-Barrero, J. Gibergans-Bágnena � Applied Mathematics III, Univer-
sidad Politechnica de Catalunya, Barcelona, Spain. Articolul dumneavoastr  cu titlul ,,Inequalities
derived using telescopic summs� se a�  în atenµia Colegiului Redacµional, care va hot rî asupra
oportunit µii public rii lui.

Dan Radu

ERAT�

1. În G.M.-A nr. 1/20087, s-au strecurat urm toarele erori:
Dintr-o regretabil  eroare de tehnoredactare, ilustraµiile care trebuiau s  apar  la

pag. 77 ³i 78 au ap rut la pag. 82 ³i 83. Facem cuvenita recti�care cerând, pe aceast  cale,
scuze cititorilor.

Redacµia
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