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Abstract

In this note we present a new proof of Surányi's inequality.
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Dorim s  prezent m în aceast  not  o variant  de demonstrare a inegalit µii

lui Surányi ([1], [2], [4]). De³i mai complicat , ne-am propus s  facem aceast 

demonstraµie pentru c  socotim c  are o anume eleganµ  ³i, în plus, metoda folosit 

atac  inegalit µile pe care le demonstreaz  (adic  pe acelea omogene, inegalitatea lui

Surányi �ind de acest tip) în chiar esenµa lor, ar tând cum ele deriv  din identit µi

(c ci ³i identit µi se obµin pe aceast  cale, identit µi la care altfel cu greu am ajunge).

Este vorba de urm toarea

Propoziµie. Pentru orice numere pozitive a1, a2, . . . , an are loc inegalitatea
(lui Surányi)

(n− 1)(an
1 + an

2 + · · ·+ an
n) + na1a2 . . . an ≥

≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)(an−1
1 + an−1

2 + · · ·+ an−1
n ).

Demonstraµia o facem tot prin inducµie (ca în [2]), dar noi vom presupune

inegalitatea demonstrat  pentru orice num r p ∈ {1, 2, . . . , n} de variabile ³i o s 

ar t m c  are loc ³i pentru n + 1 variabile (veri�carea pentru n = 1 nu constituie

o problem , ba chiar inegalitatea se poate demonstra u³or ³i pentru n = 2, când
devine egalitate, sau pentru n = 3, inegalitate ce se nume³te a lui Schur, cum se

arat  ³i în [2]). Cu alte cuvinte, avem de demonstrat inegalitatea

n(an+1
1 + an+1

2 + · · ·+ an+1
n ) + (n+ 1)a1a2 . . . anan+1 ≥

≥ (a1 + a2 + · · ·+ an + an+1)(an
1 + an

2 + · · ·+ an
n + an

n+1),

pentru a1, a2, . . . , an, an+1 numere nenegative. Metoda pe care o vom utiliza este

numit  metoda norm rii în lucrarea [3]; ce înseamn  de fapt aceasta? Datorit  sime-

triei, putem presupune, f r  a restrânge generalitatea, c  an+1 este cel mai mic dintre

numerele a1, a2, . . . , an, an+1; mai mult, putem presupune c  el este strict pozitiv,

93



deoarece inegalitatea de mai sus cu an+1 = 0 deriv  f r  probleme din inegalitatea

lui Cebî³ev � convingeµi-v  de asta! Atunci rapoartele

a1

an+1
,

a2

an+1
, . . . ,

an

an+1

sunt mai mari sau egale cu 1 ³i prin urmare pot � exprimate în forma

a1

an+1
= 1 + x1,

a2

an+1
= 1 + x2, . . . ,

an

an+1
= 1 + xn,

unde x1, x2, . . . , xn sunt numere nenegative. Inegalitatea de demonstrat se dovede³te

a � echivalent  (dup  împ rµirea cu an+1
n+1 ³i desfacerea parantezelor de tip (1+xk)n+1

³i (1 + xk)n) cu

n

(
n+ 1 + C1

n+1

n∑
k=1

xk + C2
n+1

n∑
k=1

x2
k + · · ·+ Cn

n+1

n∑
k=1

xn
k +

n∑
k=1

xn+1
k

)
+

+(n+ 1)
(
1 +

∑
x1 +

∑
x1x2 + · · ·+

∑
x1x2 . . . xn−1 + x1x2 . . . xn

)
≥

≥
(
n+ 1 +

n∑
k=1

xk

)(
n+ 1 + C1

n

n∑
k=1

xk + · · ·+ Cn−1
n

n∑
k=1

xn−1
k +

n∑
k=1

xn
k

)
(a doua parantez  din membrul stâng conµine toate sumele simetrice formate cu

x1, x2, . . . , xn), inegalitate despre care trebuie s  dovedim c  este adev rat  pentru

orice x1, x2, . . . , xn ≥ 0 (folosind presupunerea de inducµie, conform c reia enunµul

propoziµiei este valabil pentru orice num r k ≤ n de variabile). Aceast  inegalitate

,,se sparge� în inegalit µile corespunz toare pentru componentele omogene (de acela³i

grad) din �ecare membru. Anume, este u³or de v zut c  termenii liberi � de grad 0

� din ambii membri (deci cei care nu conµin pe x1, x2, . . . , xn) sunt egali cu (n+1)2.
La fel, se stabile³te f r  di�cultate c  termenii de gradul întâi sunt, în cei doi membri

ai inegalit µii,

(n+ 1)2
n∑

k=1

xk.

Pentru 2 ≤ p ≤ n, termenii de grad p sunt, în membrul stâng

nCp
n+1

n∑
k=1

xp
k + (n+ 1)

∑
x1x2 . . . xp,

iar în dreapta

(n+ 1)Cp
n

n∑
k=1

xp
k + Cp−1

n

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k ;

deoarece (un calcul simplu)

nCp
n+1 − (n+ 1)Cp

n = (p− 1)Cp
n+1,
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inegalitatea de demonstrat pentru componentele de grad p, 2 ≤ p ≤ n, este

(p− 1)Cp
n+1

n∑
k=1

xp
k + (n+ 1)

∑
x1x2 . . . xp ≥ Cp−1

n

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k .

Ei bine, aceast  inegalitate este adev rat  ³i se obµine folosind (³i) inegalitatea

lui Surányi pentru p variabile (a³a cum presupunerea de inducµie ne permite), cum

se va vedea în continuare.

Pentru început s  observ m c  avem

Cp
n+1 =

n+ 1
p

Cp−1
n ,

astfel c  inegalitatea de demonstrat se poate scrie ³i în forma

n+ 1
p

(
(p− 1)Cp−1

n

n∑
k=1

xp
k + p

∑
x1x2 . . . xp

)
≥ Cp−1

n

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k . (1)

De asemenea, avem Cp−1
n = Cp−1

n−1 + Cp−2
n−1 ³i

Cp−1
n−1

n∑
k=1

xp
k =

∑(
xp

1 + xp
2 + · · ·+ xp

p

)
,

suma din partea dreapt  �ind extins  asupra tuturor submulµimilor cu p elemente

ale mulµimii celor n variabile x1, x2, . . . , xn; mai precis, aceasta este suma∑
1≤i1<i2<···<ip≤n

(xp
i1
+ xp

i2
+ · · ·+ xp

ip
),

pentru care prefer m, pentru comoditate, notaµia mai simpl  de mai sus (ceea ce

vom face mai departe cu �ecare sum  de acest tip). Rezult  c  în membrul stâng al

inegalit µii avem de fapt

n+ 1
p

(p− 1)Cp−2
n−1

n∑
k=1

xp
k +

n+ 1
p

∑(
(p− 1)(xp

1 + xp
2 + · · ·+ xp

p) + px1x2 . . . xp

)
,

expresie care se minoreaz  (pe baza inegalit µii lui Surányi aplicat  �ec rui grup de

p dintre cele n variabile) cu

n+ 1
p

(p− 1)Cp−2
n−1

n∑
k=1

xp
k +

n+ 1
p

∑
(x1 + x2 + · · ·+ xp)(x

p−1
1 + xp−1

2 + · · ·+ xp−1
p )

(sum  format , cum spuneam, din cei Cp
n termeni asem n tori cu cel scris, câte unul

pentru �ecare grupare de p dintre cele n variabile). Acum, un calcul pe care-l l s m

cititorului (de fapt, mai curând, un raµionament combinatoric) justi�c  egalitatea∑
(x1 + x2 + · · ·+ xp)(x

p−1
1 + xp−1

2 + · · ·+ xp−1
p ) =
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= Cp−1
n−2

n∑
k=1

xp
k + Cp−2

n−2

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k ;

mai folosim inegalitatea

n

n∑
k=1

xp
k ≥

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k

(care rezult  u³or, chiar pentru orice num r real p ≥ 1, cu inegalitatea lui Cebî³ev,
v. ³i mai sus, v. ³i [2]) ³i minor m, în cele din urm , membrul stâng al inegalit µii

(1) cu

n+ 1
p

(
(p− 1)Cp−2

n−1 + Cp−1
n−2

n
+ Cp−2

n−2

)
n∑

k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k .

Ce ne-a mai r mas de f cut? Evident, s  ar t m c  aceast  din urm  expresie

este mai mare sau egal  cu membrul drept al inegalit µii de demonstrat (1); iar,

deoarece �ecare xk este nenegativ, aceasta revine la inegalitatea corespunz toare

între coe�cienµii produselor

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xp−1
k , deci ne r mâne de ar tat c 

n+ 1
p

(
(p− 1)Cp−2

n−1 + Cp−1
n−2

n
+ Cp−2

n−2

)
≥ Cp−1

n

pentru n ³i p numere naturale, n ≥ p ≥ 2. (Pentru p = n va ap rea aici num rul

Cn−1
n−2 , dar aceasta nu reprezint  o problem : convenµional, dar ³i conform calculelor

f cute, acesta se înlocuie³te cu 0.)

Din identitatea combinatoric  de mai sus (luând pe x1, x2, . . . , xn egale, toate,

cu 1), sau prin calcul direct, obµinem

nCp−1
n−2 + n2Cp−2

n−2 = p2Cp
n;

de aceea avem

n2

(
(p− 1)Cp−2

n−1 + Cp−1
n−2

n
+ Cp−2

n−2

)
= (p− 1)nCp−2

n−1 + p2Cp
n =

= ((p− 1)2 + p(n− p+ 1))Cp−1
n = (pn− p+ 1)Cp−1

n .

Atunci

n2n+ 1
p

(
(p− 1)Cp−2

n−1 + Cp−1
n−2

n
+ Cp−2

n−2

)
=

(n+ 1)(pn− p+ 1)
p

Cp−1
n =

=
pn2 + n− p+ 1

p
Cp−1

n = n2Cp−1
n +

n− p+ 1
p

Cp−1
n = n2Cp−1

n + Cp
n,

deci

n+ 1
p

(
(p− 1)Cp−2

n−1 + Cp−1
n−2

n
+ Cp−2

n−2

)
= Cp−1

n +
Cp

n

n2
> Cp−1

n
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³i ne-am atins scopul!

De fapt (probabil cititorul a remarcat deja), diferenµa între membrul stâng ³i

cel drept al inegalit µii (1), unde am pus x1 = x2 = · · · = xn = 1, este

(p− 1)nCp
n+1 + (n+ 1)Cp

n − n2Cp−1
n = Cp

n,

acesta �ind un calcul mult mai simplu; deoarece inegalit µile folosite devin egalit µi

pentru x1 = x2 = · · · = xn = 1 (de fapt, oricând variabilele sunt egale), înseamn 

c  nu am modi�cat, prin transform rile f cute, aceast  diferenµ , deci rezultatul

calculelor de mai sus era previzibil ³i se justi�c  ³i pe aceast  cale (putem spune c 

am f cut doar o veri�care).

În sfâr³it, pentru termenii de grad n+ 1, avem de demonstrat inegalitatea

n
n∑

k=1

xn+1
k ≥

n∑
k=1

xk

n∑
k=1

xn
k ,

despre care am mai spus c  se obµine imediat cu inegalitatea lui Cebî³ev ³i am

încheiat ce ne-am propus.

Aceasta a fost demonstraµia; cititorul interesat va putea, f r  îndoial , s 

deduc  ³i singur alte identit µi ³i inegalit µi din care d m doar un exemplu (oarecum

spectaculos, oarecum plicticos).

Exerciµiu. Ar taµi c , pentru orice numere a, b, c, d are loc identitatea

3(a4 + b4 + c4 + d4) + 4abcd− (a+ b+ c+ d)(a3 + b3 + c3 + d3) =

= d2(3(a− d)2 + 3(b− d)2 + 3(c− d)2−
−2(a− d)(b − d)− 2(a− d)(c − d)− 2(b− d)(c − d))+

+d(5(a− d)3 + 5(b− d)3 + 5(c− d)3 + 4(a− d)(b − d)(c− d)−
−3(a− d)(b − d)(a+ b− 2d)− 3(a− d)(c− d)(a+ c− 2d)−

−3(b− d)(c − d)(b+ c− 2d))+

+(a− b)2((a− d)2 + (a− d)(b− d) + (b − d)2)+

+(a− c)2((a− d)2 + (a− d)(c − d) + (c− d)2)+

+(b− c)2((b − d)2 + (b − d)(c− d) + (c− d)2).
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Noi ra�n ri ale inegalit µii lui Durrande în tetraedru

de Marius Olteanu

Abstract

In this note we present some re�nements of Durrande's inequality.

Key words: Durrande's inequality, tetrahedron
M.S.C.: 51M04, 51M16, 51M20.

Dac  R ³i r reprezint  raza sferei circumscris . respectiv înscris  tetraedrului

ABCD, atunci este cunoscut  inegalitatea

R ≥ 3r, (1)

care se mai nume³te inegalitatea lui Durrande, dup  unii autori, sau a lui Euler în

tetraedru, dup  alµi autori, prin analogie cu inegalitatea Euler în triunghi.

Consider m c  problema ra�n rii inegalit µii (1) reprezint  un domeniu destul

de s rac în literatura de specialitate. O abordare a acestui subiect o putem g si în

[6] ³i [7] (relaµiile (10), (17), (18), (19), (32)). Demonstraµii ale inegalit µii (1) pot

� g site în [2], [4], [8], [10]. Pornind de la aceste aspecte, în articolul de faµ  se

vor prezenta noi ra�n ri ale inegalit µii (1), completându-se astfel seria rezultatelor

stabilite în [6] ³i [7].

Vom folosi urm toarele notaµii referitoare la un tetraedru oarecare [ABCD]:
V � volumul s u, ra � raza sferei exînscrise de speµa întâi, care este tangent  la faµa

BCD (analog rb, rc, rd); ha, ma lungimea în lµimii, respectiv a medianei tetraedrului

ce conµin vârful A (analog hb, hc, hd; mb, mc, md); rA, RA raza cercului înscris ³i

respectiv circumscris feµei BCD (opus  vârfului A) (³i analog rB, rC , rD; RB, RC ,

RD); SA � aria feµei BCD (analog SB, SC , SD), S � aria total  a tetraedrului,

a = BC, b = AC, c = AB, l = AD, m = BD, n = CD; d1, d2, d3, b1, b2, b3
� lungimile perpendicularelor comune ³i respectiv a bimedianelor corespunz toare

celor trei perechi de muchii opuse.

Pentru început, reamintim pe scurt câteva noµiuni teoretice.

Se nume³te tetraedru circumscriptibil (sau Crelle sau ,,carcas �) tetraedrul

[ABCD] care admite o sfer  tangent  la �ecare dintre cele ³ase medii ale tetraedrului

(sfer  hexatangent ).

Se nume³te tetraedru ortocentric, tetraedrul ale c rui în lµimi sunt concurente

într-un acela³i punct.

Asupra propriet µilor celor dou  clase de tetraedre nu mai insist m aici, din

motive lesne de înµeles.

Dac  se noteaz  cu ρ raza sferei hexatangent  a unui tetraedru Crelle atunci,

conform problemei 288 din [8] sau al rezultatelor din [9] se ³tie c 

R ≥
√
3 · ρ, (2)

iar

ρ >

√
5
2

· r. (3)
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În [12] au fost stabilite foarte recent urm toarele rezultate, conform teoremei

3 ³i a propoziµiei 6 menµionate în aceast  lucrare:

În orice tetraedru Crelle [ABCD] au loc inegalit µile

ρ ≥
√
3 · r (4)

³i

(SA + SB + SC + SD)
2 ≥ 9V 2

2

(
1
r2
A

+
1
r2
B

+
1
r2
C

+
1
r2
D

)
. (5)

Evident, inegalitatea (4) este mai tare decât inegalitatea (3) ³i, µinând seama

de inegalitatea (2), se obµine urm toarea ra�nare a inegalit µii lui Euler într-un

tetraedru Crelle
R ≥ √

r · ρ ≥ 3r, (6)

cu egalitate numai dac  tetraedrul este regulat.

Nu mai red m aici demonstraµia inegalit µii (5) (aceasta putând � consultat 

pe Internet). Menµion m, îns , c  demonstraµia este aceea³i ³i în cazul unui tetraedru

oarecare ³i, µinând seama c  S = SA + SB + SC + SD, iar 3V = r · S, atunci putem
a�rma c  în orice tetraedru [ABCD] între razele cercurilor înscrise feµelor ³i raza

sferei înscris , exist  inegalitatea

1
r2
A

+
1
r2
B

+
1
r2
C

+
1
r2
D

≤ 2
r2

, (7)

cu egalitate numai dac  [ABCD] este tetraedru regulat. Folosind inegalitatea medi-

ilor ³i µinând seama de relaµia (7), avem urm toarea inegalitate

r2
A + r2

B + r2
C + r2

D ≥ 8r2. (8)

Deoarece RA ≥ ra (³i analoagele), conform inegalit µii lui Euler în triunghi,

rezult  c 

R2
A +R2

B +R2
C +R2

D ≥ 4
(
r2
A + r2

B + r2
C + r2

D

) ≥ 32r2. (9)

Inegalitatea (9) reprezint  o ra�nare a aplicaµiei 5.2, pag. 439, din [3].

Propoziµia 1. Într-un tetraedru oarecare [ABCD] au loc urm toarele ra�n ri
ale inegalit µii lui Durrande:

a)
4
√
2

3
·R ≥ rA + rB + rC + rD ≥ 4

√
2r;

b)
8
9
·R2 ≥ r2

A + r2
B + r2

C + r2
D ≥ 8r2;

c) 8
√
2
(
2
3
R− r

)
≥ RA + RB +RC + RD ≥ 8

√
2r;

d)
32
9
(
5R2 − 36r2

) ≥ R2
A +R2

B +R2
C +R2

D ≥ 32r2.

Demonstraµie. a) Avem

rA + rB + rC + rD ≥ 16
1
rA

+
1
rB

+
1
rC

+
1
rD

. (10)
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Îns 

1
rA

+
1
rB

+
1
rC

+
1
rD

≤ 2

√
1
r2
A

+
1
r2
B

+
1
r2
C

+
1
r2
D

(11)

(conform inegalit µii dintre media aritmetic  ³i media geometric ).

�inând seama de inegalit µile (7), (10) ³i (11), avem

rA + rB + rC + rD ≥ 16 · 1
2
· 1√

1
r2
A

+
1
r2
B

+
1
r2
C

+
1
r2
D

≥ 8 · r√
2
= 4

√
2 · r. (12)

În continuare, rA =
SA

pA
, unde pA este semiperimetrul triunghiului BCD.

Rezult 

r2
A =

S2
A

p2
A

= SA · SA

p2
A

. (13)

Dar

S2
A = pA(pA − a)(pA −m)(pA − n) ≤ pA

[
3pA(a+m+ n)

3

]3

=
p4

A

27
,

de unde

SA ≤= p2
A

3
√
3
⇔ SA

p2
A

≤ 1
3
√
3
. (14)

Din (13) ³i (14) avem

r2
A ≤ SA

3
√
3
.

Analog obµinem c  r2
B ≤ SB

3
√
3
, r2

C ≤ SC

3
√
3
, r2

D ≤ SD

3
√
3
³i deci urmeaz  c 

r2
A + r2

B + r2
C + r2

D ≤ 1
3
√
3

(
S2

A + S2
B + S2

C + S2
D

)
=

S

3
√
3
. (15)

Îns , conform inegalit µii lui Weitzenböck, aplicat  triunghiului BCD avem

4
√
3SA ≤ a2 +m2 + n2; aceast  inegalitate împreun  cu celelalte trei similare (apli-

cat  �ec reia dintre cele trei feµe ale tetraedrului r mase) implic 

4
√
3
(
S2

A + S2
B + S2

C + S2
D

) ≤ 2
(
a2 + b2 + c2 + d2 + l2 +m2 + n2

)
, (16)

Avem, de asemenea,

a2 + b2 + c2 + d2 + l2 +m2 + n2 ≤ 16R2 (17)

(conform problemei 79, pag. 23 din [8]).

�inând seama de relaµiile (15), (16) ³i (17), avem

r2
A + r2

B + r2
C + r2

D ≤ 8
9
R2. (18)
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De asemenea, avem

rA + rB + rC + rD ≤ 2
√

r2
A + r2

B + r2
C + r2

D. (19)

Din (18) ³i (19) se obµine

rA + rB + rC + rD ≤ 4
√
2

3
·R. (20)

Cuplând inegalit µile (12), (20) ³i (8), (18) obµinem punctul a) ³i respectiv b)

al propoziµiei 1.

Mai departe, din RA ≥ 2rA (³i analoagele) ³i pct. a) avem

RA +RB +RC +RD ≥ 2 (rA + rB + rC + rD) ≥ 8
√
2r. (21)

Conform problemei 3.2.54, pag. 36, din [5], putem scrie urm toare inegalitate

referitoare la elementele triunghiului BCD

9(RA + 2rA) ≤ 4
√
3pA,

de unde

9RA ≤ 4
√
3pA − 18rA. (22)

Inegalitatea (22), aplicat  celorlalte trei feµe ale tetraedrului, ne conduce la

9 (RA +RB +RC +RD) ≤

≤ 4
√
3 (pA + pB + pC + pD)− 18 (rA + rB + rC + rD) . (23)

Îns 

pA + pB + pC + pD = a+ b+ c+ l +m+ n ≤

≤
√
6 ·

√
a2 + b2 + c2 + l2 +m2 + n2 ≤ 4

√
6R 24)

(am µinut seama de inegalitatea (17)).

Acum, în conformitate cu inegalit µile (23), (24) ³i pct. a), obµinem

9 (RA +RB +RC +RD) ≤ 4
√
3·4

√
6R−18·4

√
2r = 48

√
2R−72

√
2r = 8

√
2 (6R− 9r) ,

ceea ce este echivalent cu

RA +RB + RC +RD ≤ 8
√
2 ·

(
2
3
R− r

)
. (25)

Prin ridicarea inegalit µii (22) la p trat (³i analoagele), avem

81R2
A ≤ 48pA + 324r2

A − 144
√
3SA

(³i analoagele).

Rezult 

81
(
R2

A +R2
B +R2

C +R2
D

) ≤ 48
(
p2

A + p2
B + p2

C + p2
D

)
+

+324
(
r2
A + r2

B + r2
C + r2

D

)− 144
√
3S. (26)
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Dar p2
A =

(a+m+ n)2

4
≤ 3

4
(a2 +m2 + n2) (³i analoagele) ³i deci

p2
A + p2

B + p2
C + p2

D ≤ 3
2
(
a2 + b2 + c2 + l2 +m2 + n2

) ≤ 3
2
· 16R2 = 24 · R2. (27)

Totodat , conform aplicaµiei 5.1, pag. 499, din [3], se ³tie c 

S ≥ 24
√
3r2. (28)

Atunci, conform relaµiilor (26), (27), (28) ³i a punctului b), obµinem

81
(
R2

A +R2
B +R2

C +R2
D

) ≤ 48 · 24R2 + 324 · 8
9
R2 − 144

√
3 · 24 · √3r2,

ceea ce este echivalent cu

R2
A +R2

B +R2
C +R2

D ≤ 32
9
(
5R2 − 36r2

)
. (29)

În �ne, cuplând inegalit µile (21), (25) ³i (9), (29) obµinem punctul c) ³i

respectiv d) al propoziµiei 1. Egalit µile au loc numai dac  [ABCD] este tetraedru

regulat.

L s m în seama cititorului demonstrarea urm toarelor:

Consecinµe. În orice tetraedru [ABCD] au loc urm toarele ra�n ri ale ine-
galit µii Durrande:

a)
12√
2
· 1
R

≤ 1
rA

+
1
rB

+
1
rC

+
1
rD

≤ 2
√
2

r
;

b)
18
R2

≤ 1
r2
A

+
1
r2
B

+
1
r2
C

+
1
r2
D

≤ 2
r2
;

c)

√
2

2
3
R− r

≤ 1
RA

+
1
RB

+
1
RC

+
1

RD
≤

√
2
r
;

d)
9
2
· 1
(5R2 − 36r2)

≤ 1
R2

A

+
1
R2

B

+
1
R2

C

+
1

R2
D

≤ 1
2r2

;

e) 64r2 ≤ RA ·RB · RC ·RD ≤ 64 ·
(
2
3
R− r

)
;

f) 4r4 ≤ rA · rB · rC · rD ≤ S2

16 · 27 ≤ 4
81

· R4

(inegalitate ce reprezint  o extindere a problemei 154, pag. 37 din [8]);

g)
9

4R2
≤ 1

a2
+

1
b2

+
1
c2

+
1
l2
+

1
m2

+
1
n2

≤ 1
4r2

(inegalitatea constituie o extindere a problemei 83, d), pag. 24 din [8], precum ³i o

extindere la tetraedru a cunoscutei inegalit µi din triunghi
1
R2

≤ 1
a2

+
1
ab

+
1
c2

≤ 1
r2
,

unde, de aceast  dat , R, r reprezint  raza cercului circumscris, respectiv înscris

triunghiului ABC de laturi a, b, c);

h) 36 ≤ a

b
+

b

c
+

c

l
+

l

m
+

m

n
+

n

a
≤ 2R

r
(inegalitatea constituie o extindere la tetraedru a inegalit µii din triunghi
R

2r
≥ 1

3

(
a

b
+

b

c
+

c

a

)
, autori V. B ndil , M. Lascu, conform problemei 7.39, pag

133 din [10]);
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i)
5
8r2

≥ 1
ab

+
1
ac

+
1
al

+
1
am

+
1
an

+
1
bc

+
1
bl
+

1
bm

+
1
bn

+
1
cl
+

1
cm

+
1
cn

+

+
1
lm

+
1
ln

+
1

mn
≥ 45

8
· 1
R2

(aceast  inegalitate constituie o extindere la tetraedru a problemei 4 dat  la Nordic

Mathematical Contest, ediµia 18, din 1. 04. 2004).

Propoziµia 2. În orice tetraedru [ABCD] au loc urm toarele ra�n ri ale
inegalit µii Durrande:

a) 4
(
3r
R

)α

≤
(

ha

ma

)α

+
(

hb

mb

)α

+
(

hc

mc

)α

+
(

hd

md

)α

≤ 4,

pentru orice α ∈ [1,∞);

b) 9
r

R2
≤ h2

a

m2
a

+
hb

m2
b

+
hc

m2
c

+
hd

m2
d

≤ 1
r
;

c) 54
√
3
r3

R2
≤ 6V

(
1
al

+
1
bm

+
1
cm

)
≤ d1 + d2 + d3 ≤ b1 + b2 + b3 ≤ 2

√
3R;

d) 24 · 36 · r6

R4
≤ d2

1 + d2
2 + d2

3 ≤ b21 + b22 + b23 ≤ 4R2;

e|)
32
3
R2 ≥ 3

√
a2b2c2 + 3

√
a2m2n2 + 3

√
b2m2n2 + 3

√
c2m2n2 ≥ 96r2.

Demonstraµie. Sunt cunoscute urm toarele rezultate

1
ha

+
1
hb

+
1
hc

+
1
hd

=
1
r

([4], pag. 39) (30)

ha + hb + hc + hd = 16r ([4], pag. 39) (31)

ma +mb +mc +md =
16
3
R ([8], problema 80 sau [6], pag. 471) (32)

m2
a +m2

b +m2
c +m2

d =
64
9
R2 ([8], problema 80 sau [6], pag. 471) (33)

b21 + b22 + b23 =
1
4
(
a2 + b2 + c2 + l2m2 + n2

)
([8], pag. 8), (34)

ceea ce implic 

b21 + b22 + b23 =
1
4
· 16R2 = 4R2 (conform inegalit µii (17)) (35)

V ≥ 8
√
3r3 ([3], pag. 500, aplicaµia 5.3) (36)

x2
1

α1
+

x2
2

α2
+ . . .+

x2
n

αn
≥ (x1 + x2 + . . .+ xn)

2

α1 + α2 + . . .+ αn
(37)

unde xi ∈ R, αi > 0, i = 1, n, n ∈ N∗ ([1]);

hahbhchd ≥ 256r4 (conform inegalit µii mediilor ³i a relaµiei (30)). (38)

a) Din ha ≤ ma (³i analoagele) rezult ∑(
ha

ma

)α

≤ 4,

pentru orice α ∈ [1,∞).
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Dac  în relaµia (37) alegem: n = 4, x1 =
√
ha, x2 =

√
hb, x3 =

√
hc,

x4 =
√
hd, α1 = ma, α2 = mb, α3 = mc, α4 = md, obµinem:

∑ ha

ma
=
∑ (√

ha

)2
ma

≥
∑ (√

ha

)2∑
ma

≥
(
4 8
√
hahbhchd

)2∑
ma

≥ 64r · 3
16R

= 12 · r
R

(39)

(am utilizat inegalit µile (32) ³i (38)).

Mai departe, conform inegalit µii Jensen aplicat  funcµiei convexe,

f : (0,∞) → (0,∞), f(x) = x2, q ∈ [1,∞],

avem (∑ ha

ma

)α

≥ 4 ·


∑ ha

ma

4


α

≥ 4 ·
12

r

R
4

α

= 4 ·
(
3r
R

)α

,

pentru orice α ≥ 1 (am utilizat ³i inegalitatea (39)).

b) Avem: ∑ ha

m2
a

≤
∑ ha

h2
a

=
∑ 1

ha
=

1
r

(40)

(conform identit µii (30)).

Apoi, similar demonstraµiei punctului a), utiliz m inegalitatea (37), inegali-

tatea mediilor, inegalitatea (38) ³i inegalitatea (33) ³i obµinem succesiv

∑ ha

m2
a

=
∑ (√

ha

)2
m2

a

≥
(∑√

ha

)2

∑
ma

≥
(
4 4
√
hahbhchd

)2∑
ma

≥

≥ 64r∑
m2

a

≥ 64 · r · 9
64 ·R2

= 9 · r

R2
, (41)

Cuplând inegalit µile (40) ³i (41), obµinem concluzia punctului b).

c) Conform problemelor 866 ³i 867, pag. 92 din [16], rezult  c  di ≤ bi,

i = 1, 2, 3 ³i deci

d1 + d2 + d3 ≤ b1 + b2 + b3. (42)

Îns 

b1 + b2 + b3 ≤ √
3 ·

√
b21 + b32 + b23 ≤ 2

√
3R (43)

(conform inegalit µii (35)).

Se ³tie c 

6V
(
1
al

+
1
bm

+
1
cn

)
≤ d1 + d2 + d3 (44)

(conform problemei 169, pag. 39, din [8]).

În plus, conform inegalit µilor dintre medii, precum ³i a inegalit µii (24) avem:

1
al

+
1
bm

+
1
cn

≥ 3
3
√
abclmn

≥ 3
62

(a+ b+ c+ l +m+ n)2
≥
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≥ 3 · 62 · 1(
4
√
6R

)2 =
9
8
· 1
R2

. (45)

�inând seama acum de inegalit µile (36) ³i (45), obµinem

6V
(
1
al

+
1
bm

+
1
cn

)
≥ 54

√
3 · r3

R2
. (46)

Cuplând inegalit µile (42), (43), (44) ³i (46), g sim concluzia de la punctul c).

d) Similar punctului c), avem d2
i ≤ b2i , pentru orice i ∈ {1, 2, 3}; rezult 

d2
1 + d2

2 + d2
3 ≤ b21 + b22 + b23 ≤ 4R2,

conform inegalit µii (35).

De asemenea

d2
1 + d2

2 + d2
3 ≥ 1

3
(d1 + d2 + d3)

2 ≤ 1
3

(
54 · √3 · r3

R2

)2

= 24 · 36 · r6

R4
(48)

(am utilizat inegalitatea de la punctul c)).

Cuplând inegalit µile (47) ³i (48), se obµine concluzia punctului d).

e) Partea dreapt  a inegalit µii reprezint  � sub form  corectat  � rezultatul

aplicaµiei 5.4, pag. 500, din [3].

Pentru demonstrarea p rµii stângi, utiliz m de patru ori inegalitatea mediilor

precum ³i inegalitatea (17). A³adar, avem

3
√
a2b2c2 + 3

√
a2m2n2 + 3

√
b2n2l2 + 3

√
c2m2l2 ≤

≤ 1
3
[(
a2 + b2 + c2

)
+
(
a2 +m2 + n2

)
+
(
b2 + n2 + l2

)
+
(
c2 +m2 + l2

)]
=

=
2
3
(
a2 + b2 + c2 + l2 +m2 + n2

) ≤ 2
3
· 16R2 =

32
3
R2.

Observaµii. 1. Toate inegalit µile acestei propoziµii devin simultan egalit µi

numai dac  [ABCD] este tetraedru regulat.

2. Inegalitatea a) generalizeaz  pentru orice tetraedru (nu numai pentru cele

ortocentrice ale c ror ortocentre sunt situate în interiorul acestora) punctul i) al

problemei 129, pag. 32, din [8].

Propoziµia 3. În orice tetraedru [ABCD] au loc inegalit µile

3
4
· 1
R2

≤ 1
m2

a +m2
b +m2

c

+
1

m2
b +m2

c +m2
d

+
1

m2
c +m2

d +m2
a

+
1

m2
d +m2

a +m2
b

≤

≤ 1
h2

a + h2
b + h2

c

+
1

h2
b + h2

c + h2
d

+
1

h2
c + h2

d + h2
a

+
1

h2
d + h2

a + h2
b

≤

≤ 1
12

(
1
r2
a

+
1
r2
b

+
1
r2
c

+
1
r2
d

)
.
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b) Dac  [ABCD] este tetraedru ortocentric, atunci are loc urm toarea ra�nare
a inegalit µii Durrande:

3
4
· 1
R2

≤
∑ 1

m2
a +m2

b +m2
c

≤
∑ 1

h2
a + h2

b + h2
c

≤ 1
35 · 4 · R

4

r6
.

Demonstraµie. a) Din inegalitatea mediilor ³i inegalitatea (33), avem∑ 1
m2

a +m2
b +m2

c

≥ 16
3 (m2

a +m2
b +m2

c +m2
d)

≥ 16
3

· 9
64

· 1
R2

=
3
4
· 1
R2

. (49)

Evident, ma ≥ ha (³i analoagele); rezult ∑ 1
m2

a +m2
b +m2

c

≤
∑ 1

h2
a + h2

b + h2
c

. (50)

În continuare:

1
h2

a + h2
b + h2

c

≤ 1
9

(
1
h2

a

+
1
h2

b

+
1
h2

c

)
(³i analoagele); deci

∑ 1
h2

a + h2
b + h2

c

≤ 1
3

(
1
h2

a

+
1
h2

b

+
1
h2

c

+
1
h2

d

)
. (51)

Dar, conform soluµiei problemei 25086, G.M.-B nr. 12/2004, pag. 488, se

cunoa³te identitatea

1
r2
a

+
1
r2
b

+
1
r2
c

+
1
r2
d

= 4
(

1
h2

a

+
1
h2

b

+
1
h2

c

+
1
h2

d

)
. (52)

Prin cuplarea relaµiilor (49), (50), (51) ³i (52), se obµine concluzia punctului

a).

b) Inegalitatea rezult  imediat din punctul a) ³i din inegalitatea

1
r2

≤ 1
r2
a

+
1
r2
b

+
1
r2
c

+
1
r2
d

≤ 1
81

· R
4

r6
, (53)

care constituie fondul problemei O:1132, G.M.-B nr.8/2006 sau al propoziµiei 2,

relaµia (32) din [7], pag. 205.

Observaµie. La punctul a) egalit µile se ating pe rând sau simultan, numai

dac  [ABCD] este tetraedru echifacial, iar la punctul b) numai dac  tetraedrul este

regulat.

Propoziµia 4. În orice tetraedru ortocentric [ABCD] au loc urm toarele
ra�n ri ale inegalit µii Durrande:

a)
1
4r2

≤ 1
h2

a

+
1
h2

b

+
1
h2

c

+
1
h2

d

≤ 1
324

· R
4

r6
.
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b)
9

4R2
≤ 1

m2
a

+
1
m2

b

+
1
m2

c

+
1
m2

d

≤ 1
maha

+
1

mbhb
+

1
mchc

+
1

mdhd
≤ 1

324
·R

4

r6
.

Demonstraµie. a) Se aplic  identitatea (52) în inegalitatea (53).

b) Conform inegalit µii mediilor precum ³i a inegalit µii (33), rezult ∑ 1
m2

a

≥ 16∑
m2

a

≥ 16 · 9
64

· 1
R2

=
9
4
· 1
R2

.

Totodat ,
∑ 1

m2
a

≤
∑ 1

maha
≤
∑ 1

h2
a

≤ 1
324

· R
4

r6
.

La ambele puncte, egalit µile se ating pe rând, sau simultan, numai dac 

tetraedrul este regulat.

În încheiere, având în vedere egalitatea din problema 115, pag. 30, din [8],

precum ³i relaµia
1
r2
a

+
1
r2
b

+
1
r2
c

+
1
r2
d

≥ 1
r2
, putem spune c , într-un tetraedru oarecare

[ABCD], în baza celor prezentate mai înainte, au loc urm toarele consecinµe:

i) 8
√
2
(
2
3
R− r

)
≥ RA + RB + RC + RD ≥ 2

3
√
3
(a + b + c + l +m + n) ≥

≥ 2 (rA + rB + rC + rD) ≥ 8
√
2r;

ii)
1
2

(
1
r2
A

+
1
r2
B

+
1
r2
C

+
1
r2
D

)
≤ 1

r2
≤ 1

r2
a

+
1
r2
b

+
1
r2
c

+
1
r2
d

.

În acela³i timp, propunem cititorului interesat, în baza celor prezentate în

acest articol, ca aplicaµii directe, s  arate c  au loc urm toarele ra�n ri de tip

Durrande, ce completeaz  problemele 106, 113, 157, 165, 170, 235, 305-c), 312-

d) ³i 364 din [8]:

a) În orice tetraedru [ABCD] au loc urm toarele ra�n ri ale inegalit µii Dur-
rande:

1. 4
√
6R ≥ a+ b+ c+ l +m+ n ≥ 6 6

√
abclmn ≥

≥ 6 6
√
(−al + bm+ cn)(al + bm− cn)(al + cn− bm) ≥ . . .

≥ 6 6
√
72 · V 2 ≥ 12

√
6r;

2. 48r ≤ 3 (ma +mb +mc +md) ≤ 8
√

b21 + b22 + b23 ≤ 16R;

3. 64 · 81 · r4 ≤ 9 3
√
a2b2c2l2m2n2 ≤

≤ (al+ bm+ cn)2 ≤ (
a2 + b2 + c2

) (
l2 +m2 + n2

) ≤ 64R4;

4.
210

27
·R3 ≥ (

m2
a +m2

b +m2
c +m2

d

)
(ha + hb + hc + hd) ≥ 128√

3
·V ≥ 210 · r3;

5. 27 ·R3 · 3− 3
2 ≥ (SA + SB + SC + SD) (ha + hb + hc + hd) ≥

≥ 48 · V ≥ 27 · 3 3
2 · r3;

6. 216 · r
2

R
≤ l2 + b2 + c2

ma
+

a2 + c2 +m2

mb
+

a2 + b2 + n2

mc
+

+
l2 +m2 + n2

md
≤ 24 · R;
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b) Dac  [ABCD] ese tetraedru ortocentric având ortocentrul situat în interi-
orul tetraedrului, atunci are loc urm toarea ra�nare a inegalit µii Durrande

1
324

· R
4

r6
≥ 1

maha
+

1
mbhb

+
1

mchc
+

1
mdhd

≤ 3
4Rr

c)
4
R

≤ 1
GA1

+
1

GB1
+

1
GC1

+
1

GD1
≤ 4

√
6

9

(
1
a
+

1
b
+

1
c
+

1
l
+

1
m

+
1
n

)
≤

≤ 4
3r

, unde G reprezint  centrul de greutate al tetraedrului [ABCD], iar A1, B1,

C1, D1, al doilea punct de intersecµie al dreptelor AG, BG, CG ³i respectiv DG
cu sfera circumscris  tetraedrului (inegalitatea completeaz  problema 2049* din

revista Crux Mathematicorum, autor Jan Ciak, Polonia sau 379 din [8]).
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EXAMENE �I CONCURSURI

IMC 2007, Blagoevgrad, Bulgaria

de Dan Schwarz

I was fortunate to accompany the Romanian team at the 14th edition of

the International Mathematical Competition (IMC), held in Blagoevgrad, Bulgaria,

between August 4 and August 10, 2007. This is a very arduous mathematical com-

petition, consisting of 12 problems of di�erent degrees of di�culty, asked over 2

days of 5 hours working time each. It is sat by undergraduates from as many as 140

universities and colleges (over the 14 editions), ranging from powerful (in mathemat-

ics!) eastern European countries like Romania, Bulgaria, Hungary, Poland, Russia,

Ukraine, Belarus, to western European countries like France, Germany, Spain, The

Netherlands; famous places like Princeton and Oxford; but also exotic (to us) places

like Iran, Indonesia, Mongolia, Brazil.

The venue was the American University in Bulgaria and its campus, with

outstanding bed and board conditions, nested in the heart of a friendly, tourist-

oriented little city. The low living cost and high quality of goods and services

in Bulgaria were a�ordable and enjoyable even to limited-revenue students. The

weather was unfortunately rainy for most of the time, but a welcome change from

the heat-wave we all experienced, and conducive to working on math problems!

After problem selection, examination, and �nal contestation solving and cor-

rections, two Grand First Prizes were awarded, to Russian Alexander E�mov,

and our own Andrei Neguµ (hailing from Princeton). They both solved all but the

last problem from the set! Moldovan Simion Filip (Princeton) had an outstanding

performance too, being very close to one of top places. Another Romanian, Claudiu
Raicu (University of Bucharest), grabbed one of the First Prizes, while Octavian
Ganea (Poli Bucharest) missed one by a hair. He and Drago³ Fr µil  (University

of Bucharest), as well as Marius Pachiµariu (Princeton), had to settle for Second

Prizes, while others were awarded lesser ones. The best placed girl was Iris Smit
(University of Amsterdam). In all, there were 250 contestants.

We all want to thank the rectors of Universities, as well as the private sponsors

that made the trip to IMC 2007 available to quite a large number of Romanian

students. As they say: train tickets � xxx RON; competition fees � xxx RON;

the unique experience, opportunity to meet fellow mathematicians and bathe in a

melting pot of cultures � priceless!

All that is left is to enjoy the diversity of problems, and elegance and technique

of the solutions presented in the sequel!

Day 1, August 6, 2007 (6 problems, 5 hours working time).

Problem 1. Let f be a polynomial of degree n with integer coe�cients, and
let p > n be prime. Suppose that f(k) is divisible by p for every integer k. Prove
that all coe�cients of f are divisible by p.1)

1)In the problem submitted, n was 2 and p was 5. (A.N.)
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Solution. (XIIth grade) Consider f(x) as a polynomial in Zp[x]. Then f(x)
has p roots, while its degree is less than p. Therefore f ≡ 0, so all of its coe�cients

are divisible by p. �
Alternative Solutions.1) (XIth grade) Have f(x) = a0+a1x+ · · ·+anx

n.

Then f(k) = pvk for all k = 0, 1, . . . , n can be seen as a linear system of n + 1
equations in n+ 1 unknowns (the ai coe�cients). Its determinant is Vandermonde,

of value ∆ =
∏

0≤i<j≤n

(j − i) coprime with p. It follows that the unknowns are uni-

quely determined, so their values coïncide with ai, and so will be divisible by p.
�

(Xth grade) We have

f(x) =
n∑

k=0

f(k)

∏
i�=k

(x− i)∏
i�=k

(k − i)
= p

f0(x)
∆

,

a particular form of Lagrange's interpolation polynomial, therefore the coe�cients

will be divisible by p. �
(IXth/VIIIth grade) We will prove that, if a polynomial f(x) with integer

coe�cients, of degree deg f = n < p, is such that p divides f(xk) for n+ 1 integers

xk, 0 ≤ k ≤ n, from {0, 1, . . . , p− 1}, then all its coe�cients are divisible by p. The
proof goes by induction, the case n = 0 being trivial.

We have f(x) = (x − xn)g(x) + f(xn), where clearly g(x) ∈ Z[x], of degree
deg g = n − 1. Then p divides f(xi) − f(xn) = (xi − xn)g(xi), hence g(x) inherits
the property, and by induction hypothesis, g(x) = ph(x), and so

f(x) = p

(
(x− xn)h(x) +

f(xn)
p

)
.

Alternatively, to avoid induction altogether, we can take fn ≡ f , and

fk(x) = (x − xk)fk−1(x) + fk(xk), for k = n, n − 1, . . . , 1. Since f0 will be con-

stant, and p will divide f0(x0), the result follows from bottom up. �
Problem 2. Let n ≥ 2 be an integer. What are the minimal and maximal

possible ranks of an n× n matrix whose n2 entries are precisely the integers from 1
to n2?

Solution. The rank cannot be less than 2. The row and column crossing at

the entry 1 will contain 2n− 1 entries, hence the highest is M ≥ 2n− 1, wlog on the

row. The highest entry on the column being m ≥ n, the 2× 2 minor (completed by

x ≤ n2) [
1 M
m x

]
will have a determinant of absolute value mM −x ≥ n(2n− 1)−n2 = n(n− 1) �= 0.

The rank can be 2. Take as ith row (1, 2, . . . , n)+n(i−1)(1, 1, . . . , 1), therefore
all rows lie in the two-dimensional subspace spanned by vectors (1, 2, . . . , n) and

(1, 1, . . . , 1). Since we have just shown it cannot be less than 2, the rank will be 2.

1)Given, so that only less and less knowledge is required, by Dan Schwarz. (A.N.)

110



The rank can be as large as n. Use odd numbers on the diagonal, and even

numbers above the diagonal; modulo 2 this is a lower triangular matrix of determi-

nant 1, thus odd. Therefore the matrix is nonsingular, whence its rank is n.
�

Alternative Solution.2) Take as �rst row the vector (1, 2, . . . , n), and as ith

row (i > 1) the vector (1, 2, . . . , n) + n(σ0(i− 1), σ1(i− 1), . . . , σn−1(i− 1)), where
σ is the cycle (n− 1, . . . , 1).

After subtracting the �rst row from all others, then the �rst column from

the last one, the determinant is seen to be (−1)n−1(n − 1)nn−1

n−2∏
k=0

P (ωk), where

P (x) = 1 + 2x + · · ·+ (n− 1)xn−2, and ωk = e2kπi/(n−1) (the known formula for a

circulant determinant obtained by cyclically permuting row (1, 2, . . . , n − 1)). But

P (ω0) = P (1) = n(n− 1)/2, while, for x �= 1,

P (x) =
d
dx

(1 + x+ · · ·+ xn−1) =
d
dx

(
xn − 1
x− 1

)
=

(n− 1)xn − nxn−1 + 1
(x− 1)2

hence, for k > 0,

P (ωk) =
(n− 1)ωn

k − nωn−1
k + 1

(ωk − 1)2
=

(n− 1)(ωk − 1)
(ωk − 1)2

=
n− 1
ωk − 1

.

Alternatively,

(ωk − 1)P (ωk) = (n− 1)−
n−1∑
i=0

ωi
k = n− 1.

So
n−2∏
k=0

P (ωk) = (−1)n−2(n− 1)n−2n/2,

and the value of the determinant is −(n− 1)n−1nn/2, di�erent from zero, hence the

rank is n. �
Problem 3. Call a polynomial P (x1, . . . , xk) good if there exist 2 × 2 real

matrices A1, . . . , Ak such that

P (x1, . . . , xk) = det

(
k∑

i=1

xiAi

)
.

Find all values of k for which all homogeneous polynomials with k variables of degree
2 are good.

Solution. The possible values of k are 1 and 2.

If k = 1, then P (x) = αx2 and we can choose

A1 =
(

1 0
0 α

)
.

2)Given during the competition by Romanian contestant Claudiu Raicu. Its interest also resides

in being related to a solution to Problem 4 of Day 2. (A.N.)
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If k = 2, then P (x) = αx2 + βy2 + γxy and we can choose

A1 =
(

1 0
0 α

)
and

A2 =
(

0 β
−1 γ

)
.

If k ≥ 3 we will show that P (x1, . . . , xk) =
k∑

i=1

x2
i is not good. Suppose that

it is; since the �rst columns of the matrices are linearly dependent (there are k of

them, more than their dimension, which is 2), there must exist a non-trivial relation.

Then the determinant has zero �rst column, hence its value is 0, while the value of

P is non-zero, a contradiction. �
Problem 4. Let G be a �nite group. For arbitrary sets U, V,W ⊆ G, denote

by NUV W the number of triples (x, y, z) ∈ U × V ×W for which xyz is the unity.
Suppose that G is partitioned into three nonempty sets A, B and C. Prove

that NABC = NCBA.

Solution. (Condensed form.) One gets that NUV G = |U × V | = |U | · |V | et
al. Then one gets the equality NUV W = NV WU = NWUV . Finally, for a partition

of W into three nonempty sets W1, W2 and W3, one obtains

NUV W = NUV W1 +NUV W2 +NUV W3 .

Applying these three formulae, the statement follows. �
Problem 5. Let n be a positive integer, and a1, . . . , an be arbitrary integers.

Suppose that a function f : Z → R satis�es

n∑
i=1

f(k+ ai.) = 0 whenever k and . are

integers and . �= 0. Prove that f ≡ 0.

Solution.1) Denote

E(k, .) :=
n∑

i=1

f(k + ai.).

Since f((k+C.)+ai.) = f(k+(ai +C).), we can translate the integers ai with any

integer C, therefore we may assume wlog 0 = a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an = a. We obviously

have

E(k, .) =
a∑

j=0

λjf(k + j.) = 0,

where λj = |{i ; ai = j}|. Denote

R(X) :=
a∑

j=0

λjX
j,

1)Given during the competition by Princeton contestant Andrei Neguµ. (A.N.)
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so

R(1) =
a∑

j=0

λj = n �= 0.

De�ne the subset of the polynomial ring R[X ]

I :=

P (X) =
m∑

j=0

bjX
j ;

m∑
j=0

bjf(k + j.) = 0, ∀ k, . ∈ Z, . �= 0

 .

This is clearly a subspace of the real vector space R[X ]. Furthermore,

P (X)∈I implies XP (X) ∈ I, since we can write

m∑
j=0

bjf(k + (j + 1).) =
m∑

j=0

bjf((k + .) + j.) = 0.

Hence I is a non-zero ideal, since R(X) ∈ I.
Thus I is generated (as an ideal) by some non-zero polynomial Q (since R[X ]

is principal). If Q is monomial, then the de�nition of I implies f ≡ 0, so we can

assume Q has a (complex) zero c �= 0. Again, by de�nition of I, Q(XM ) ∈ I for

every positive integer M , since

m∑
j=0

bjf(k + (Mj).) =
m∑

j=0

bjf(k + j(M.)) = 0,

henceQ(X) dividesQ(XM ). This shows that all numbers c, c2, . . . , cM , . . . are zeroes
of Q. Since Q has only �nitely many roots, we must have cN = 1 for some N ≥ 1;
in particular Q(1) = 0, which implies P (1) = 0 for all P ∈ I. This contradicts the

fact that R(1) �= 0. �
Alternative Solution.1) As before, assume 0 = a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an = a.

Now, if the values of f are known for any contiguous sequence of 2a integers, all the

others can be calculated from the given relation, so the Q-linear subspace spanned

by the values of f in R is of �nite dimension. A canonical projection map π onto Q

is linear in any element of the basis, therefore the function πof : Z → Q also satis�es

the functional equation. (This �nite dimension business is not really necessary, as

we could use a Hamel basis of R over Q).

The same observation now entitles us to derive all values of πof from a �nite

set of rational numbers, therefore computing a common denominator N for them

lets the image of n!N(πof) to be part of Z, so n!N(πof) : Z → Z, satisfying the

functional equation.

Take now an arbitrary prime p > n!Nn. Modulo p, the given relation induces

a period of some length t. Taking . = t, the relation reduces to n!Nn(πof)(k) ≡
≡ 0 (mod p), therefore p divides (πof)(k). Since p was taken arbitrary large, this in

turn forces (πof)(k) = 0, and as any projection map is zero, so will be f . �
1)Composite from several contributions, and put together by Dan Schwarz. (A.N.)
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Alternative Solution.1) For a logical proposition P we will use the notation

[[ P ]] for a variable that has value 1 if P is true, and 0 if P is false. For integer

C >
n

max
j=1

|aj | we have aj + C �= 0 for any j, so

0 =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

f((k − a1(aj + C)) + ai(aj + C))

)

=
n∑

i=1

 n∑
j=1

f((k + C(ai − a1)) + aj(ai − a1))

 = nf(k)
n∑

i=1

[[ai − a1]]

therefore f(k) = 0 for all integers k. �
Remark. The ideal I from the �rst solution is nothing but the family of

all characteristic polynomials associated with some linear recurrence relation, with

variable coe�cients, derived from the given functional equation. The key feature of

substituting XM for X amounts to just changing the value of . in the given equation.

Some contestants actually went this way, studying (with various degrees of

success) the common possible roots of such characteristic polynomials (using the

resultant determinant, or some other tools). Using the ideal demonstrates the depth

packed in the fact that R[X ] is a principal ring.

Problem 6. How many non-zero coe�cients can a polynomial P (z) ∈ C[z]
have, if its coe�cients have integer moduli, and |P (z)| ≤ 2 for any complex number
z of unit modulus?2)

Solution. We will show that the answer is 0, 1 or 2. These values are possible,

for example polynomials P0(z) = 0, P1(z) = 1, and P2(z) = 1 + z.
Consider an arbitrary polynomial P (z) = a0 + a1z + · · ·+ an−1z

n−1 + anz
n,

with a0an �= 0 (otherwise, if a0 = 0, divide it by some power of z). Take

P0(z) =
|a0|
a0

P

((
a0

|a0|
|an|
an

)1/n

z

)
,

of free term |a0| and leading coe�cient |an|, while all other coe�cients still have

integer moduli. Obviously P0 ful�lls the conditions, therefore we may wlog assume

both a0 and an to be positive integers.

Take Q(z) = a1z + · · · + an−1z
n−1; our goal is to show Q ≡ 0. Consider

ω = e2πi/n, a primitive root of order n of the unit. Notice that

n−1∑
k=0

Q(ωk) =
n−1∑
k=0

n−1∑
i=1

ai(ωk)i =
n−1∑
i=1

ai

n−1∑
k=0

(ωi)k = 0.

Taking the average of polynomial P (z) at the points ωk we obtain

1
n

n−1∑
k=0

P (ωk) =
1
n

n−1∑
k=0

(a0 +Q(ωk) + an(ωk)n) = a0 + an

1)Given during the competition by Bulgarian contestant Emil Baronov. (A.N.)
2)In the problem submitted, P (z) was given of integer coe�cients. (A.N.)
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and

2 ≥ 1
n

n−1∑
k=0

|P (ωk)| ≥ 1
n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

P (ωk)

∣∣∣∣∣ = a0 + an ≥ 2.

This clearly implies a0 = an = 1, and |P (ωk)| = |2 +Q(ωk)| = 2 for all k, therefore
all values of Q(ωk) must lie on the circle |2 + z| = 2, while their sum is 0. This is

only possible if Q(ωk) = 0 for all k, but then Q has n roots, while degQ ≤ n− 1, so
Q ≡ 0 and P (z) = 1 + zn, with only two non-zero coe�cients. �

Remark. From Parseval 's formula (integrating |P (z)|2 = P (z)P (z) on the

unit circle) it is obtained that

n∑
i=0

|ai|2 = 1
2π

2π∫
0

|P (eit)|2dt ≤ 1
2π

2π∫
0

4dt = 4.

Hence there cannot be more than four non-zero coe�cients. Even four are too many,

as equality above is impossible. For only three monomials, the argument from the

solution may be applied in a simpli�ed form.

Let us also notice that when P (z) has exactly two non-zero coe�cients, both

coe�cients are of unit modulus, and the bound in |P (z)| ≤ 2 is reached, that is

sup
|z|=1

|P (z)| = 2.

Day 2, August 7, 2007 (6 problems, 5 hours working time).

Problem 1. Let f : R → R be a continuous function. Suppose that for any
c > 0, the graph of f can be moved to the graph of cf using only translation(s)
and/or rotation(s). Does this imply that f(x) = ax+ b for some real numbers a and
b?

Solution. No. The function f(x) = aebx, a, b ∈ R∗, also has this property,

since c(aebx) = aeb(x+(ln c)/b), i.e. cf(x) = f(x+C), with C = (ln c)/b, and thus we

can superimpose the two graphs by a translation. �
Remark. The problem proved to be quite taxing, as many competitors did

not manage to �nd an example. Trying to �nd it by exhibiting some constraints, and

solving them, leads to complications. Good guesswork (and some street-smartness

in looking for a known basic function, as this was a Problem 1) was rewarded!

Problem 2. Let x, y and z be integers such that S = x4 + y4+ z4 is divisible
by 29. Show that S is divisible by 294.

Solution. We claim that 29 then divides all three x, y and z. Assume the

contrary, wlog that 29 does not divide x. Since Z29 is a �eld (29 is a prime), there

is some integer w such that wx ≡ 1 (mod 29). Then (wx)4 + (wy)4 + (wz)4 is also

divisible by 29, so we can assume x ≡ 1 (mod 29).
There are only eight bi-quadratic residues modulo 29, listed below

{0, 1, 7, 16, 20, 23, 24, 25}.
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We need y4 ≡ −1− z4 (mod 29), but the reduced residues of −1− z4 are

{28, 27, 21, 12, 8, 5, 4, 3},

and the two sets have no common elements. �

Remark. The problem is entirely computational. The trick of reducing to

x ≡ 1 (mod 29) is only needed to simplify the computations, as after obtaining the

list of bi-quadratic residues, one can establish a list of all sums of two, and compare

it with the original.

Problem 3. Let C be a nonempty closed bounded subset of the real line, and
f : C → C be a nondecreasing continuous function. Show that there exists a point
p ∈ C such that f(p) = p.1)

Solution. C being bounded, inf and sup taken on nonempty subsets of it are

�nite and, since C is closed, belong to it.

Let a = inf
x∈C

x and also let A = {x ∈ C ; x ≤ f(x)}. Clearly a ∈ A, hence

A is nonempty. Take p = sup
x∈A

x, so p ∈ C. For every x ∈ A we have x ≤ p, hence

x ≤ f(x) ≤ f(p), since f is nondecreasing. This implies p = sup
x∈A

x ≤ f(p), hence

p ∈ A.
But then f(p) ≤ f(f(p)), so f(p) ∈ A, and so f(p) ≤ sup

x∈A
x = p. Putting

both inequalities together, one gets f(p) = p. �
Alternative Solution. Also taking b = sup

x∈C
x ∈ C, one can extend f to

f̃ : [a, b] → [a, b] through f̃(x) = λx sup
x≥y∈C

f(y) + (1 − λx) inf
x≤y∈C

f(y), where

λx ∈ [0, 1] is such that x = λx sup
x≥y∈C

y + (1 − λx) inf
x≤y∈C

y. The function f̃ is easily

seen to be nondecreasing (and, if f continuous, also continuous). The problem is

thus reduced to the case when C is an interval, where having continuity available

solves the problem, but lacking it presents the same di�culty as the original. �

Problem 4. Let n > 1 be a positive integer, and An = (aij)i,j=1,...,n be the
n × n matrix where aij = 2 if i = j, aij = 1 if i − j ≡ ±2 (mod n), while aij = 0
otherwise. Find detAn.

2)

Solution. For n ≤ 4 the values can be computed by hand: detA2 = 4,
detA3 = 4 and detA4 = 9. We will then concern ourselves with n ≥ 5.

Notice that An = B2
n, where Bn = (bij)i,j=1,...,n is the n × n matrix where

bij = 1 if i− j ≡ ±1 (mod n), while bij = 0 otherwise. To �nd detBn, expand the

determinant with respect with the �rst row, then expand both terms with respect

to the �rst column, to get the formal expression

−(∆1 + (−1)n∆2)− (−1)n(∆3 − (−1)n∆4).

1)The condition f continuous is super�uous; without it, the statement is known as Knaster 's

theorem. (A.N.)
2)In the problem submitted, n was postulated odd. (A.N.)
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When n is odd, the second and third matrices obtained are lower/upper trian-

gular, while in the �rst and the fourth matrices we have row1−row3+ · · ·±rown−2 =
= 0, so detBn = −(0− 1) + (1− 0) = 2 and thus detAn = 4.

When n is even, the values of these terms are harder to �nd, but then the

problem was submitted for n odd! We will �nd the correct value in the alternative

solution to follow. �
Alternative Solution.1) For n ≥ 5, the matrix An is circulant, therefore its

determinant is detAn =
n−1∏
k=0

P (ωk), where P (x) = 1 + 2x2 + x4 = (1 + x2)2, and

ωk = e2kπi/n (the known formula for a circulant determinant obtained by cyclically

permuting row (1, 0, 2, 0, 1, 0, . . . , 0)).
(As a matter of fact, this formula itself suggests that An = B2

n, where Bn is

also circulant, obtained by cyclically permuting row (1, 0, 1, 0, . . . , 0)).
Since ωk are the roots of the polynomial Qn(x) = xn − 1, it follows that

n−1∏
k=0

(1 + ω2
k) =

n−1∏
k=0

(i − ωk)
n−1∏
k=0

(−i − ωk) = Qn(i)Qn(−i) = (in − 1)((−i)n − 1) (in

these computations i =
√−1).

For n odd, it amounts to (−1)n(in − 1)(in + 1) = (−1)n(i2n − 1) = 2, hence
detAn = 4.

For n even, it amounts to (−1)n(in−1)2, which is 0 when n ≡ 0 (mod 4), and
4 when n ≡ 2 (mod 4), therefore detAn = 0 for n ≡ 0 (mod 4), while detAn = 16
for n ≡ 2 (mod 4). �

Problem 5. For positive integers k ≥ 1 and m ≥ 2, �nd the least number
n(k,m) for which there exist real n(k,m) × n(k,m) matrices A1, . . . , Ak such that
all three of the following conditions hold :

• Am
i = 0 for all 1 ≤ i ≤ k,

• AiAj = AjAi for all 1 ≤ i, j ≤ k, and
• (A1 · · ·Ai · · ·Ak)m−1 �= 0.2)

Solution. Since (A1 · · ·Ai · · ·Ak)m−1 �= 0, there must exist a vector v �= 0
such that (A1 · · ·Ai · · ·Ak)m−1v �= 0. The more then

v(p1,...,pi,...,pk) := (Ap1
1 · · ·Api

i · · ·Apk

k )v �= 0,

for all 0 ≤ pi ≤ m− 1. For consistency, we also use the notation v(0,...,0,...,0) := v.
Let us show that these mk vectors are linearly independent, therefore the dimension

n(k,m) is at least mk. Assume the contrary, and consider a non-trivial relation

N∑
j=1

λjvSj = 0

of least number N of terms, where Sj = (p1j , . . . , pij , . . . , pkj), with 0 ≤ pij ≤ m−1.

1)Given (with omissions) during the competition by Princeton contestant Simion Filip (see

related issues at Problem 2 of Day 1). (A.N.)
2)In the problem submitted, m was 2. (A. N.)
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There must exist an index i such that
N

max
j=1

pij >
N
min
j=1

pij , otherwise N is 1,

absurd. Take p = m − N
max
j=1

pij and apply Ap
i to the relation; at least one term will

vanish, and at least one term will not. We obtain therefore a relation with less than

N number of terms, contradiction.

This also o�ers a way to build a model for n(k,m) = mk. Considermk vectors

forming a basis, and index them with k-tuples (p1, . . . , pi, . . . , pk), with 0≤pi≤m−1.
De�ne Aiv(p1,...,pi,...,pk) = 0 if pi = m− 1, and Aiv(p1,...,pi,...,pk) = v(p1,...,pi+1,...,pk)

if 0 ≤ pi > m− 1. It is readily checked that all three conditions hold. �
Alternative Solution.1) Since Ak is nilpotent of order m, the dimension

of the image �(Am−1
k ) is at most �n(k,m)/m�. Then n(k,m) ≥ mk follows by

induction on k. Consider the linear operators λi associated with matrices Ai. The

matrices Bi (i > k) associated with the linear operators πkoλioιk verify all three

conditions (ιk is the canonical injection from �(λm−1
k ) into the full space, while πk

is the canonical projection from the full space onto �(λm−1
k )). This reduces the

situation to the identical one for k − 1. �
Alternative Solution.2) The model is that of the real vector space made

of all polynomials P in k variables xi, with degree in each variable at most m− 1.
Partial di�erentiation with respect to xi is a linear operator, which will be de-

noted Ai, thus AiP :=
∂P

∂xi
. Again, it is readily checked that all three condi-

tions hold: Am
i makes all polynomials vanish, Ai and Aj obviously commute, and

(A1 . . . Ak)m−1xm−1
1 . . . xm−1

k = ((m− 1)!)k �= 0. �
Problem 6. Let f �≡ 0 be a polynomial with real coe�cients. De�ne the

sequence f0, f1, . . . , fn, . . . of polynomials by f0 = f and fn+1 = fn + f ′
n for every

n ≥ 0. Prove that there exists a number N such that, for every n ≥ N , all roots of
fn are real.

Solution.3) The proof is extremely technical. One can de�nitely prove the

case deg f = 2 (as the cases for degree 0 and 1 are trivial). Also, noticing that

(exfn(x))′ = exfn(x) + exf ′
n(x) = exfn+1(x) sheds some light on the phenomenon.

We will refrain in this presentation from reproducing the (very) di�cult o�cial

solution.

Liceul Internaµional de Informatic ,
Bucure³ti

1)Given during the competition by Princeton contestant Simion Filip. (A.N.)
2)Given during the competition by Brazilian contestant Fábio Moreira. (A.N.)
3)Nobody managed to tackle this during the competition (only very few scores of 1, 2 or 3 points

out of 20 were recorded). (A.N.)
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PUNCTE DE VEDERE

Starea actual  a înv µ mântului superior românesc

de Laurenµiu Modan

Abstract

In our work ,,Actual Estate of the Romanian University Education�, we propose

realising a study based on a careful analysis of the teaching and learning present

system, from our country society. For this, our starting point is the precarious Mathe-

matics education in the contemporary Romania, and equally, the searching since 2005,

about Bologna Program, of the French professor in Amiens University, respectively,

Bernard Kalaora.

Key words: teaching Romanian system, learning Romanian system, Mathema-

tics education.

M.S.C.: 01A85, 01A99.

1. Tradiµia universitar  româneasc 

Începuturile normalit µii culturale ale unei naµii coincid, în general, cu mo-

mentul apariµiei primei sale universit µi. Cu cât întemeierile ³colilor academice au

fost mai timpurii în istoria unei µ ri, cu atât mai proli�ce vor � câ³tigurile naµiei

respective, care, prin r bdare, a bene�ciat de o îndelung  perioad  de c utare, de

cizelare ³i de a³ezare a unor fapte, c rora numai trecerea vremii le asigur  ³lefuirea

spre giuvaer! Este cazul unor culturi solide ca ale Franµei, Italiei, ³i Germaniei, care,

în fond, ³i-au pus amprenta pe dezvoltarea ulterioar  a umanit µii.

La noi, în ciuda existenµei unor instituµii superioare de educare, ceva mai

vechi, ca Academia Mih ilean  din Ia³i, �coala de la Sfântul Sava, din Bucure³ti,

³i Colegiul Piari³tilor din Cluj, nu putem emite pretenµia de a le numi universit µi!

Primele l ca³e academice române³ti, în adev ratul sens al cuvântului, apar târziu,

în 1860, la Ia³i ³i respectiv în 1864, la Bucure³ti, prin întemeierea celor dou  prime

universit µi, în urma hrisoavelor semnate de Al. I. Cuza, domnul Unirii (v. [3]).

Acestora, din 1872, li se adaug  ³i universitatea din Cluj.

Primii doctori români, mai ales cei ³coliµi la Paris ³i Roma, indiferent de

domeniu, s-au întors în majoritate, cu mult entuziasm, în µar , deci ³i s  contribuie

la punerea temeliilor ³tiinµei ³i ale culturii naµionale. Cu toµii erau c l uziµi de for-

mularea magic , potrivit c reia ,,cum arat  ast zi ³coala, a³a va ar ta mâine µara�,

din spusele lui Spiru Haret, primul doctor român în Matematici, care, renunµând la

o str lucit  carier  universitar  la Paris, a revenit în µar , pentru a deveni în timp

,,omul ³colii� sau ,,marele ministru�, dup  cum îl va evoca, deseori, Nicolae Iorga

(v.[3]). Munca temeinic  ³i serioas , a pionierilor înv µ mântului universitar româ-

nesc, a început s  dea roade în primii ani ai secolului al XX-lea. . . Iar între cele

dou  r zboaie mondiale, truda lor a izbutit chiar s  impun  universit µile române³ti!

Cultivarea sentimentului pentru lucrul bine f cut, transmis de mae³tri în su�etele

discipolilor, a reu³it s  reziste ³i peste timpurile tulburi ce au venit dup  impunerea

forµat  a ideologiei sovietice, când, aproape o generaµie întreag , de profesori univer-

sitari, a fost distrus  în închisorile comuniste... �i ne-am bucurat constatând c  nu
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se pierduse totul ³i c  seminµele bine s dite de c tre ace³ti întemeietori de drumuri,

în ³tiinµ  ³i cultur , au reu³it s  reziste, ³i germinând, s  contribuie la. . . continui-

tatea �rescului! �i, de³i mai rar ca în perioada de glorie naµional , respectiv aceea

a României Mari, s-au pus iar ³i c r mizi solide pentru spiritualitatea naµiei, chiar

³i în vremurile bântuite de s r cia ideologiei proletare a egalitarismului. . .

De altfel, trebuie s  subliniem c  întreaga perioad  comunist , dintre 1947 ³i

1989, a fost constituit  dintr-o alternanµ  de etape mai luminoase, cu altele foarte

întunecoase, datorate luptei dintre vechii universitari, cu o formaµie solid  de spe-

cialitate ³i cu o vast  cultur , realizate dup  modelul Europei vestice, dar ³i între

cei noi, reîntor³i de la studii, mai mult sau mai puµin coerente, f cute în Rusia sovi-

etic , ³i impu³i apoi de puterea proletar , susµinut  de Moscova. Într-o bun  parte

a sa, deceniul al 7-lea al veacului trecut s-a bucurat de prestigiul unor personalit µi

ce au profesat în înv µ mântul nostru superior, ³i care în ciuda unor compromisuri

f cute cu regimul, i-au impus totu³i un standard ³i o calitate de nivel internaµional.

Pentru Matematic , trebuie s  amintim c  în aceast  perioad  istoric , România

avea realiz ri ce erau imediat citate dup  cele ale ru³ilor ³i polonezilor, la vremea

aceea, forµe de necontestat ale domeniului.

Calitatea moral , cel mai adesea îndoielnic  a persoanelor formate în fosta

Uniune Sovietic  ³i promovate apoi în universit µi, al turi de intrarea în viaµa ac-

tiv  ³i impunerea în lumea academic , de c tre partidul unic, a unor ,,produse� ale

discriminatoarei reforme a înv µ mântului din 1948, care susµinea doar non-valoarea,

totul cumulat ³i cu dispariµia natural  a ultimilor mari fo³ti profesori, formaµi între

cele dou  r zboaie mondiale, au dus treptat, la o adev rat  s r cire spiritual  a în-

v µ mântului superior românesc! Astfel, cu un num r dominant de pseudo-speciali³ti

formatori, pentru care politicul f cea regula, în majoritatea universit µilor prede-

cembriste disp ruse respectul faµ  de morala cre³tin , faµ  de valoare în general, ³i

faµ  de viitorul naµiei, în special! Iar acestea funcµionau dup  un compromis tacit,

susµinut de programe deseori neadecvate, însoµite de o exigenµ  în continu  sc dere,

conducând în general, spre lipsa unei perspective reale a înv µ mântului universitar

din ultimii ani, ai deceniului al 8-lea, din secolul deja apus. . .

2. Perioada universitar  postdecembrist 

Prim vara adus  în su�etele românilor, de c tre însoritul decembrie 1989, nu

a atras dup  sine ³i normalitatea atât de necesar , în viaµa academic  ³i ³tiinµi�c  a

µ rii! Dup  rezolvarea intereselor carieriste ale marii majorit µi a unor mode³ti în-

v µ cei universitari, care au devenit apoi, cale de câµiva ani, adev raµi globe-trotteri,

erijaµi în. . . somit µi academice, f r  oper  de baz , ³i care, f r  nici o pricepere ³i cu

o capacitate limitat  de a discerne alegerea utilului pentru instituµia ce o reprezen-

tau, au încercat copierea a tot felul de modele: american, anglo-saxon, austriac,

franµuzesc, italian, scandinav. . . Relativ repede, a ap rut o bulversare total  a sis-

temului universitar românesc, în care s-au n scut înainte de vreme, specialit µi noi,

dar f r  a avea mai întâi, dasc lii necesari, în care s-au în�inµat universit µi noi, în

ora³e unde nici licee cu tradiµie nu existau, sau chiar în localit µi unde cei cu studii

superioare abia se num rau în câteva duzini. . . �i culmea ridicolului, în µara în care

pân -n 1989, num rul inginerilor ne³tiutori de meserie, era de 4 ori mai mare ca

al mai³trilor, în µara cu o suprafaµ  medie, dar cu puµini locuitori, s-a decretat. . .
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nevoia acut  de ,,speciali³ti�, sco³i pe banda rulant  a ,,înv µ mântului la distanµ �,

sau a unor universit µi particulare, toate �ind în cea mai mare m sur , doar ni³te. . .

cooperative, unde contra bani, s-au eliberat diplome, cu titluri ce conferau drepturi

nelegale. Nimeni nu a vrut s  priceap  vreodat , sau cu atât mai mult, s  încerce

s  con³tientizeze, c  România nu-i Canada, ³i nici m car Australia, pentru a-³i dez-

volta f r  noim , un sistem educativ nul, de înv µ mânt la distanµ , în condiµiile în

care, în România actual , nu exist  nici pe departe, con³tiinµa civic  a celor dou 

µ ri menµionate anterior! În plus, acestea impun înv µ mântului lor la distanµ , o

seriozitate tripl  decât cea întâlnit  la cursurile de zi ale majorit µii universit µilor

noastre de stat. . . Vom mai aminti aici, c  în Canada, prin forma ,,la distanµ �, nu

pot � urmate decât studii scurte, de 3 ani, care preg tesc doar speciali³ti de execuµie,

pl tiµi cu cel mult 34.000 $ CAD pe an. În cea mai întins  provincie canadian , în

Québec, mare cât jum tate din Europa, înv µ mântul la distanµ  e autorizat doar

într-o singur  universitate, care nu se ocup  decât de buna funcµionare a acestei

forme!

Lipsa con³tiinµei civice române³ti rezult  ³i din faptul c  la autorizarea sau

acreditarea unei puzderii de noi universit µi de stat, sau particulare, nu conteaz 

decât interesul meschin al unor semidocµi, care s-au dorit. . . împ unaµi cu titluri

universitare. Desigur, tot lipsa simµului realit µii nu a îndemnat pe nici un diriguitor

politic sau administrativ actual, s  priveasc  în mod con³tient realitatea european ,

care ne arat  c  în privinµa înv µ mântului laic privat exist , în fond, o unic  univer-

sitate particular  foarte veche, elitist , de tradiµie, cu o seriozitate ³i cu un renume

de marc  în lume, respectiv Universitatea Liber  din Bruxelles. Acesteia i se mai

adaug  cel mult alte dou  instituµii europene catolice private, cu nume rezonant în

lumea academic , ele �ind situate la Louvain în Belgia ³i la Genéve în Elveµia. În

România postrevoluµionar , lipsa con³tiinµei civice a f cut ca în decursul ultimilor 16

ani, s  apar  armate întregi de posesori ai diplomelor f r  acoperire, în marea majori-

tate, juri³ti ³i economi³ti, care induc in�aµie pe piaµa forµei de munc , contribuind în

fond, prin lipsa educaµiei lor profesionale, la sc derea agravant  a nivelului cultural

al naµiei! Atenµion m aici, pe cei în drept, c  în România anului 2007, în conformi-

tate cu principiul Timberger-Bos, aplicat m rimii µ rii ³i num rului s u de locuitori,

în perioada actual , sunt necesare cel mult 18 universit µi de stat ³i particulare (v.

[1]) ³i nu 137, câte funcµioneaz  acum! În plus, acestea trebuie s  �e universit µi

adev rate, cu un sistem de educaµie care s  respecte tradiµia de aproape un secol

³i jum tate a mediului academic naµional, ce a contribuit la formarea câtorva val-

ori de marc  în cultur  ³i în ³tiinµ , ast zi, unanim recunoscute pe plan mondial!

Prin urmare, ne trebuie universit µi puternice ³i cu coloan  vertebral , care s  aib 

demnitatea renunµ rii la plafonarea impus  de Programul Bologna, program care

prin egalitarismul comunitar, introdus de o criz  a sistemului european de valori, nu

face decât s  decapiteze unele ³coli naµionale, bazate pe un sistem elitist, care, ³i

în România, a funcµionat aproape perfect pân  în jurul anilor 1997-1998. Sistemul

elitist a existat la noi din totdeauna, prin tradiµia înv µ mântului superior româ-

nesc, unde doar o parte redus  dintre bacalaureaµi, ³i aleas  prin concurs riguros,

câ³tiga dreptul de înmatriculare ca student. Aceasta este urmarea �reasc  a unui

fapt rezultat chiar prin selecµia natural , potrivit c reia, nu toµi indivizii unei naµii

pot � absolvenµii studiilor universitare! Iar la aspectul de faµ , trebuie s  re�ec-
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t m cu atât mai mult, cu cât nici m car comunismul, în ciuda egalitarismului s u

proletar, nu a gândit vreodat , ca aproape toµi cet µenii s i s  posede diplome uni-

versitare! Nu trebuie s  uit m apoi, c  umplerea total  a timpului unor tineri f r 

capacit µi intelectuale, cu a³a-zise studii superioare contra tax , nu duce decât la

lipsirea societ µii de forµa cali�cat , de munc , ce n-o mai are, ³i pe care trebuie s-o

g seasc  în alte spaµii decât cel naµional!

3. Ine�cienµa programului Bologna

În continuare, vom c uta s  analiz m prin prisma contextului deja prezen-

tat, diminuarea drastic  a calit µii înv µ mântului românesc, rezultat  ³i ca urmare

a sc derii nivelului ³colii matematice naµionale. Iar aceasta din urm  se va a�a

într-un declin ³i mai accentuat decât ceea ce s-a petrecut în ultimii 10 ani, din

cauza accept rii Programului Bologna (v. [2], [5] ³i [6]). Relativ la Programul

anterior, subliniem c  universit µile europene cu tradiµie de secole, au criticat în

mod deschis ³i nu au subscris la sistemul egalitarist 3/2/3, cunoscut ³i sub forma

licenµ /masterat/doctorat (L/M/D). Este în primul rând, cazul �colilor de Înalte

Studii din Franµa, în care intr : L'École Normale Supérieure, La Haute École Com-

erciale, l'École Nationale d'Administration, precum ³i puternicul lanµ format din

Les Écoles d'Ingénieurs. Acestora li s-au ad ugat ³i prestigioasele �coli Politehnice

din Torino ³i Milano (Italia), Zürich ³i Lausanne (Elveµia), precum ³i la fel de re-

cunoscutele universit µi Charles din Praga ³i Th. Masarik din Brno (Cehia). Sunt

frumoase exemple, care ne demonstreaz  c  tradiµia trebuie respectat , indiferent

de curentele efemere, nefundamentate logic, deoarece în mod �resc, ating omenirea

la un moment dat. . .

O critic  bine motivat , a sistemului L/M/D, a fost prezentat  înc  din 2005,

de Bernard Kalaora, profesor de sociologie la Universitatea Jules Verne din Amiens

(Franµa) ³i cercet tor CNRS în Laboratorul de antropologie social  (v.[2]). În vi-

ziunea sa, Programul Bologna este o modalitate de ,,deformare a realit µii... în-

treµinând doar iluzia succesului la înfruntarea concurenµei�, �ind în fond ,,a³a-zisa

schimbare în stabilitatea perfect �. Foarte departe de o adev rat  analiz  ³i or-

ganizare a educaµiei ³i cercet rii universitare, a select rii obiective a studenµilor,

,,departe de a crea pentru ei leg turi cu mediile economice ³i industriale de stat,

sau private, departe de a contribui la mobilitatea cadrelor didactice ³i a studenµilor

pentru formarea unor poli europeni pe discipline, sistemul L/M/D nu a reu³it decât

o copiere a unor fapte deja caduce�. Mult invocata pluridisciplinaritate a fost re-

dus  doar ,,la regrupararea unor discipline deja existente, f r  a se evalua valoarea

lor cognitiv �, decretându-se important  doar ",,curricula�, în fond ,,aceea³i hain ,

puµin rearanjat  dup  noile reglement ri europene, în ciuda unui conµinut veritabil

de transdisciplinaritate ³i mobilitate a cuno³tinµelor�. Practic, în Franµa, observa B.
Kalaora, sistemul L/M/D nu face decât s  certi�ce ,,mai mult  birocraµie, formalism

al gestiunii administrative ³i procedurale, protocoale în plus, înt re³te nomenclatura

universitar , vizând doar o uniformizare a administraµiei, prin folosirea unor coduri

comune. . . bazate pe o constrângere mai e�cace, susµinut  printr-un alt sistem in-

formatic�. Totul este împins spre o ,,exagerat  gestiune birocratic �, care genereaz 

presiuni ³i o permanent  neîncredere între participanµii din sistem, ,,exacerbând

în �nal, tensiunea luptei pentru putere, în tab ra formatorilor�. Practic, dup 
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B. Kalaora, ,,universitatea nu mai este o scen  a înv µ mântului ³i a transmiterii

cuno³tiinµelor, ci o ma³in  birocratic  ce funcµioneaz  în neant,. . . distrugând cre-

ativitatea, imaginaµia ³i �ind exact reversul ma³in riei gândite de Deleuze�. Cadrele

didactice, despersonalizate de sistemul egalitarist L/M/D, devin ,,simple curele de

transmisie�, folosite de ,,³e�, a c ror unic  misiune r mâne punerea în practic  a

cerinµelor ministerelor de resort, sperând mereu doar în buna lor evaluare spre noi

promov ri�, c ci aceasta depinde în cea mai mare m sur , ,,nu de calitatea profe-

sional , ci de executarea rapid  ³i f r  discuµie, a unor noi ordine�. Într-un astfel

de context, B. Kalaora conchide c  reforma pretins  de L/M/D nu r mâne decât

,,un simulacru, în care bene�ciarii nu sunt nicidecum studenµii, ci ap r torii biro-

craµiei, ce aspir  la calitatea de ³efuleµi locali (decani, rectori, coordonatori de de-

partamente)�. În viziunea sa, Programul Bologna este unul ,,lipsit de calitate ³i mai

ales de conµinut, care dore³te doar s  creeze imaginea culturii pentru toµi�. Singurele

,,câ³tiguri�, dar în sens negativ, se reduc la ,,sc derea calit µii examin rii studenµilor,

la cre³terea num rului sesiunilor de examinare, precum ³i la apariµia unor examene la

pseudo-discipline�, fapte extraordinar de reale pentru actuala societate universitar 

româneasc ! B. Kalaora mai constat  cu am r ciune, în studiul s u, c  în Franµa,

culmea ,,câ³tigului negativ� const  în cre³terea f r  m sur  a ,,celor ce se aleg, f r 

acoperire, cu o diplom  de 3 ani, numit  acum licence, în locul aceleia mai utile,

de 2 ani, ³i care se numea deug�. Iar totul se desf ³oar  ,,numai în favoarea sc derii

drastice a calit µii lucrurilor înv µate în timpul celor 3 ani, net inferioare celor ce se

studiau înainte, în 2 ani�. Sociologul B. Kalaora mai observ  c  pretenµiile noilor

deµin tori ai diplomelor f r  acoperire, ,,cresc simµitor, devenind chiar deranjante,

când vin din partea reprezentanµilor mediilor defavorizate, care reclam  apoi, un nou

statut profesional ³i social, ³i care, paradoxal, nu au acces la el, tocmai prin nivelul

precar al cuno³tinµelor însu³ite�. În opinia sa, cel mai trist este faptul c  ,,marea

majoritate a cadrelor didactice devine complicea st rii birocratice�, pierzându-se în

fond menirea dasc lului. Asupra sistemului de la Bologna, care se îndreapt  ,,spre

nivelul 0 al preg tirii universitare�, B. Kalaora concluzioneaz  c  ,,regresia efectiv 

a înv µ mântului superior devine generalizat , iar acesta tinde spre o infantilizare a

sa�. Mult trâmbiµata europenizare universitar  se rezum  în �nal, ,,doar la un num r

redus de mobilit µi, prin care foarte puµini studenµi vor urma unii ani de studii în alte

µ ri, num rul în cauz  �ind insigni�ant, de vreme ce nu exist  nici o obligaµie cur-

ricular  efectiv  în privinµa standardului de cunoa³tere a limbilor str ine�. În �nalul

studiulul s u, B. Kalaora conchide c  ,,L/M/D nu r mâne decât o simpl  maimuµ re-

al , o în³el torie ³i o ipocrizie�, iar dac  am parafraza în spirit românesc, am zice

c  Programul Bologna este ,,un furt al propriei c ciuli�. Previziunea sociologului

francez este chiar sumbr , pentru el ,,pr bu³irea total  a sistemului universitar �ind

foarte aproape�, de vreme ce ,,câ³tig torii globaliz rii înv µ mântlui superior sunt

doar funcµionarii ,,apparatchiks�, care în ciuda apartenenµei lor la mediul academic

elevat, sunt mai degrab  ca mecanismul de baz  al vechilor sisteme comuniste�.

4. Consecinµele programului Bologna în spaµiul românesc

Vom înt ri în cele ce urmeaz , pertinenµa articolului cercet torului ³i pro-

fesorului B. Kalaora, f când referiri la spaµiul academic românesc, unde sistemul

L/M/D nu duce decât la sc derea nivelului universitar, în cel mai fericit caz, c tre
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unul de ³coal  postliceal  a anilor 1970-1980. . . Iar premisa descre³terii continue, a

calit µii înv µ mântului nostru superior, este înt rit  de proiectul legii acestuia, în

care ministerul de resort prevede ca nota de absolvire a licenµei ³i a masteratului

s  �e 5, când prin tradiµie ea trebuia s  �e 6, respectiv 7. Aceste bareme ne ream-

intesc faptul c , dac  în era comunist  cea mai dur , a anilor 1978-1988, partidul

stat î³i dorea ca toµi românii s  �e bacalaureaµi, ast zi, din lipsa de con³tiinµ  civic 

a guvernanµilor ³i legiuitorilor actuali, s-ar vrea ca �ecare ,,locuitor al µ rii� s  se. . .

împ uneze cu un titlu! Desigur, unul chiar f r  minim  acoperire, dac  avem în

vedere c  discipline absolut puerile umplu "curricula", în timp ce acelea, care pun

bazele logicii ³i ale meseriei ulterioare, lipsesc aproape cu des vâr³ire!

Ca matematician, trebuie s  constat discreditarea �tiinµei Regin , mai ales

începând cu anii 1997-1998, de când îns ³i gândirea logic  este permanent discredi-

tat , �ind ameninµat  astfel, dezvoltarea �reasc  a naµiei! C ci într-o µar  în care

chiar ministerul educaµiei scoate din programa ³colar  studiul Geometriei în plan

³i-n spaµiu, la aproape toate vârstele, nu mai exist  nici o îndoial  asupra dorinµei

de anihilare a logicii generaµiilor viitoare ³i a reducerii naµiei, doar la o stare vegetal 

([4]). . .

Când sub obl duirea ministerului de resort, se ajunge ca în România actual ,

la facult µile economice, în perioada celor 3 ani alocaµi licenµei, Matematicii s -i �e

acordat doar un curs de un semestru, cu 28 de ore, înseamn  c  în mod evident,

s-a revenit la gândirea ³abloanelor boln vicioase ale anilor 1950-1960, când se a�rma

conving tor, c . . . , "unui contabil nu-i trebuie mai mult decât cele 4 operaµii". Trist,

dar mai ales jenant, este s  constat m c  absolvenµii facult µilor economice în limbi

str ine, veniµi din alte µ ri, nu vor obµine echivalarea european  a licenµei lor, tocmai

ca urmare a num rului mult prea redus, de credite transferabile, rezultate din dimin-

uarea timpului destinat studiului Matematicii, drastic minimalizat, ca într-un liceu

de mâna a doua! Vom observa cu pl cere, c  exist  totu³i, unele universit µi partic-

ulare, ca aceea ce poart  numele lui Spiru Haret, ³i care au înµeles c  o diplom  de

economist, pentru a � recunoscut  european, necesit  un minimum de un an, alocat

studiului Matematicii.

O situaµie grav  o întâlnim ³i-n facult µile tehnice, c ci ³i aici, num rul

orelor de studiu al Matematicii s-a diminuat alarmant, ajungându-se în majoritatea

cazurilor, la alocarea a cel mult dou  semestre, cu o mixtur  de Calcul diferenµial

³i integral, Algebr  liniar , Geometrie analitic  în spaµiu, Ecuaµii diferenµiale, Pro-

babilit µi, Calcul variaµional etc., toate la un loc, îngr m dite într-un timp scurt,

nepermiµând studenµilor o decantare a cuno³tinµelor dobândite, ³i absolut necesare

în activitatea unui viitor inginer al secolului al XXI-lea. . .

Situaµia nu este cu nimic mai bun , nici în facult µile de Matematic  ³i Infor-

matic ! Sc derea general  a interesului tinerilor pentru Matematica fundamental ,

precum ³i diminuarea accentuat  a num rului de studenµi la aceast  specializare, se

constat  deja în calitatea profesional  mediocr  a majorit µii debutanµilor, angajaµi

în ³coli, sau chiar în licee. . . Interesul pentru Informatic  aduce un num r mare

de studenµi la aceast  secµie, unde desigur, dorinµa cunoa³terii faptelor Matematicii

efective, este v dit diminuat . Orgoliile unor profesori, deja dep ³iµi de timpul în

care tr im, au dus la apariµia unor programe analitice, ast zi numite pompos "cur-

riculare", neadecvate îns , nici pentru secµiile de Matematic , nici pentru cele de
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Informatic ! Astfel, s-au alocat numeroase ore, unor subdiscipline f r  viitor, de³i

altele, situate în topul actual, sunt reduse la 0! Vom consemna aici, c  un stu-

dent la Informatic , f r  o solid  baz  matematic , nu va putea utiliza e�cient, nici

Maple, nici Matlab, iar lipsa unor discipline moderne de tehnologia program rii, din

formarea sa, nu-l va putea face competitiv! Desigur c  ³i lipsa unor cursuri de Al-

gebr , Analiz  sau Geometrie computaµional , din programa secµiei de Matematic ,

ulterior, nu le va mai permite absolvenµilor, o facil  reconversie profesional !. . .

5. Situaµia academic  a corpului profesoral

Absolut inegal  este situaµia profesorilor ³i a conferenµiarilor din cele 62 uni-

versit µi de stat ³i cele 75 particulare, acreditate sau doar autorizate! Exist  astfel

în România, specialit µi pentru care s-au f cut numiri de profesori universitari, f r 

ca ace³tia s  îndeplineasc  unele cerinµe minime de lectori, pentru alte discipline. . .

Chiar în cadrul aceleia³i discipline, sistemul relaµional a adus con�rm ri pe posturi,

pentru persoane care au realiz ri profesionale nule, în timp ce altele merituoase sunt

blocate în poziµii inferioare! Exist  ast zi, o mulµime. . . num rabil  de profesori

universitari ce n-au m car un articol publicat într-o limb  str in !. . . Actualul sis-

tem românesc de promovare universitar , inegal ³i neunitar, încurajeaz  prin relaµiile

ma�otice ale unor ,,comitete ³i comiµii�, impostura, creând, în general, un lanµ al

. . . rezolv rii intereselor politice, sau administrative, ale timpului ce-l tr im. . . Prin

acest lanµ, se interzice în fond, abilitarea drept conduc tor de doctorate, a unor ade-

v rate valori, µinute vreme îndelungat , în umbra unor nulit µi, care dup  1990, au

reu³it s  µeas  adev rate clanuri de interese! �i este ru³inos dar ³i trist, în acela³i

timp, c  exist  conduc tori de doctorate, care nu au nici un articol în domeniul

numirii lor, ei �ind doar mode³ti autori de studii f r  valoare, sau de colaje scoase

din diferite c rµi, ³i numite apoi pompos . . . ,,monogra�i�.

6. Epilog

Ne place s  credem, c  toµi aceia ce au puterea de a discerne asupra st rii

actuale a înv µ mântului românesc, ³i mai ales a celui universitar, vor acµiona unitar,

încercând o ie³ire rapid  ³i rezonabil  din marasmul ce ameninµ  efectiv, viitorul

naµiei! Pentru c  un popor f r  educaµie ³i care nu cultiv  logica Matematic , devine

un popor vegetal. . . Susµinem, cu t rie, revenirea la matricea sistemului tradiµional

al înv µ mântului românesc, cl dit  de Spiru Haret la sfâr³itul veacului al XIX-

lea, ceea ce ar însemna nu numai intrarea în normalitate, dar ³i revenirea la ceea

ce a asigurat renumele unor domenii recunoscute în lumea întreag . Reevaluarea

modului de admitere în licee ³i facult µi, care s  permit  tinerilor din elit , formarea

lor ca speciali³ti, în µara natal , impunerea ³colii noastre doctorale prin profund 

seriozitate, respectarea criteriilor de valoare în promovarea speciali³tilor, alocarea

de fonduri adecvate care s  statueze profesorul-cercet tor, ca entitate de baz  a

sistemului universitar românesc, toate cumulate ³i cu înl turarea de�nitiv  din lumea

academic , a tuturor reprezentanµilor reminiscenµelor politice trecute ³i actuale, ce

³i-au urm rit doar interesele, precum ³i neacceptarea modelelor din afar , ce n-au

nimic în comun cu realitatea istoriei noastre, ne vor permite în timp, o reabilitare

intelectual  adev rat , a naµiei!
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NOTE MATEMATICE

Behind an elementary problem of geometry

by Wladimir G. Boskoff

Abstract

In this very short note the author describes the problem of geodesics for Platonic

solids.

Key words: Platonic solids, metric, geodesic

M.S.C.: 52B05, 51K05, 53A05

It is well known the ,,Spider and Fly� problem. A hungry spider climbing on

a wall of a cubical room sees a �y land on the opposite wall. What is the shortest

path from the spider to the �y? The solution involves that the cube may be laid

�at on a plane. The spider and the �y seen as points are connected by a line which

is the shortest path in the plane. Folding up the cube, the image of this line is the

shortest path on the cube. What is behind this problem? In this note we show that

the metric induced by two adjacent sides of a polyhedron depends on the dihedral

angle of the faces of the polyhedron. This means that regular polyhedra, that is

Platonic solids, admit a global metric. The geodesics corresponding to this metric

are related to the solution of the ,,Spider and Fly� problem extended to Platonic

solids.

To establish our context, consider Figure 1. We choose a rectangular three-

dimensional frame such that the x-axis lies on the edge between the faces Fi and

Fj of the regular polyhedron P. Suppose O, the origin of this frame, is an arbitrary

point on the edge. We assume that the face Fi lies in the xy−plane. Denote by
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(π − α) the angle between the two faces of the regular polyhedron and let M be a

point lying on the face Fj . Denoting by x and −y the �rst two coordinates of M,
we obtain −y tanα as the third coordinate.

Consider the point M corresponding to

M when we lay �at the given polyhedron

on the xy−plane. Then M has the coor-

dinates
(
x,− y

cosα
, 0
)
. For a point in a

neighborhood of M we have the coordi-

nates

(x + dx,−(y + dy),−(y + dy) tanα). This
point corresponds after laying �at the face

on the xy−plane to the point M + dM of

coordinates

(
x+ dx,−y + dy

cosα
, 0
)
. The

M

M

x

( ,0,0)x

y

z

Fig. 1

metric corresponding to the pair of points M and M + dM is

ds2 = dx2 +
1

cos2 α
dy2.

The case when cosα = 0 must be discussed separately. It corresponds to

α =
π

2
, therefore the Platonic solid is a cube. Suppose that M lies originally in the

xz−plane, as in Figure 2, and has coordinates (x, 0, z).
Point M that will correspond in the

xy−plane has coordinates (x,−z, 0). An

arbitrary point in a neighborhood ofM has

originally coordinates (x + dx, 0, z + dz).
In xy−plane it switches to (x + dx,−(z +
dz), 0). So, the metric corresponding to the

cube is ds2 = dx2 + dz2. Therefore there

exist two kinds of metrics corresponding to

the Platonic solids. Since these metrics are

both �at, their geodesics are lines. This

matches the image of the shortest path be-

tween two given points lying on two faces

M

M

x

( ,0,0)x

y

z

Fig. 2

( ,0, )x z

K

Face Fi

in one of those Platonic solids is the line which connects the points after the laying

�ate of the Platonic solid on a plane. Folding up the Platonic solide, the image of

this geodesic is the shortest path between the given points.
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O demonstraµie elementar  a inegalit µii lui Jordan

de Andrei Vernescu ³i Dan Coma

Abstract

We present a geometric proof of the inequality of Jordan.

Key words: Camille Jordan, sinus, area, monotony, convexity.

M.S.C.: 26A05, 26A09, 26A24, 26A48, 26A51

1. O demonstraµie a inegalit µii lui Jordan 1)

sinx
x

≥ 2
π
, x ∈

(
0,

π

2

]
(1)

poate � g sit , de exemplu, în excelenta monogra�e [6] a lui D. S. Mitrinovi¢ ³i

P. M. Vasi¢, pag. 33, pentru aceasta stabilindu-se cu ajutorul negativit µii

derivatei2) c  funcµia f :
(
0,

π

2

]
→ R, f(x) =

sinx
x

este strict descresc toare, deci

f(x) ≥ f
(π
2

)
=

2
π
.

2. Câteva considerente introductive dintr-o lucrare recent  a celui de al doilea

autor [3] constituie o nou  demonstraµie a inegalit µii lui Jordan, de natur  pur

geometric , f r  folosirea derivatelor. Unicul element necesar este gra�cul funcµiei

sinus pe intervalul
[
0,

π

2

]
³i acceptarea intuitiv  a faptului c  funcµia este concav 

pe acest interval2),3) (�g. 1).

y

xA�������

B�������

N( sin )x, x

O M( ,0)x

Fig. 1

Iat  aceast  demonstraµie.

Considerând punctul variabil M(x, 0), cu
x ∈

(
0,

π

2

]
³i punctul corespunz tor de pe gra�c

N(x, sin x), avem inegalitatea de arii

σ[OMN ] + σ[NMAB] ≥ σ[AOB] (2)

(cu egalitate dac  ³i numai dac  x =
π

2
, adic  M

coincide cu A), în care în partea stâng  apar aria

unui triunghi dreptunghic ³i aria unui trapez, iar în
partea dreapt  apare aria unui triunghi dreptunghic. Exprimând aceste arii în

funcµie de x obµinem

x sinx
2

+
(1 + sinx)

(π
2
− x

)
2

≥ π

4
,

de unde, efectuând calculele necesare, rezult 

sinx
x

≥ 2
π
.

3. Mai mult, metoda geometric  prezentat  permite chiar obµinerea faptului

c  funcµia x �→ sinx
x

, cu x ∈
(
0,

π

2

]
este strict descresc toare.
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Într-adev r, �e u, v ∈
(
0,

π

2

]
, u < v oarecare

(�g. 2). Urmând acela³i procedeu, obµinem:

u sinu
2

+
(sinu+ sin v)(v − a)

2
≥ v sin v,

de unde:
sinu
u

≥ sin v
v

.

y

x���O

Fig. 2

u v

Acum se vede c , de fapt, inegalitatea (1) poate � reg sit  prin particu-

larizarea v = 1.
Asupra unei interpret ri geometrico-mecanice a inegalit µii lui Jordan, a se

vedea [11].

4. Procedeul urmat permite stabilirea faptului c , pentru o funcµie concav 

oarecare f : [0,∞) → [0,∞), cu f(0) = 0 funcµia x �→ f(x)
x

, x > 0, este descresc -

toare. Dac  f este convex , atunci funcµia x �→ f(x)
x

, x > 0, este cresc toare. Dar

aceasta nu reprezint  decât un caz particular al faptului c , dac  f este convex ,

atunci funcµia px0 , dat  de

px0 =
f(x)− f(x0)

x− x0

este cresc toare (a se vedea [7]).

Aceasta constituie, într-un anumit sens, o ,,banalizare� a inegalit µii lui Jor-

dan.

Notele autorilor

1) Camille Jordan (1838-1922), matematician francez, cunoscut pentru importante

realiz ri, în special în algebr , analiz  ³i topologie.
2) Obµinerea formulei de derivare a funcµiei sinus se sprijin  în mod esenµial pe

utilizarea limitei fundamentale lim
x→0

sin x

x
= 1, a c rei stabilire necesit , la rândul s u, anu-

mite elemente premerg toare analizei matematice (în literatura matematic  anglo-saxon 

,,prerequisites� de ,,precalculus�) anume inegalitatea sin x ≤ x ≤ tgx, x ∈
[
0,

π

2

)
, a c rei

justi�care se face, de regul , pe baza de�niµiei geometrice a funcµiilor trigonometrice (nu-

mit  foarte sugestiv de c tre E. Maor în [5] de�niµia ,,medieval �). Uneori, chiar justi�carea

inegalit µii menµionate se face utilizând concepte mai elaborate. Astfel, chiar în [6] se obµine

inegalitatea x ≤ tgx integrând inegalitatea
1

cos2 t
≥ 1 (de exemplu pe un interval [0, x],

cu x ∈
(
0,

π

2

)
). Aceasta, ca ³i justi�carea rezultatului lim

x→0

sin x

x
= 1 pe baza regulii lui

L'Hospital, duce la un cerc vicios. Exist  ³i o de�nire analitic  (deci neintuitiv ), care

utilizeaz  seriile de puteri (a se vedea [1], [2], [7]).
3) Construcµia gra�cului funcµiei sinus, la o prim  luare de contact în liceu (ca ³i

pentru funcµia de gradul II, funcµia exponenµial  ³i funcµia logaritmic ) se face în clasele

de ,,precalculus� a IX-a ³i a X-a, deci înainte de studiul sistematic al funcµiilor cu ajutorul

derivatelor, prin singura metod  posibil  la acel stadiu, anume construcµia ,,prin puncte�,

neriguroas , dar, momentan, su�cient de sugestiv . Dar cunoa³terea acestor câtorva funcµii
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elementare este absolut necesar  la începutul studiului analizei în clasa a XI-a; din acest

motiv, în numeroase manuale de analiz  se recapituleaz  funcµiile elementare, la început,

dup  prezentarea corpului numerelor reale, dar înainte de începerea teoriei limitelor.

4) Stabilirea concavit µii Jensen a funcµiei sinus pe intervalul
[
0,

π

2

]
, adic  a ine-

galit µii sin
u + v

2
≥ sin u + sin v

2
, pentru orice u, v ∈

[
0,

π

2

]
constituie un exerciµiu trivial

de trigonometrie. Dar trecerea de la convexitatea (concavitatea) Jensen la cea uzual  este

ceva mai delicat . Pentru o expunere elegant  ³i detaliat  a teoriei, recomand m excelenta

monogra�e [8]. Un articol în care sunt prezentate primele elemente de convexitate, legate

³i de câteva aspecte didactice, a fost publicat în paginile acestei reviste, a se vedea [12].
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Imagini geometrice ale mulµimii numerelor reale deduse
dintr-o problem  de loc geometric

de Anghel Dafina

Abstract

In this note we deal with a locus problem. The obtained locus is a geometric

image of the real line.

Key words: loci, arcs
M.S.C.: 51M04

Enunµul problemei. Pe dreapta �x  d, situat  în planul π se consider 
punctele �xe A, B ³i punctul mobil M . În planul π se construiesc poligoanele regulate
de laturi [AM ] ³i [BM ], cu m, respectiv n laturi, unde m,n ∈ N, m,n ≥ 3. Cercurile
circumscrise acestor poligoane se intersecteaz  în M ³i P . Se cere locul geometric
al punctului P .

Pentru rezolvare deosebim cazurile m = n ³i m �= n, în �ecare caz poligoanele

pot � situate de aceea³i parte a dreptei d sau de o parte ³i de alta a acesteia.

Organiz m dreapta d ca o ax , axa numerelor reale x′x, punctele A, B având

abscisele a, b constante, iar punctul M abscisa x variabil .

Se obµin urm toarele rezultate:

1) Dac  m = n ³i poligoanele regulate sunt în acela³i semiplan (semiplanul

superior), locul geometric al punctului P este reuniunea dintre un arc de cerc cu

extremit µile în A ³i B, arc capabil de
360◦

n
³i semidreptele X ′A) ³i (BX .

A M MM

P

PP

XX

1

1

3

3

2P

B

arc capabil de 360 /n

Când M parcurge semidreapta X ′A), adic  x ∈ (−∞, a), cercurile sunt tan-
gente ³i P = M .

Când M parcurge [AB], adic  x ∈ [a, b], P descrie arcul APB, capabil de
360◦

n
.

Când M parcurge (BX , adic  x ∈ (b,+∞), cercurile sunt tangente ³i P = M .

Se constat  c  dreapta MP , când x ∈ (a, b), trece printr-un punct �x P0,

unde P0 este mijlocul arcului ce completeaz  arcul APB pân  la un cerc, adic 

arcul AP0B este arc capabil de 180◦ − 360◦

n
.

2) Dac m = n ³i poligoanele regulate sunt în semiplane diferite, locul geomet-

ric al punctului P este reuniunea arcelor P ′
0A, BP0 (arce capabile de 180◦ − 360◦

n
)

³i a segmentului AB.
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A MM

P

P

XX

1

1

3

3

0

0

P

P

B
M2 P2=

Când M parcurge semidreapta X ′A), adic  x ∈ (−∞, a), punctul P descrie

arcul P ′
0A.
Când M parcurge [AB], adic  x ∈ [a, b], cercurile sunt tangente ³i P = M .

Când M parcurge (BX , adic  x ∈ (b,+∞), P descrie arcul BP ′
0.

Punctele P ′
0 ³i P0 nu sunt puncte ale locului geometric, �ind poziµii limit  ale

punctului P ³i corespund în situaµia când x → −∞, respectiv x → +∞.

Se constat  c  dreapta MP , când x ∈ (−∞, a), trece prin punctul �x P ′
0, iar

când x ∈ (b,+∞), trece prin punctul �x P ′
0.

În cazul particular m = n = 4 arcul de cerc loc geometric de la 1. este

semicerc, iar arcele AP ′
0, BP0 de la 2. sunt sferturi de cerc, �ind arce capabile de

90◦.

3) Dac  m < n ³i poligoanele regulate sunt în acela³i semiplan (semiplanul

superior) locul geometric al punctului P este reuniunea a trei arce de cerc, astfel:

Q∗A, arc capabil de 180◦
(
1
m

− 1
n

)
, iar m sura arcului AQ∗ este egal  cu

360◦

n
;

AP2B este arcul capabil de 180◦
(
1
m

+
1
n

)
³i BP ∗, arcul capabil de 180◦

(
1
m

− 1
n

)
,

cu m sura arcului AP ∗ =
360◦

n
.

Arcele AP ∗ ³i AQ∗ sunt simetrice faµ  de dreapta d.

arc capabil de 180 (1/m-1/ )n

arc capabil de 180 (1/m+1/ )n

arc capabil
de 180 (1/m-1/ )n

A MMM

P
P

P
XX

1
1

3

32

2P

B

P*

Q*

Când M parcurge semidreapta X ′A), adic  x ∈ (−∞, a), punctul P descrie

arcul de cerc Q∗A.
Când M parcurge [AB], adic  x ∈ [a, b], punctul P descrie arcul de cerc BPA.
Când M parcurge (BX , adic  x ∈ (b,+∞), punctul P descrie arcul de cerc

BP ∗.
Punctele P ∗ ³i Q∗ nu sunt puncte ale locului geometric, �ind poziµii limite

ale punctului P , când x tinde la −∞, respectiv +∞.

4) Dac  m < n ³i poligoanele regulate sunt în semiplane diferite, locul geo-

metric al punctului P este reuniunea a trei arce de cerc, astfel: T ∗A este arcul
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capabil de 180◦
(
1− 1

m
− 1

n

)
cu m sura arcului AT ∗ egal  cu

360◦

n
; APB, este

arcul capabil de 180◦
(
1− 1

m
− 1

n

)
, cu extremit µile în A ³i B; BS∗ este capabil

de 180◦
(
1− 1

m
− 1

n

)
, cu m sura arcului BS∗ egal  cu

360◦

n
.

A MM
P

XX
1

3

3

0P

BM2

arc capabil de 180 (1-1/m-1/ )n

arc capabil
de 180 (1 1/- m-1/ )n

arc capabil de 180 (1-/m+1/ )n2P

T*

S*

Când M parcurge semidreptele X ′A), adic  x ∈ (−x, a), punctul P descrie

cercul T ∗A.
Când M parcurge [AB], adic  x ∈ [a, b], punctul P descrie cercul APB.

Când M parcurge (BX , adic  x ∈ (b,+∞), punctul P descrie cercul BS∗.
Arcele BT ∗ ³i BS∗ sunt simetrice faµ  de dreapta d.

Punctele T ∗ ³i S∗ nu sunt puncte ale locului geometric, �ind poziµii limit  ale

punctului P , când se tinde la −∞, respectiv +∞.

În cazul particular m = 3 ³i n = 6, cercul APB de la 3) este semicerc ³i arcele

AT ∗ ³i BS∗ se a�  pe cercul de diametru [AB], �ind arce capabile de 90◦.
Observaµia 1. Cercul de diametru [AB], sau o parte a sa, devine loc geo-

metric numai în situaµiile m = n = 4, sau m = 3; n = 6, respectiv m = 6; n = 3,

deoarece ecuaµia
1
m

+
1
n
=

1
2
are în N numai aceste soluµii.

Observaµia 2. În cazurile m = 3, n = 4 ³i m = 4, n = 6 locurile geometrice

coincid, arcele corespunz toare �ind capabile de câte 105◦, 75◦, 165◦ ³i 15◦. Deose-
birea const  în faptul c  pentru m = 3; n = 4, punctele limita P ∗, T ∗ se a�  pe

cercul capabil de 75◦, iar pentru m = 4; n = 6 acestea se a�  pe cercul capabil de

105◦. Aceste cazuri rezult  din rezolvarea în N a ecuaµiei
1
m

+
1
n
= 1− 1

p
− 1

q
.

Observaµia 3. O parte din locul geometric poate s  coincid  pentru perechi

de poligoane regulate cu num r diferit de laturi.

În afara exemplelor prezentate în observaµiile 1) ³i 2) mai exempli�c m:

Ecuaµia
1
m

+
1
n

=
1
p
+

1
q

�= 1
2
, unde m,n, p, q ∈ N \ {0, 1, 2} are soluµia

m = 2k + 1, n = 2k + 2, p = k + 1, q = (2k + 1)(2k + 2), k ∈ N, k ≥ 2.
Pentru k = 2 obµinem perechile de poligoane m = 5; n = 6, laturi ³i p = 3;

q = 30. Pentru k = 3 obµinem m = 7; n = 8 ³i p = 4; q = 56.
Observaµia 4. Arcele APB ³i BP0 de la cazurile 1), respectiv 2) se a�  pe

acela³i cerc.

Arcele APB ³i BS∗; BP ∗ ³i APB; AQ∗ ³i AT ∗ de la cazurile 3) respectiv 4)

se a�  pe acela³i cerc.

Observaµia 5. Cazul m > n se trateaz  în mod analog cazului m < n.
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Observaµia 6. Dac  planul π este variabil, dreapta d r mânând �x , locul

geometric al punctului P se obµine prin rotaµia locului geometric prezentat în cazurile

1), 2), 3), 4) în jurul axei d.
Remarc . Locurile geometrice descrise în cazurile 1), 2), 3), 4) reprezint 

imagini geometrice ale mulµimii numerelor reale, parcurse în sensul indicat prin

s geµi.
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NOTE METODICE

Exemple de monoizi izomor�

de Gheorghe Costovici

Abstract

Starting from a remark from the book entitled Real Analysis, by H. L. Royden,

we present four examples of monoids which are isomorphic.

Key words: monoids, isomorphism

M.S.C.: 08A02

Fie a < 0, b < 0, c > 0, d > 0 patru numere reale. Vom considera funcµiile

• f : (a, 0] × (a, 0] → R, cu f(x, y) = xfy = x + y, dac  x + y > a ³i

f(x, y) = xfy = x+ y − a dac  x+ y ≤ a;
• g : (b, 0]× (b, 0] → R cu g(x, y) = xgy = x + y dac  x + y > b ³i g(x, y) =

xgy = x+ y − b dac  x+ y ≤ b;
• u : [0, c)× [0, c) → R cu u(x, y) = xuy = x + y dac  x + y < c ³i u(x, y) =

xuy = x+ y − c dac  x+ y ≥;
• v : (0, d) × (0, d) → R cu v(x, y) = xvy = x + y dac  x + y < d ³i

v(x, y) = xvy = x+ y − d daca x+ y ≥ d.
Vom ar ta c :

(I) f , g, u, v sunt operaµii (binare);

(II) cuplurile ((a, 0], f), ((b, 0], g), ([0, c), u), ([0, d), v) sunt monoizi comuta-

tivi, izomor� (operaµiile sunt asociative, comutative ³i pentru �ecare exist  unitate).

(I). Ar t m c  f este operaµie binar  pe (a, 0]. Fie x, y ∈ (a, 0). Dac  x+y > a
atunci xfy = x+ y > a. x ≤ 0 ³i y ≤ 0 implic  x+ y = xfy ≤ 0. Deci xfy ∈ (a, 0].

Dac  x + y ≤ a atunci xfy = x + y − a ≤ 0. Dar x > a ³i y > a implic 

x+ y > 2a, de unde x+ y− a = xfy > a. Deci xfy ∈ (a, 0]. A³adar, f este operaµie

pe (a, 0].
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Este evident acum c  ³i g este operaµie pe (b, 0].
Ar t m c  v este operaµie pe [0, d). Fie x, y ∈ [0, d). Dac  x+ y < d, atunci

xvy = x+ y ≤ d. Dac  x ≥ 0 ³i y ≥ 0, rezult  x+ y = xvy ≥ 0. Deci xvy ∈ [0, d).
Dac  x + y ≥ d atunci xvy = x + y − d ≥ 0. Dar x < d ³i y < d implic 

x + y < 2d ³i xvy = x + y − d < d. Deci xvy ∈ [0, d). Prin urmare v este operaµie

pe [0, d).
Este clar acum c  ³i u este operaµie (binar ) pe (0, c).
(II). Ar t m c  ((a, 0], f): este monoid comutativ. Din de�niµia operaµiei f

,,se cite³te� comutativitatea ei. Exist  0 ∈ (a, 0]. Dac  x ∈ (a, 0] atunci a < x =
x + 0 ≤ 0 ³i atunci, conform de�niµiei lui f avem xf0 = x + 0 = x. Deci 0 este

unitatea pentru operaµia f .

S  stabilim c  f este asociativ . Fie x, y, z ∈ (a, 0]. Avem de ar tat c 

(xfy)fz = xf(yfz).
Cazul 1: x+ y > a. Atunci xfy = x+ y.

Cazul 1.1: x+ y > a ³i x+ y + z > a. Atunci (xfy)fz = x+ y + z.

Cazul 1.2: x+ y > a ³i x+ y + z ≤ a. Atunci x(xfy)fz = x+ y + z − a.

Cazul 2: x+ y ≤ a. Atunci xfy = x+ y − a.

Cazul 2.1: x+ y ≤ a ³i x+ y − a+ z > a. Atunci (xfy)fz = x+ y − a+ z.

Cazul 2.2: x+ y ≤ a ³i x+ y− a+ z ≤ a. Atunci (xfy)fz = x+ y− a+ z− a.

Cazul 1′: y + z > a. Atunci yfz = y + z.

Cazul 1′.1: y + z > a ³i x+ y + z > a. Atunci xf(yfz) = x+ y + z.

Cazul 1′.2: y + z > a ³i x+ y + z ≤ a. Atunci xf(yfz) = x+ y + z − a.

Cazul 2′: y + z ≤ a. Atunci yfz = y + z − a.

Cazul 2′.1: y + z ≤ a ³i x+ y + z − a > a. Atunci xf(yfz) = x+ y + z − a.

Cazul 2′.2: y + z ≤ a ³i x+ y + z ≤ a. Atunci xf(yfz) = x+ y + z − a− a.

Cazul 1.1 ³i 1′.1 implic  (xfy)fz = xf(yfz).
Cazul 1.1 ³i 1′.2 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 1.2 ³i 1′.1 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 1.2 ³i 1′.2 implic  (xfy)fz = xf(yfz).
Cazul 1.1 ³i 2′.1 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

y + z ≤ a ³i x ≤ 0 ³i deci x+ y + z ≤ a.

Cazul 1.1 ³i 2′.2 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

x+ y > 0 ³i z > a ³i deci x+ y + z > 2a.
Cazul 1.2 ³i 2′.1 implic  (xfy)fz = xf(yfz).
Cazul 1.2 ³i 2′.2 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

x+ y > a ³i z > a ³i deci x+ y + z > a.

Cazul 2.1 ³i 1′.1 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

x+ y ≤ a ³i z ≤ a ³i deci x+ y + z ≤ a.

Cazul 2.1 ³i 1′.2 implic  (xfy)fz = xf(yfz).
Cazul 2.1 ³i 2′.1 implic  (xfy)fz = xf(yfz).
Cazul 2.1 ³i 2′.2 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 2.2 ³i 1′.1 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

y + z > a ³i x > a ³i deci x+ y + z > 2a.
Cazul 2.2 ³i 1′.2 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

y + z > a ³i deci x+ y + z > a.
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Cazul 2.2 ³i 2′.1 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze.

Cazul 2.2 ³i 2′.2 (xfy)fz = xf(yfz).
În concluzie, ((a, 0], f) este monoid comutativ.

Evident, ³i ((b, 0], g) este monoid comutativ.

Ar t m c  ([0, d), v) este monoid comutativ. Din de�niµia lui v se vede imediat

c  v este comutativ . Exist  0 ∈ [0, d). Atunci, dac  x ∈ [0, d) avem 0 ≤ x = x+0 ≤
d ³i deci xv0 = x+ 0 = x ³i astfel 0 este unitatea pentru v.

Ar t m c  operaµia v este asociativ .

Cazul 1: x+ y < d. Atunci xvy = x+ y.

Cazul 1.1: x+ y < d ³i x+ y + z < d. Atunci (xvy)vz = x+ y + z.

Cazul 1.2: x+ y < d ³i x+ y + z ≥ d. Atunci x(xvy)vz = x+ y + z − d.

Cazul 2: x+ y ≥ d. Atunci xvy = x+ y − d.

Cazul 2.1: x+ y ≥ d ³i x+ y − d+ z < d. Atunci (xvy)vz = x+ y − d+ z.

Cazul 2.2: x+ y ≥ d ³i x+ y− d+ z ≥ a. Atunci (xvy)vz = x+ y− d+ z− a.

Cazul 1′: y + z < d. Atunci yvz = y + z.

Cazul 1′.1: y + z < d ³i x+ y + z < d. Atunci xv(yvz) = x+ y + z.

Cazul 1′.2: y + z < d ³i x+ y + z ≥ d. Atunci xv(yvz) = x+ y + z − d.

Cazul 2′: y + z ≥ d. Atunci yvz = y + z − d.

Cazul 2′.1: y + z ≥ d ³i x+ y + z − d < d. Atunci xv(yvz) = x+ y + z − d.

Cazul 2′.2: y+ z ≥ d ³i x+ y+ z− d ≥ d. Atunci xv(yvz) = x+ y+ z− d− d.

Cazul 1.1 ³i 1′.1 implic  (xvy)vz = xv(yvz).
Cazul 1.1 ³i 1′.2 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 1.2 ³i 1′.1 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 1.2 ³i 1′.2 implic  (xvy)vz = xv(yvz).
Cazul 1.1 ³i 2′. nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

y + z ≥ d ³i x ≥ 0 ³i deci x+ y + z ≥ d.

Cazul 1.1 ³i 2′.2 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

x+ y < d ³i z < d ³i deci x+ y + z < 2d.
Cazul 1.2 ³i 2′.1 implic  (xvy)vz = xv(yvz).
Cazul 1.2 ³i 2′.2 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

x+ y < d ³i z < d ³i deci x+ y + z < 2d.
Cazul 2.1 ³i 1′.1 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

x+ y ≥ d ³i x ≥ 0 ³i deci x+ y + z ≥ d.

Cazul 2.1 ³i 1′.2 implic  (xvy)vz = xv(yvz).
Cazul 2.1 ³i 2′.1 implic  (xvy)vz = xv(yvz).
Cazul 2.1 ³i 2′.2 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 2.2 ³i 1′.1 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

y + z < d ³i x < d ³i deci x+ y + z < 2d.
Cazul 2.2 ³i 1′.2 nu exist  datorit  contradicµiei rezultat  din ipoteze c ci

y + z < d ³i x < d ³i deci x+ y + z < 2d.
Cazul 2.2 ³i 2′.1 nu exist  datorit  contradicµiei ipotezelor.

Cazul 2.2 ³i 2′.2 implic  (xvy)vz = xv(yvz).
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Deci ([0, d), v) este monoid comutativ. Este clar c  ³i ([0, c), u) este monoid

comutativ.

S  stabilim în continuare izomor�smele dintre cei patru monoizi.

Deoarece a < x ≤ 0, rezult  b < (b/a)x ≤ 0 ³i deci exist  F : (a, 0) → (b, 0)
cu F (x) = (b/a)x. Ar t m c  F este izomor�sm între ((a, 0], f) ³i ((b, 0], g).

Avem

F (t) = F (s) ⇔
(
b

a

)
t =

(
b

a

)
s ⇔ t = s.

Deci F este injecµie.

Dac  y ∈ (b, 0), ceea ce este echivalent cu b < y ≤ 0, atunci exist 

(a/b)y ∈ (a, 0] astfel încât F ((a/b)y) = (b/a)(a/b)y = y.
Deci F este ³i surjecµie.

Fie x, y ∈ (a, 0]. Atunci xfy = x+ y dac  x+ a > a ³i xfy = x+ y − a dac 

x+ y ≤ a. În cazul x+ y > a avem (b/a)(x+ y) = (b/a)x+ (b/a)y > (b/a)a = b ³i
atunci F (xfy) = F (x+ y) = (b/a)(x+ y) = (b/a)x+ (b/a)y = ((b/a)x)g((b/a)y) =
= F (x)gF (y). În cazul x+ y ≤ a avem (b/a)(x+ y) = (b/a)x+ (b/a)y ≤ (b/a)a = b
³i atunci F (xfy) = F (x + y − a) = (b/a)(x + y − a) = (b/a)x + (b/a)y − b =
= ((b/a)x)g((b/a)y) = F (x)gF (y).

Deci F este izomor�sm.

Deoarece b < x ≤ 0 implic  0 ≤ (c/b)x < 0, atunci exist  G : (b, 0] → [0, c) cu
G(x) = (c/b)x.

Dar

G(s) = G(t) ⇔ (c/b)s = (c/b)t ⇔ s = t

³i deci G este injecµie.

Dac  y ∈ [0, c) echivalent cu 0 ≤ y < c, atunci exist  (b/c)y ∈ (b, 0] astfel
încât avem G((b/c)y) = (c/b)(b/c)y = y ³i deci G este surjecµie.

Acum, dac  x, y ∈ (b, 0] atunci xgy = x+ y dac  x+ y > b ³i xgy = x+ y− b
dac  x+y ≤ b. În cazul x+y > b atunci (c/b)(x+y) = (c/b)x+(c/b)y < c ³i atunci
avem G(xgy) = G(x + y) = (c/b)(x + y) = (c/b)x + (c/b)y = ((c/b)x)u((c/b)y) =
= G(x)uG(y). În cazul x+ y ≤ b avem (c/b)(x+ y) = (c/b)x+ (c/b)y ≥ c ³i atunci
G(xgy) = G(x+y−b) = (c/b)(x+y−b) = (c/b)x+(c/b)y−c = ((c/b)x)u((c/b)y) =
= G(x)uG(y).

Deci G este izomor�sm între monoizii ((b, 0], g) ³i ([0, c), u).
Dac  0 ≤ x < c atunci 0 ≤ (d/c)x < d ³i deci exist  H : [0, c) → [0, d) cu

H(x) = (d/c)x. Dar

H(s) = H(t) ⇔ (d/c)s = (d/c)t ⇔ s = t

³i deci H este injecµie.

Dac  y ∈ [0, d), ceea ce este echivalent cu 0 ≤ y < d, atunci exist 

(c/d)y ∈ [0, c) astfel încât H((c/d)y) = (d/c)(c/d)y = y ³i deci H este surjecµie.

Dac  x, y ∈ [0, d) atunci xuy = x + y dac  x + y < c ³i xuy = x + y − c
dac  x + y ≥ c. În cazul x + y < c avem (d/c)(x + y) = (d/c)x + (d/c)y < d ³i

atunci H(xuy) = H(x+ y) = (d/c)(x+ y) = (d/c)x+ (d/c)y = ((d/c)x)v((d/c)y) =
= H(x)vH(y). În cazul x + y ≥ c avem (d/c)(x + y) = (d/c)x + (d/c)y ≥ d ³i

atunci avem H(xuy) = H(x + y − c) = (d/c)(x + y − c) = (d/c)x + (d/c)y − d =
= ((d/c)x)v((d/c)y) = H(x)vH(y).

137



Deci H este izomor�sm între monoizii ([0, c), u) ³i ([0, c), v).

Observaµie. Ne-am inspirat din H. L. Royden, Real Analysis, New York, 1963 unde

la pagina 52 se a�rm  (f r  demonstraµie) c , pentru c = 1 în problema noastr , u este

operaµie asociativ  ³i comutativ , aceasta servindu-i autorului (c rµii) în construcµia unei

mulµimi nem surabile Lebesgue.

Catedra de Matematic 
Universitatea Tehnic  Gh. Asachi din Ia³i

B-dul Carol I, nr. 11, Ia³i, 700506
e-mail: costovic@gauss.tuiasi.ro

PROBLEME PROPUSE

259. Fie E spaµiul vectorial al funcµiilor inde�nit derivabile de�nite pe R cu

valori în C ³i �e f ∈ E. Pentru orice t ∈ R, s  consider m funcµia ϕt ∈ E de�nit 

de egalitatea ϕt(x) = f(x+ t) ³i �e E(f) = Sp{ϕt}t∈R.

a) S  se precizeze dimensiunea spaµiului E(f) în urm toarele cazuri:

f1(x) = ex; f2(x) = sinx; f3(x) = x; f4(x) = xex.

S  se veri�ce apoi c  dac  f este de forma f(x) = p(x)eαx, unde p este un

polinom de gradul n cu coe�cienµi complec³i, iar α ∈ C 1), atunci E(f) este �nit

dimensional ³i c  rezultatul r mâne valabil ³i în cazul când f este o combinaµie

liniar  de astfel de funcµii. S  se arate c , dac 

f(x) =
1

x2 + 1
,

atunci E(f) nu are dimensiune �nit .

b) Fie {g1, . . . , gn} ⊆ E un sistem de n funcµii liniar independent. S  se arate

c  exist  n numere reale mutual distincte a1, . . . , an, astfel încât

det(gi(aj)) �= 0.

c) Fie f ∈ E astfel încât dimC E(f) = n ³i �e {g1, . . . , gn} o baz  în E(f). S 
se arate c  exist  funcµiile unice h1, . . . , hn ∈ E(f) astfel încât

f(x+ t) = h1(t)g1(x) + . . .+ hn(t)gn(x).

d) În ipoteza de la punctul c), s  se arate c  f satisface o ecuaµie diferenµial 

liniar  ³i omogen  de ordinul n cu coe�cienµi constanµi.

e) Aplicând rezultatul de la punctul d), s  se determine funcµiile f pentru

care dimC E(f) = 2.

Dan Radu

1) O funcµie de forma considerat  este numit , uneori, ³i quasipolinom. (N. A.)
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260. S  se determine numerele complexe de modul 1 cu proprietatea c 

|1 + z + . . .+ zn| ≥ 1,

pentru orice num r natural par n.
Marian Tetiva

261. Dac  (an)n≥1 este un ³ir de numere reale strict pozitive astfel încât

lim
n→∞(an+1 − an) = a ∈ R, s  se calculeze

lim
n→∞

(
ln

e
mn

+
mn∑
k=1

1
k
− γ

)an

,

unde m ∈ N∗ ³i γ = 0, 577216 . . . este constanta lui Euler.
Dumitru B tineµu-Giurgiu

262. Fie

X =
(

t u
v w

)
∈ M2(C).

Pentru orice n ∈ N, not m

Xn =
(

tn un

vn wn

)
³i �e a = t+w, b = tw − uv urma, respectiv determinantul matricei X . S  se arate

c  urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:

i) �irurile (tn)n≥1, (un)n≥1, (vn)n≥1, (wn)n≥1 sunt toate convergente.

ii) Are loc una dintre situaµiile

• X = I2 (matricea unitate de ordinul al doilea);

• a = b+ 1 ³i b este un num r de modul mai mic ca 1;

• |a|2 + |a2 − 4b| < 2
(|b|2 + 1

)
< 4.

Marian Tetiva

263. Fie G centrul de greutate al tetraedrului oarecare [ABCD] ³i r, R razele

sferelor înscris , respectiv circumscris  acestuia. Se noteaz  cu r1, r2, r3, r4 razele

sferelor înscrise tetraedrelor [GABC], [GABD], [GACD] ³i respectiv [GBCD]. S 

se arate c :

a)
1
r1

+
1
r2

+
1
r3

+
1
r4

<
R2

r3
;

b) r1 + r2 + r3 + r4 > 16
r3

R2
;

c) r1 + r2 + r3 + r4 >
8
5
r.

Marius Olteanu
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SOLU�IILE PROBLEMELOR PROPUSE

238. Fie G un grup aditiv abelian, iar f : G→ R o aplicaµie cu proprietatea c 

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y),

pentru orice x ∈ G.
Not m M = {m ∈ N | m > 1, f(mx) = m2f(x), ∀x ∈ G}. S  se arate c , dac  M 	= ∅,

atunci infM = 2. (În leg tur  cu problema 234.) 1)

Dan Radu

Soluµia autorului. Presupunând M 	= ∅, s  not m cu m0 = infM > 1. S  observ m,

mai întâi, c  pentru x = 0 avem f(0) = m2
0f(0) ³i cum m0 > 1, rezult  f(0) = 0.

S  presupunem acum, prin absurd, c  m0 > 2. Vom deosebi dou  cazuri:

Cazul I: m0 = 2p. Atunci, µinând seama de proprietatea lui m0, de inegalitatea din enunµ

³i de rezultatul stabilit la problema 234, vom avea:

4p2f(x) = f(2px) = f(px+ px) + f(px− px) ≤ 2f(px) + 2f(px) = 4f(px) ≤ 4p2f(x),

de unde rezult  f(px) = p2f(x), ceea ce contrazice minimalitatea lui m0.

Cazul II: m0 = 2p+ 1. Atunci, uzând de acelea³i argumente, vom avea:(
4p2 + 4p + 2

)
f(x) = (2p + 1)2f(x) + f(x) = f((2p + 1)x) + f(x) =

= f ((p+ 1)x+ px) + f ((p + 1)x− px) ≤
≤ 2f ((p+ 1)x) + 2f(px) ≤ 2(p + 1)2f(x) + 2p2f(x) =

(
4p2 + 4p+ 2

)
f(x)

³i deci (
2p2 + 2p+ 1

)
f(x) = f ((p+ 1)x) + f(px). (1)

Pe de alt  parte

f ((p + 1)x) + f(px) ≤ f ((p+ 1)x) + p2f(x) (2)

³i deci, din (1) ³i (2), rezult 

(p+ 1)2f(x) ≤ f ((p+ 1)x) . (3)

Cum, conform problemei 234, avem ³i

f ((p + 1)x) ≤ (p + 1)2f(x),

urmeaz  f ((p + 1)x) = (p + 1)2f(x), ceea ce contrazice, din nou, minimalitatea lui m0.

Cu aceasta demonstraµia este încheiat .

Nota redacµiei. Soluµii corecte ale problemei am primit de la domnii Marian Tetiva,

profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu din Bârlad , Róbert Szász, Universitatea

Sapientia din Târgu-Mure³, precum ³i de la Benedict G. Niculescu, profesor la Colegiul de Po³t 

³i Telecomunicaµii Gh. Airinei din Bucure³ti.

239. Se ³tie c  orice divizor prim q al unui num r Fermat Fn = 22n
+ 1 este de forma

2n+2k + 1 (k �ind un num r natural). Fie q un asemenea divizor al lui Fn, astfel încât q2 nu

divide pe Fn ³i k este impar.2)

Atunci 2q−1 	≡ 1(mod q2) ³i ordinul clasei lui 2 în Zq2 se divide cu q.
Marian Tetiva

Soluµia autorului. Putem scrie pe 2q−1 − 1 în forma

22n+2k − 1 = (2k − 1)(2k + 1)(22k + 1) · · · (22nk + 1)(22n+1k + 1);

conform teoremei lui Fermat, una dintre aceste paranteze se divide cu q: este vorba de penultima,

deoarece q divide pe 22n
+ 1 ³i, k �ind impar,

22nk + 1 = (22n
+ 1)(22n(k−1) − 22n(k−2) + · · · + 22n·2 − 22n

+ 1).

1) În enunµul problemei, ap rut în G. M. -A nr. 2/2007, dintr-o eroare, în loc de ,,M 	= ∅� a

ap rut ,,M = ∅�. Facem cuvenita recti�care. (N. R.)
2) Dintr-o regretabil  eroare, în enunµul problemei ap rut în G. M. - A nr. 2/2007 apare

,,22n+2k + 1� în loc de ,,2n+2k + 1� cum este corect. Facem cuvenita recti�care. (N. R.)
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Datorit  ipotezei, q este factor al lui 22n
+ 1, pe când q2 nu este. Avem

22n ≡ −1 (mod q)

deci

22nj ≡ (−1)j (mod q),

deci a doua parantez  este congruent  cu k modulo q; a³adar (k ³i q �ind prime între ele) factorul

q apare doar o dat  în descompunerea în factori primi a lui 22nk + 1.

Pentru c  22nk ≡ −1 (mod q), obµinem 22n+1k ≡ 1 (mod q), deci nici ultimul factor al

lui 22n+2k − 1 (ultima parantez ) nu se divide cu q. În ce prive³te factorii dinaintea lui 22nk + 1,
nici ace³tia nu sunt divizibili cu q. Aceasta deoarece oricare dintre relaµiile 2k ≡ 1 (mod q) sau

22jk ≡ −1 (mod q) (pentru j < n) implic  22nk ≡ 1 (mod q), dar noi deja am v zut c  22nk ≡
≡ −1 (mod q) (³i q este impar, deci 1 	≡ −1 (mod q)). Astfel am ar tat c  q apare cu exponentul

exact 1 în descompunerea lui 2q−1 − 1 în factori primi, deci 2q−1 	≡ 1 (mod q2).
Pentru ultima a�rmaµie, �e d ordinul clasei lui 2 în grupul unit µilor lui Zq2 , care trebuie

s  divid  pe ϕ(q2) = q(q − 1) (cu ϕ not m indicatorul lui Euler), datorit  teoremei lui Euler :

2ϕ(q2) ≡ 1 (mod q2). Pe baza celor demonstrate anterior d nu divide pe q − 1, dar divide pe

q(q − 1); desigur, aceasta înseamn  c  d are factorul q.
Observaµie. Deoarece 2q−1 − 1 nu se divide cu q2, nu se divide nici cu vreo putere qs cu

exponent s ≥ 2. Cum ϕ(qs) = qs−1(q − 1), rezult  cu acela³i raµionament c  ordinul clasei lui 2 în

Zqs (s ≥ 2) este divizibil cu q.

Nota redacµiei. O soluµie corect  a problemei am primit de la domnul Róbert Szász, Uni-

versitatea Sapientia din Târgu-Mure³, precum ³i de la Benedict G. Niculescu, profesor la Colegiul

de Po³t  ³i Telecomunicaµii Gh. Airinei din Bucure³ti.

240. Fie a, b ³i x numere pozitive astfel încât x =
√
ab ≥ 1. S  se arate c , pentru orice

k num r natural, are loc inegalitatea

1

1 + a+ . . .+ ak
+

1

1 + b+ . . .+ bk
≥ 2

1 + x+ . . .+ xk
.

Vasile Cîrtoaje

Soluµia autorului. Vom utiliza metoda inducµiei. Pentru k = 1, avem

1

1 + a
+

1

1 + b
− 2

1 + x
=

1

1 + a
+

a

a + x2
− 2

1 + x
=

(x− 1)(x − a)2
(1 + a)(a + x2)(1 + x)

≥ 0.

În continuare, consider m inegalitatea adev rat  pentru k − 1, k ≥ 2, adic :[
2 + (a + b) + . . .+

(
ak−1 + bk−1

)] (
1 + x+ . . .+ xk−1

)
≥

≥ 2
(
1 + a+ . . .+ ak−1

) (
1 + b+ . . .+ bk−1

)
³i ar t m c  este adev rat  pentru k, adic [

2 + (a+ b) + . . .+
(
ak + bk

)] (
1 + x+ . . .+ xk

)
≥ 2

(
1 + a+ . . .+ ak

) (
1 + b+ . . .+ bk

)
.

Valori�când ipoteza de inducµie, r mâne s  ar t m c [
2 + (a+ b) + ...+

(
ak−1 + bk−1

)]
xk +

(
ak + bk

) (
1 + x+ . . .+ xk−1

)
+
(
ak + bk

)
xk ≥

≥ 2
(
1 + a+ . . .+ ak−1

)
bk + 2ak

(
1 + b+ . . .+ bk−1

)
+ 2akbk.

Introducând notaµia

Ei =
(
ai + bi

)
xk +

(
ak + bk

)
xi − 2aibk − 2akbi,

inegalitatea poate � scris  astfel

E0 + E1 + . . .+ Ek−1 +
1

2
Ek ≥ 0.
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Pentru demonstrarea acestei inegalit µi, vom ar ta c 

E0 +
1

2
Ek ≥ 0;

Ei + Ek−i ≥ 0 1 ≤ i ≤ k

2
;

Ek/2 ≥ 0, k − par.

Avem

E0 = 2xk − ak − bk , 1

2
Ek =

(
ak + bk

)
xk − 2akbk =

(
ak + bk − 2xk

)
xk,

E0 +
1

2
Ek =

(
ak + bk − 2xk

) (
xk − 1

)
≥ 0.

Deoarece ak + bk ≥ 2
√
akbk = 2xk, rezult  E0 +

1

2
Ek ≥ 0.

În vederea demonstr rii inegalit µii Ei + Ek−i ≥ 0, pentru i <
k

2
, avem

Ei = ai
(
xk − bk

)
+ bi

(
xk − ak

)
+ ak

(
xi − bi) + bk

(
xi − ai

)
=

= ai

(
xk − x2k

ak

)
+
x2i

ai

(
xk − ak

)
+ ak

(
xi − x2i

ai

)
+
x2k

ak

(
xi − ai

)
=

= ai

(
xk − x2k

ak

)
+
x2i

ai

(
xk − ak

)
+ ak

(
xi − x2i

ai

)
+
x2k

ak

(
xi − ai

)
=

=
xi

ak

(
xi − ai

) (
x2k−i − a2k−i

)
− x2i

ak−i

(
xk − ak

) (
xk−2i − ak−2i

)
,

deci

Ei ≥ − x2i

ak−i

(
xk − ak

) (
xk−2i − ak−2i

)
.

În mod similar,

Ek−i ≥ −x
2k−2i

ai

(
xk − ak

) (
x2i−k − a2i−k

)
=

xk

ak−i

(
xk − ak

) (
xk−2i − ak−2i

)
.

Rezult 

Ei +Ek−i ≥ − x2i

ak−i

(
xk − ak

) (
xk−2i − ak−2i

)
+

xk

ak−i

(
xk − ak

) (
xk−2i − ak−2i

)
=

=
x2i

ak−i

(
xk−2i − 1

) (
xk − ak

) (
xk−2i − ak−2i

)
≥ 0.

În cazul k par, anume k = 2j, avem

Ek/2 = Ej =
(
aj + bj

)
x2j +

(
a2j + b2j

)
xj − 2

(
aj + bj

)
x2j =

[
a2j + b2j − (

aj + bj
)
xj
]
xj =

=
[
a2j + b2j − (

aj + bj
)
aj/2bj/2

]
xj =

(
aj/2 − bj/2

) (
a3j/2 − b3j/2

)
xj ≥ 0.

Cu aceasta, inegalitatea este demonstrat . Pentru k = 1, avem egalitate în cazurile ab = 1
sau a = b, iar pentru k ≥ 2, avem egalitate în cazul a = b.

Soluµie dat  de Ilie Bulacu, matematician la Erhardt+Leimer PTS, Bucure³ti. Vom

demonstra inegalitatea din enunµ în 3 pa³i.

Pasul 1. Vom ar ta c  funcµia f(x) =
1

1 + ex + . . .+ ekx
, k ∈ N∗, este convex  pentru

x ≥ 0, adic 
f ′′(x) ≥ 0, ∀x ≥ 0.

Prin calcul, rezult  imediat urm toarele expresii pentru derivatele funcµiei f(x):

f ′(x) = − ex + 2e2x + . . .+ kekx(
1 + ex + . . .+ ekx

)2 , k ∈ N
∗,

142



f ′′(x) =
2
(
ex + 2e2x + . . .+ kekx

)2 − (
12ex + 22e2x + . . .+ k2ekx

) (
1 + ex + . . .+ ekx

)(
1 + ex + . . .+ ekx

)3 , k ∈ N
∗.

Notând ex = y, inegalitatea f ′′(x) ≥ 0, pentru x ≥ 0, se reduce la inegalitatea

2
(
y + 2y2 + . . .+ kyk

)2 ≥
(
12y + 22y2 + . . .+ k2yk

) (
1 + y + . . .+ yk

)
, k ∈ N

∗, y ≥ 1.

Vom demonstra acest  inegalitate prin inducµie dup  k.
Pentru k = 1 inegalitatea devine 2y2 ≥ y(1 + y), oricare ar � y ≥ 1, care este evident

adev rat .

Presupunem c  inegalitatea este adev rat  pentru k ³i ar t m c  este adev rat  pentru

k + 1.
�inând cont de ipoteza de inducµie ³i împ rµind cu yk+1, avem succesiv:

2
[
y + 2y2 + . . .+ (k + l)yk+1

]2 ≥
[
12y + 22y2 + . . .+ (k + 1)2yk+1

] (
1 + y + . . .+ yk+1

)
,

k ∈ N
∗, ∀ y ≥ 1 ⇔ 2(k + 1)2y2(k+1) + 4(k + 1)

(
y + 2y2 + . . .+ kyk

)
yk+1 ≥

≥ (k+1)2
(
1 + y + . . .+ yk

)
yk+1+

(
12y + 22y2 + . . .+ k2yk

)
yk+1+(k+1)2y2(k+1), k ∈ N

∗, ∀ y ≥ 1 ⇔

⇔ 2(k + 1)2yk+1 + 4(k + 1)
(
y + 2y2 + . . .+ kyk

)
≥

≥ (k + 1)2
(
1 + y + . . .+ yk

)
+
(
12y + 22y2 + . . .+ k2yk

)
+ (k + 1)yk+1), k ∈ N

∗, ∀ y ≥ 1 ⇔

⇔ (k + 1)2
(
yk+1 − 1

)
− [

(k + 1)2 − 4(k + 1) + 12
]
y − . . .− [

(k + 1)2 − 4k(k + 1) + k2
]
yk ≥ 0,

k ∈ N
∗, ∀ y ≥ 1 ⇔ (k + 1)2

(
yk+1 − 1

)
+ a1y + a2y

2 + . . .+ aky
k ≥ 0, k ∈ N

∗, ∀ y ≥ 1,

unde

ai = 3(k + 1)2 − [2(k + 1) − i]2 , i ∈ {1, . . . , k}. k ∈ N
∗.

Deoarece a1 < a2 < . . . < ak , k ∈ N∗ ³i y ≤ y2 ≤ . . . ≤ yk , k ∈ N∗, pentru orice y ≥ 1,
conform cu inegalitatea lui Cebâ³ev, obµinem:

k
(
a1y + a2y

2 + . . .+ aky
k
)
≥ (a1 + a2 + . . .+ ak)

(
y + y2 + . . .+ yk

)
, k ∈ N

∗ ³i y ≥ 1.

Prin urmare, este su�cient s  ar t m c  a1 + a2 + . . .+ ak ≥ 0, k ∈ N∗. Într-adev r, avem

a1 + a2 + . . .+ ak = 3k(k + 1)2 − [2(k + 1) − 1]2 − [2(k + 1) − 2]2 − . . .− [2(k + 1) − k]2 =

= 3k(k + 1)2 − 4k(k + 1)2 + 4(k + 1)(1 + 2 + . . .+ k) − (
12 + 22 + . . .+ k2

)
=

= k(k+1)2+2k(k+1)2− k(k + 1)(2k + 1)

6
= k(k+1)2− k(k + 1)(2k + 1)

6
=
k(k + 1)(4k + 5)

6
> 0,

k ∈ N∗.
A³adar

(k + 1)2
(
yk+1 − 1

)
+ a1y + a2y

2 + . . .+ aky
k ≥ 0, k ∈ N

∗, ∀ y ≥ 1.

Pasul 2. Ar t m c  inegalitatea din enunµ este adev rat  pentru a, b numere reale pozitive

astfel încât 0 < a ≤ 1 ≤ b ³i ab = 1.
Prin urmare, vom demonstra urm toarea inegalitate:

1

1 + a+ . . .+ ak
+

1

1 + b+ . . .+ bk
≥ 2

k + 1
, k ∈ N

∗.

Egalitate avem dac  ³i numai dac  a = b = 1.

Într-adev r, înlocuind pe a cu
1

b
, aceast  inegalitate se scrie succesiv:

bk + 1

1 + b+ . . .+ bk
≥ 2

k + 1
, k ∈ N

∗ ⇔ (k−1)bk−2
(
bk−1 + bk−1 + . . .+ b2 + b

)
+(k−1) ≥ 0, k ∈ N

∗ ⇔

⇔ (b−1)2
[
(k − 1)bk−2 + 2(k − 2)bk−3 + 3(k − 3)bk−4 + 4(k − 4)bk−5 + . . .+ 2(k − 2)b + (k − 1)

]
≥ 0,
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k ∈ N∗, ceea ce este, evident, adev rat. În plus, egalitate avem dac  ³i numai dac  b = 1.
Observaµie. Aceast  inegalitate poate � demonstrat  ³i astfel: consider m funcµia

h(b) = (k − 1)bk − 2
(
bk−1 + bk−2 + . . .+ b2 + b

)
+ (k − 1) ≥ 0, k ∈ N

∗, b ≥ 1

³i ar t m c  h este o funcµie cresc toare pentru b ≥ 1, de unde rezult  ca h(b) ≥ h(1) = 0.
Într-adev r:

h′(b) = k(k − 1)bk−1 − 2(k − 1)bk−2 − 2(k − 2)bk−3 − . . .− 2 · 2b − 2 ≥ 0, k ∈ N
∗,

deoarece

h′(b) = (b − 1)
[
k(k − 1)bk−2 + (k − 1)(k − 2)bk−3 + (k − 2)(k − 3)bk−4 + . . .+ 3 · 2b+ 2 · 1

]
≥ 0,

k ∈ N∗.
O alt  metod  de a ar ta c  h′(b) ≥ 0, pentru orice b ≥ 1, se bazeaz  pe inegalitatea lui

Cebâ³ev aplicat  ³irurilor a1 > a2 > . . . > ak−1, k ∈ N∗ ³i 1 ≤ b ≤ b2 ≤ bk−3 ≤ bk−2, k ∈ N∗,
unde ai = 2(k − i), i ∈ {1, . . . (k − 1)}, k ∈ N∗.

Prin urmare:

2(k−1)bk−2+2(k−2)bk−3+. . .+2·2b+2 ≤ k(k − 1)

(k − 1)
(k−1)bk−1 = k(k−1)bk−1, k ∈ N

∗, ∀ b ≥ 1.

Pasul 3. Aplic m corolarul teoremei funcµiilor "right-convex" (RCF-Corollary, [1]) funcµiei

f(t) =
1

1 + t + . . .+ tk
, k ∈ N

∗, t > 0.

Conform acestui corolar, dac  funcµia f1(x) = f(ex) este convex  pentru x ≥ ln r, r > 0

³i dac  inegalitatea f(a) + f(b) ≥ 2f(
√
ab) este adev rat  pentru a, b numere reale pozitive astfel

încât 0 < a ≤ r ≤ b ³i
√
ab = r, atunci inegalitatea f(a) + f(b) ≥ 2f(

√
ab) are loc pentru a, b

numere reale pozitive astfel încât
√
ab ≥ r. În cazul nostru lu m r = 1 ³i µinând cont de rezultatele

de mai sus, inegalitatea din enunµ este demonstrat .

Bibliogra�e

[1] V. Cîrtoaje, Algebraic inequalities. Old and New Methods, GIL Publishing House, Zal u, 2006.

Soluµie dat  de Róbert Szász, Universitatea Sapientia din Târgu-Mure³. Fie a, b ∈ (0,∞),
ab = x2 ≥ 1. De�nim funcµia f : (0,∞) → R astfel

f(t) =
1

1 + t+ t2 + . . .+ tk
+

1

1 +
x2

t
+

(
x2

t

)2

+ . . .+

(
x2

t

)k
.

Inegalitatea de demonstrat este echivalent  cu

f(a) ≥ f(x). (1)

F r  a restrânge generalitatea putem presupune c  a ≥ x.
Vom demonstra c  funcµia f este cresc toare pe intervalul [x, a], de unde va rezulta inega-

litatea (1).

Derivata funcµiei f este

tf ′(t) =

k∑
i=1

i

(
x2

t

)i

(
k∑

i=1

(
x2

t

)i
)2

−

k∑
i=1

iti

(
k∑

i=1

ti

)2

³i, dac  introducem notaµia

g(t) =

k∑
i=1

iti

(
k∑

i=1

ti

)2
,
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atunci obµinem egalitatea

tf ′(t) = g

(
x2

t

)
− g(t). (2)

Vom ar ta c , dac  t ∈ [x, a], atunci

g

(
x2

t

)
≥ g(t) (3)

³i acest rezultat, conform lui (2), va implica

f(t) ≥ 0, ∀ t ∈ [x, a].

Derivata funcµiei g : (0,∞) → R de�ni  prin

g(t) =

k∑
i=1

iti

k∑
i=1

ti

este

g′(t) =

(
k∑

i=1

i2ti−1

)(
k∑

i=1

ti

)
− 2

(
k∑

i=1

iti−1

)(
k∑

i=1

iti

)
(

k∑
i=1

ti

)3
.

Consider m polinoamele

P1(t) =

(
k∑

i=1

i2ti−1

)(
k∑

i=1

ti

)
= a0 + a1t+ a2t

2 + . . .+ a2k−1t
2k−1,

P2(t) = 2

(
k∑

i=1

iti−1

)(
k∑

i=1

iti

)
= b0 + b1t+ b2t

2 + . . .+ b2k−1t
2k−1

³i

Q(t) = P1(t) − P2(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ c2k−1t

2k−1.

Observ m c :

g′(t) =
Q(t)(
k∑

i=1

ti

)3
, (4)

ai =
i∑

j=0

(j + 1)2 =
(i+ 1)(i + 2)(2i + 3)

6
, i = 0, k − 1,

ak+i =
k∑

j=i+1

j2 =
(k − i)(2k2 + 2ki+ 2i2 + 3k + 3i+ 1)

6
, i = 0, k − 1,

bi = 2
i∑

j=0

(i− j)(j + 1) =
i(i + 1)(i + 2)

3
, i = 0, k − 1,

bk+i = 2

k−i−1∑
j=0

(k − j)(i+ j + 1) =
(k − i)(k2 + 4ki+ 3k + i2 + 3i+ 2)

3
, i = 0, k − 1.

Un calcul simplu ne arat  c  ai > bi, i = 0, k − 1 ³i ak+i < bk+i, i = 0, k − 1, iar de

aici obµinem c  primii k coe�cienµi ai polinomului Q sunt pozitivi, iar urm torii k coe�cienµi sunt

negativi (ci > 0, ck+i < 0, i = 0, k − 1.)
În polinomul Q spunem c  avem o schimbare de semn, dac  exist  un indice

j ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1} pentru care avem cici+1 < 0.
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Evident, num rul schimb rilor de semne în polinomul Q este egal cu num rul indicilor

i ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}, pentru care are loc inegalitatea cici+1 < 0.
O teorem  a lui Déscartes ne spune c  num rul r d cinilor pozitive ale unui polinom cu

coe�cienµi reali este cel mult egal cu num rul schimb rilor de semne în polinom (vezi volumul

Polinoame ³i ecuaµii algebrice de L. Panaitopol, I. C. Dr ghicescu, Editura Albatros, 1980, pag.

94).

Conform acestei teoreme, polinomul Q are cel mult o r d cin  pozitiv  ³i cum Q(0) > 0
³i Q(1) < 0, rezult  c  polinomul Q are exact o r d cin  pozitiv  ³i aceast  r d cin  t0 este în

intervalul (0, 1].
Din observaµiile precedente deducem c  Q(t) > 0, t ∈ [0, t0) ³i Q(t) < 0, t ∈ (t0,∞), iar

egalitatea (4) implic 

g′(t) > 0, t ∈ [0, t0), g′(t) < 0, t ∈ [t0, a). (5)

Dac  t ∈ [x, a], atunci, din (5), deducem c  funcµia g cre³te pe intervalul

[
1

t
, t0

)
³i descre³te

pe [t0, t] (în cazul
1

t
< t0) ³i funcµia g descre³te pe intervalul

[
1

t
, t

]
(în cazul

1

t
> t0).

Cum

g

(
1

t

)
=

k∑
i=1

it2k−i

(
k∑

i=1

ti

)2
>

k∑
i=1

iti

(
k∑

i=1

ti

)2
= g(t),

rezult  c 

inf

{
g(s)

∣∣ s ∈ [
1

t
, t

]}
= g(t). (6)

Condiµia x ≥ 1 implic 
x2

t
∈
[
1

t
, t

]
) ³i deci, conform lui (6), avem g

(
x2

t

)
≥ g(t), adic 

(3) este adev rat .

Din acest rezultat ³i din (2) obµinem c  f ′(t) > 0, t ∈ [x, a], care înseamn  c  are loc (1).

Nota redacµiei. Soluµie corect  ne-a transmis ³i domnul Marius Olteanu � S. C. Hidro-

construcµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

241. S  se determine α ∈ R ³tiind c 

L = lim
n→∞n

α

1∫
0

sin2n πx

2
dx ∈ (0,∞).

S  se calculeze L în acest caz.

Gheorghe Szöllösy

Soluµia autorului. Vom începe prin a enunµa dou  leme:

Lema 1. (cunoscut ) Dac  f : [0, 1] → R admite derivat  continu , atunci

lim
n→∞n

 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
−

1∫
0

f(x)dx

 =
1

2
(f(1) − f(0)) . (1)

Lema 2. Avem

lim
n→∞

n!en

nn
√

2nπ
= 1.

(se deduce u³or din formula lui Stirling).

Fie

In =

1∫
0

sin2n πx

2
dx.
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Este evident c  exist  cel mult un num r α pentru care lim
n→∞n

αIn ∈ (0,∞). (Presupunând

c  lim
n→∞n

α0In = β ∈ (0,∞), pentru α 	= α0 arbitrar, avem

lim
n→∞n

αIn = β lim
n→∞n

α−α0 =

{
0, dac  α < α0

∞, dac  α > α0
;

)

Vom ar ta c  lim
n→∞

√
nIn =

1√
π
.

Deoarece

In =
2n− 1

2n
In−1,

pentru orice n ≥ 1, iar
I0 = 1,

avem

In =
1

2
· 3

4
· . . . · 2n− 1

2n
=

(2n

n

)
22n

,

deci r mâne de ar tat c 

lim
n→∞

(2n

n

)√
n

22n
=

1√
π
.

Aplicând Lema 1, pentru f(x) = ln(1 + x) (

1∫
0

f(x)dx = 2 ln 2 − 1), obµinem

lim
n→∞

(
n∑

k=1

ln

(
1 +

k

n

)
− 2n ln 2 + n

)
=

1

2
ln 2

³i apoi

lim
n→∞

(
ln

(2n)!

n!nn
− ln 22n + ln en − ln

√
2

)
= 0,

de unde

lim
n→∞

(2n)!en

n!nn22n
√

2
= 1,

adic 

lim
n→∞

n!en

nn
√

2nπ
·

(2n

n

)√
2nπ

22n
√

2
= 1,

de unde, folosind Lema 2, avem

lim
n→∞

(2n

n

)√
n

22n
=

1√
π
.

În concluzie, lim
n→∞ In ∈ (0,∞) dac  ³i numai dac  α =

1

2
, iar L = lim

n→∞
√
nIn =

1√
π
.

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu

din Bârlad. Avem, cu o schimbare de variabil  simpl ,

1∫
0

sin2n πx

2
dx =

2

π

π
2∫

0

sin2n tdt,

iar pentru integralele In =

π
2∫

0

sin2n tdt obµinem printr-un procedeu standard de integrare prin p rµi

formula de recurenµ 

In =
2n− 1

2n
In−1,
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care conduce imediat la

In =
(2n− 1)!!

(2n)!!
I0 =

(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2

(unde prin (2n−1)!!, respectiv (2n)!!, înµelegem produsul tuturor numerelor întregi pozitive impare,

respectiv pare, pân  la 2n− 1, respectiv 2n). Atunci

L = lim
n→∞n

α (2n− 1)!!

(2n)!!
= lim

n→∞n
α− 1

2

√√√√ n

n+
1

2

· (2n− 1)!!

(2n)!!
·
√
n+

1

2
=



0, α <
1

2
1√
π
, α =

1

2

∞, α >
1

2

.

Am µinut seama de formula lui Wallis

lim
n→∞

2 · 4 · · · · · (2n)
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

· 1√
2n+ 1

=

√
π

2
,

pe care am rescris-o în forma

lim
n→∞

(2n − 1)!!

(2n)!!

√
n+

1

2
=

1√
π
.

Astfel, vedem c  valoarea lui α cerut  în enunµul problemei este α =
1

2
, pentru care limita

este
1√
π
.

Nota redacµiei. Soluµii principial identice cu cea dat  de d-l Marian Tetiva ne-au mai

fost trimise de domnii Nicu³or Minculete � Universitatea Dimitrie Cantemir din Bra³ov, Marius

Olteanu � S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea ³i

Róbert Szász, Universitatea Sapientia din Târgu-Mure³, precum ³i de la Benedict G. Niculescu,

profesor la Colegiul de Po³t  ³i Telecomunicaµii Gh. Airinei din Bucure³ti.

242. S  se arate c 

a) rna sin
A

2
+ rnb sin

B

2
+ rnc sin

C

2
≥ 3

2

(
p
√

3

3

)n

, pentru orice n ∈ N∗;

b) 2(4R + r)2(2R − r) ≥ p2(11R − 4r),
unde notaµiile sunt cele uzuale într-un triunghi.

Nicu³or Minculete

Soluµia autorului. Pentru n = 1 avem de demonstrat inegalitatea

ra sin
A

2
+ rb sin

B

2
+ rc sin

C

2
≥ p

√
3

2
. (1)

Cum ra = p tg
A

2
, rb = p tg

B

2
, rc = p tg

C

2
, inegalitatea (1) devine

∑
ra sin

A

2
= p

∑
tg
A

2
sin
A

2
≥ p

√
3

2
,

adic  ∑
tg
A

2
sin
A

2
≥

√
3

2
,

ceea ce este evident, deoarece funcµia f
(
0,
π

2

)
→ ∞, f(x) = tgx · sinx, este convex  întrucât

f ′′(x) ≥ 0, pentru orice x ∈
(
0,
π

2

)
³i, din inegalitatea lui Jensen, avem

∑
tg
A

2
sin
A

2
≥ 3tg

∑
A

6
sin

∑
A

6
=

√
3

2
.
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Fie a ≥ b ≥ c; atunci ra ≥ rb ≥ rc, sin
A

2
≥ sin

B

2
≥ sin

C

2
, ceea ce implic , cu ajutorul

inegalit µii lui Cebâ³ev,∑
rna sin

A

2
≥ 1

3

∑
rn−1
a ·

∑
ra sin

A

2
≥ 1

3
· p

√
3

2

∑
rn−1
a ≥ p

√
3

2

(
ra + rb + rc

3

)n−1

≥

≥ p
√

3

2

(
p
√

3

3

)n−1

=
3

2

(
p
√

3

3

)n

.

Am utilizat inegalit µile

xn−1 + yn−1 + zn−1

3
≥

(
x+ y + z

3

)n−1

, n ≥ 1 x, y, z > 0

³i

ra + rb + rc = 4R+ r ≥ p
√

3

(vezi[1], pag. 25).

b) Utilizând inegalitatea (1) ³i inegalitatea lui Cauchy, avem∑
r2a ·

∑
sin2 A

2
≥

(∑
ra sin

A

2

)2

≥ 3p2

4
.

Dar ∑
r2a = (4R + r)2 − 2p2

([1], pag. 13) ³i ∑
sin2 A

2
= 1 − r

2R
([1], pag. 8) ³i, prin urmare, [

(4R + r)2 − 2p2
]
(2R − r) ≥ 2R · 3p2

4
,

de unde

2(2R − r)(4R + r)2 ≥ p2(11R − 4r),

q.e.d.

Bibliogra�e

[1] N. Minculete, Egalit µi ³i inegalit µi geometrice în triunghi, Editura Eurocarpatica, Sfântu

Gheorghe, 2003.

Soluµie dat , la punctul b) al problemei, de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional

Gheorghe Ro³ca-Codreanu din Bârlad.

b) Inegalitatea lui Blundon

p ≤ 2R +
(
3
√

3 − 4
)
r

ne arat  c , pentru a obµine acest punct, este su�cient s  demonstr m c 

2(4R + r)2(2R − r) ≥
(
2R +

(
3
√

3 − 4
)
r
)2

(11R − 4r).

Un calcul simplu ne arat  c  aceasta se scrie echivalent

20R3 + (192 − 132
√

3)R2r + (132
√

3 − 549)Rr2 + (170 − 96
√

3)r3 ≥ 0

sau înc 

(R − 2r)(20R2 + (232 − 132
√

3)Rr + (48
√

3 − 85)r2) ≥ 0.

Aceast  din urm  inegalitate rezult  folosind inegalitatea lui Euler R ≥ 2r; conform aces-

teia, primul factor este nenegativ, iar al doilea este mai mare decât

20 · 4r2 + (232 − 132
√

3)2r2 + (48
√

3 − 85)r2 = 27(17 − 8
√

3)r2 > 0,

ceea ce încheie demonstraµia. Desigur, am folosit ³i faptul c  232 − 132
√

3 > 0.
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Nota redacµiei. Soluµii corecte ale problemei au mai dat domnii Marius Olteanu � S.

C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea ³i Róbert Szász,

Universitatea Sapientia din Târgu-Mure³, precum ³i domnul Benedict G. Niculescu, profesor la

Colegiul de Po³t  ³i Telecomunicaµii Gh. Airinei din Bucure³ti.

ISTORIA MATEMATICII

Recreaµii �tiinµi�ce � 125 de ani de la apariµie1)

de Temistocle Bîrsan ³i Dan Tiba

La 15 ianuarie 1883, la Ia³i (în tipo-litogra�a ,,Buciumului Român�), ap rea primul num r

al revistei ,,Recreaµii �tiinµi�ce�, publicaµie ³tiinµi�c  adresat  unei largi audienµe, o premier  în

peisajul cultural românesc de la acea dat . Colectivul de entuzia³ti care au pus piatra de temelie a

acestei intreprinderi cu profunde reverberaµii în viaµa academic  român  era format din N. Culianu,

C. Climescu, I. Melik (de la Facultatea de �tiinte din Ia³i), G. I. Lucescu, V. Paladi, G. I. Ro³iu,

I. D. Rallet, G. Zarifopol, I. V. Praja ³i I.M. Dospinescu (profesori la diferite licee ³i ³coli din Ia³i.

Colaboratori regulaµi au fost ³i M. Tzony, V. C. Buµureanu, A. Scriban de la Universitatea din

Ia³i.

Noua publicaµie a avut ca model reviste de prestigiu ce ap reau în µ rile cu tradiµie în-

delungat  din Europa, din care s-au preluat, în timp, articole ³i probleme: ,,Analele lui Gergonne�

(Franµa), ,,Mathesis� (Gand, Belgia � a nu se confunda cu societatea italian  cu acela³i nume fon-

dat  la Torino în 1895), ,,Journal de mathematiques élémentaires� (Paris), ,,Revue Scienti�que�

etc.

Revista a ap rut lunar, f r  întrerupere, timp de ³ase ani. Iniµial, �ecare num r avea 32 de

pagini, cuprinzând articole cu subiecte variate: aritmetic , algebr , geometrie, geometrie analitic ,

trigonometrie, calcul diferenµial ³i integral, istoria matematicii, mecanic , topogra�e, cosmogra�e,

astronomie, chimie, geogra�e sau diverse. Ulterior, s-au publicat ³i numere de 24 de pagini sau

numere comasate (7 ³i 8, numere de vacanµ ) de 48 sau 40 de pagini.

Revista a cunoscut o bun  r spândire în Regatul României (în întinderea sa de atunci),

primind colabor ri sub form  de note, scrisori etc. din Ia³i, Bucure³ti, Bac u, Boto³ani, dar ³i din

N s ud, Paris ³i a constituit un model pentru întreprinderi similare ulterioare, cum ar � cunoscuta

Gazeta Matematic .

Ca ,,profesie de credinµ � a inimosului colectiv de editori, apare scris  o scurta adresare

C tr  Cititori în prima pagina a nr.l din 1883, în care se a�rm  dorinµa ca noua publicaµie s 

remedieze din lacunele existente în înv µ mântul nostru, s  ofere ospitalitate profesorilor sau insti-

tutorilor care ,,trateaz  o chestiune de ³tiinµe dup  o metoad  proprie lui�, s  încurajeze tinerimea

studioas . Cu modestie ³i obiectivitate se adaug :

,,Nu pretindem c  vom produce lucr ri originale. În starea în care se a�  µara noatr ,

lucr ri originale pe terenul ³tiinµelor, sînt foarte greu de intreprins. Nimine nu este vinovat pentru

aceasta; trebue s  ne facem stagiul cuvenit.�

Într-adev r, câteva date sunt edi�catoare în privinµa situaµiei existente atunci în µara noas-

tr . Imediat dup  Unirea Principatelor s-a înl turat, o�cial, scrierea cu alfabetul chirilic (în anul

1860 în �ara Româneasc  ³i 1863 în Moldova), iar în scrierea cu caractere latine s-a adoptat sistemul

etimologic cu utilizarea semnelor diacritice. În perioada de pân  la 1880, limba româna literar 

(modern ) ³i-a încheiat procesul de uni�care ³i de stabilizare în forma pe care o are ast zi. În-

v µ mântul trecea prin mari prefaceri ³i fr mânt ri: în�inµarea universit µilor din Ia³i ³i Bucure³ti,

legea Înv µ mântului din 1864, numeroasele regulamente menite s  organizeze reµeaua de ³coli ³i

s  stabileasc  programele acestora, lipsa de manuale ³i cursuri în limba român  etc. Aceste di�-

cult µi, greut µile materiale, cât ³i lipsa unui public format pentru receptarea unei reviste ³tiinµi�ce

de acest gen fac ca actul public rii ,,Recreaµiilor �tiinµi�ce� s  �e unul temerar ³i pornit dintr-o

înalt  responsabilitate, pentru îndeplinirea c ruia au fost necesare mult  d ruire ³i multe sacri�cii.

În vol. VI, nr. 1, se subliniaz  concepµia umanist  a colectivului de redacµie, abordarea con³tient 

a actului ³tiinti�c ³i a procesului de înv µ mânt de la noi:

1) Prezentul articol este preluat din revista ,,Recreaµii Matematice�, anul X, nr. 1, ianuarie-iunie

2008. (N.A.)
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,,Credem c  noi am tras cea întâi brazd  care conduce c tre lucr ri originale. Brazda'i

mic  ³i îngust , dar exist  ! [. . . ]. Noi de la început am avut în vedere c  o s  trebuiasc  s  facem

sacri�ciu de timp ³i bani. Am f cut ³i vom face acest sacri�ciu.�

În num rul 7 din anul IV este amintit rolul deosebit jucat de Ioan Pop (Popp), care ,,venit

din Transilvania în anul 1858 a predat cel întâiu în mod sistematic ³i complet ³tiinµele matematice

în cursul superior al Liceului din Ia³i. [. . . ] a fost un excelent profesor. A ³tiut s  inspire gustul

³tiinµelor matematice la o mulµime din elevii lui [. . . ]� printre ace³tia sunt amintiµi Gh. Ro³iu, M.

Tzony, C. Climescu, V. Palade ³. a.

R sfoind numerele ,,Recreaµiilor �tiinµi�ce�, cititorul de azi va aprecia frumoasa limb 

folosit  acum peste o sut  de ani, calitatea înalt  a materialelor incluse, dar va constata ³i existenµa

multor lacune în terminologia de specialitate, mai cu seam  în matematic .

Aproape în �ecare num r erau prezente rubricile de Probleme Propuse ³i Probleme Rezol-

vate (soluµii primite de la cititori). Terminologia vremii era Probleme Rezolvite, iar rezolvitorii

erau de la diferite licee ³i ³coli din Ia³i (în primele luni) ca, mai apoi, s  apar  rezolvitori din toat 

Moldova (Bac u, Bârlad, Dorohoi, Foc³ani, Galaµi etc.), de la Bucure³ti (Liceul Sf. Sava, �coala

de Poduri ³i �osele, �coala Militar , �coala Normal  Superioar ), Craiova, Alexandria sau chiar de

la Paris, unde î³i continuau studiile mulµi tineri români (Institutul Duvignau, Institutul Jau�ret,

Collège Sainte-Barbe, Liceul St. Louis). Cel mai activ rezolvitor a fost Vasile Cristescu, întâi elev

la Liceul din Ia³i, apoi student la �coala de Poduri ³i �osele din Bucure³ti, calitate în care a publicat

³i câteva Note; ulterior, a fost membru fondator al renumitei Gazeta Matematic  � în�inµat  în

anul 1895, cu apariµie neîntrerupt  pân  ast zi � ³i unul dintre cei patru ,,stâlpi� ai acesteia. În

ultimul an de apariµie a Recreaµiilor �tiinµi�ce, 1888, printre rezolvitori este de remarcat prezenµa

lui Dimitrie Pompeiu (1873-1954), marele matematician de mai târziu, pe atunci în vârst  de 15

ani, elev în cl. a III-a la gimnaziul din Dorohoi. Sunt numero³i rezovitorii care au devenit apoi

nume de prestigiu: Ermil Pangrati (profesor de geometrie descriptiv  la universit µile din Ia³i ³i

Bucure³ti, rector al celei din urm , organizatorul �colii de arhitectur , deputat, ministru, senator),

Anastasie Obregia (profesor de chimie organic , Universitatea din Ia³i), Grigore G. Stratilescu,

Petru N. Culianu, Vasile Teodoreanu ³. a.

Unele materiale publicate sunt menite s  suplineasc  lipsa de c rµi ³i cursuri la îndemâna

studenµilor ³i profesorilor. Constantin Climescu expune, într-un ciclu de nou  articole intitulat

Câteva curbe celebre ³i importante (opt ap rute în vol. II-1884 ³i unul în nr. 1 din 1885), princi-

palele curbe plane clasice: cisoida lui Diocles, concoide, cicloide, spirale etc. Începând cu nr.4 din

1885 ³i continuând num r de num r (cu puµine excepµii) pân  la dispariµia revistei, Miltiade Tzony

public  Un curs de probleme, ce cuprinde 98 de probleme de mecanic  raµional  (anume, static ),

care sunt complet rezolvate ³i însoµite de �guri (v. [8], pp. 138-140, pentru un studiu am nunµit).

O expunere a determinanµilor ³i utiliz rii lor a fost f cut  de Ion D. Rallet în nr. 11 ³i 12 din

1883 ³i nr. l din 1884; o alt  prezentare a acestora (dup  O. Hesse), ce apare în vol. V (pp. 150

³i 190), este semnat  cu pseudonimul Candide. În [1], în notele de subsol de la pp. 239 ³i 256, se

aduc argumente pentru identi�carea acestui pseudonim cu Victor Costin, pe atunci student, mai

târziu profesor la universitatea din Ia³i. Un membru fondator ³i constant colaborator, publicând

chestiuni variate de matematic  elementar  este I. V. Praja.

Din bogatul conµinut al ,,Recreaµiilor �tiinµi�ce�, punem în evidenµ  alte câteva direcµii

dezvoltate în paginile sale. G. I. Lucescu public  un studiu amplu ³i documentat despre calendar.

Vasile C. Buµureanu semneaz  dou  lungi cicluri de articole în domeniul mineralogiei. August

Scriban public  o serie de articole de geogra�a Asiei centrale. Iacob Solomon trateaz , într-o serie

de ³ase note din vol. VI, chestiuni de istoria matematicii în antichitate utilizând surse la zi (de

exemplu, ,,Geschichte der Mathematik� (Istoria matematicii a lui Moritz Cantor, 1880).

Revista ,,Recreaµii �tiinµi�ce� a g zduit ³i traduceri (parµiale) ale unor c rti de referinµ .

G. I. Ro³iu traduce în române³te (dup  o ediµie italian  a lui E. Betti ³i F. Brioschi, Florenµa,

1868) ³i public  în vol. II ³i III ale revistei prima carte din Elementele lui Euclid. (Preciz m c 

traducerea complet  a ,,Elementelor� a fost f cut  mult mai târziu de Victor Marian ³i publicat 

în Biblioteca Gazetei Matematice în trei volume, 1939-1941.) Sub acela³i pseudonim Candide sunt

prezentate în vol. IV (nr. 4-6 ³i 8-11) ³i vol. V (nr. 2 ³i 3) traduceri din Geometrie der Lage

(Geometria de poziµie) a lui Staudt.

Rubrica ,,Diverse�, cu scop de informare, are un conµinut bogat ³i variat, acoperind toate

domeniile ³tiinµei. În nr. 1 din 15 ianuarie 1883, la p. 21, se preia articolul ,,Fotogra�a Mi³c rii�

(ce anticipeaz  cinematogra�a) dup  ,,Revue Scienti�que� din 23 dec. 1882 � o adev rat  dovad 

de promptitudine ³i de capacitate de selecµie. În nr. 2 din 1883, la p. 47, apare o scurt  notiµ 
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despre în�inµarea, la Stockholm, în 1882, a faimoasei ,,Acta Mathematica� sub auspiciile regelui

Suedo-Norvegiei ³i sub conducerea lui G. Mittag-Le�er ; printre colaboratori se num rau ³i Appell,

Goursat, Poincaré (din Franµa) care, mai târziu (în 1905), vor alc tui comisia care a examinat

teza de doctorat a lui Dimitrie Pompeiu, la Sorbona [5], [6]. În nr. 9 din 1884, un articol întreg

este dedicat erupµiei vulcanului Krakatoa, catastrof  care a afectat tot globul (relatare ocular ). În

vol.III (1885), nr.5 ³i 6, dou  articole sunt dedicate marelui matematician belgian Eugène-Charles

Catalan (1814 -1894), menµionându-se inclusiv celebra sa conjectur  din 1844 (numerele 8 ³i 9

sunt singurele numere naturale consecutive care sunt puteri exacte) rezolvat  mult mai târziu, în

anul 2002, de matematicianul român Preda Mih ilescu [12]. Vol. IV din 1885, p. 208 ³i urm -

toarele, prezint  fenomenul natural numit mascaret sau pororoca, iar la pp. 235-237 cititorul este

informat asupra unor date tehnice privind proiectul turnului Ei�el cât ³i asupra unor controverse

contemporane generate de aceast  construcµie.

Sunt cultivate dezbateri în jurul unor probleme din actualitatea ³tiinµi�c  sau din realitatea

înv µ mântului românesc. Astfel, articolul ,,Sf. Gheorghe ³i Pa³tile� din nr. 5, anul VI, semnat

de Paul Tanco (din N s ud), primul român doctor în matematici, este comentat de Constantin

Gogu, ilustru profesor de la Universitatea din Bucure³ti, care mai public , apoi, cinci scrisori asupra

regulelor întrebuinµate pentru g sirea zilei Pa³tilor. Menµion m polemicile susµinute cu publici³ti

de la ,,Contemporanul� pe teme de chimie sau astronomie (p. 139, p. 142, p. 180 în nr. 5 ³i nr.

6 din 1883 etc.). Cu deosebit  putere de p trundere, G. Zarifopol scrie: ,,teorii, adeseori ipoteze

gratuite, emise de un înv µat str in luate de redacµia ziarului Contemporanul ca ultimele adev ruri

ale ³tiinµei�. Este interesant  analiza atent  ³i riguroas  f cut  de G. Lucescu în vol. VI unui

manual manuscris de Aritmetic  destinat cl. I ³i a II-a primar  ³i urmat  de avizul negativ dat

acestuia. Semni�cativ  pentru corectitudinea redacµiei este faptul c  sunt publicate al turat atât

critica adus  de un referent lucr rii lui I. V. Praja ,,Curs de aritmetic  raµional �, Ia³i, 1885, 359

pagini, cât ³i replica acestui autor (vol. VI, pp. 238-247).

S  remarc m ³i faptul c , dintre membrii fondatori, numai N. Culianu ³i V. Paladi nu apar

în paginile revistei cu nici un fel de contribuµie, iar I. M. Dospinescu public  doar un rezumat al

unui articol din ,,Revue Scienti�que� asupra �loxerei.

Alte tr s turi foarte interesante sunt rigurozitatea deosebit  a activit µii publicistice, bazat 

pe standarde care sunt valabile ³i ast zi cât ³i conectarea excelent  la viaµa ³tiinµi�c  mondial . Se

manifest  o bun  înµelegere a fenomenului cercet rii ³tiinµi�ce ³i a evenimentelor care fr mântau

lumea în penultimul deceniu al secolului al XIX-lea.

Redacµia acord  maxim  importanµ  relaµiilor directe cu cititorii, dovad  �ind publicarea

de scrisori, note, a unor soluµii diferite pentru aceea³i problem  ³i a unor statistici am nunµite

referitoare la rezolvitori.

Pentru toate articolele ³i notele publicate se indic  sursele folosite. Cu totul extraordinar

este aparatul bibliogra�c folosit de c tre autori, la toate disciplinele ce fac obiectul publicaµiei. Se

citeaz  c rµi ³i reviste de specialitate str ine contemporane (an de apariµie chiar ³i 1888), dar ³i

,,Aritmetica� lui Am�lohie Hotiniul din 1795, Ia³i sau ,,Memoriile Academiei din Paris� începând

cu 1699.

Semnal m cititorilor ³i prezenµa unor erori speci�ce epocii de pionerat (de paginaµie, de

numerotare a problemelor, de tip rire etc.), corectate în parte în diverse erate de c tre redacµia

revistei ³i care nu afecteaz  în mod esenµial lectura.

F r  nici o îndoial , revista ,,Recreaµii �tiinµi�ce� a fost dedicat  în primul rând chestiunilor

de matematic . O statistic  care ia în considerare num rul de pagini arat  c  în aproximativ 90%

din spaµiul revistei sunt tratate subiecte de matematic , mecanic  ³i astronomie. Num rul total

al problemelor propuse, publicate în cei ³ase ani de apariµie, este de 298 (cu 284 �ind numerotate

dou  probleme). În dicµionarele de periodice române³ti revista este menµionat  ca o publicaµie cu

o contribuµie important  la educaµia matematic  a tineretului [3, 7].

În istoria matematicii române³ti, perioada 1860-1898 este marcat  de eforturile f cute în

scopul organiz rii ³i moderniz rii înv µ mântului ³i punerii bazelor cercet rii ³tiinµi�ce originale.

Contribuµia ,,Recreaµiilor ³tiinµi�ce� la realizarea acestui program a fost recunoscut  ³i apreciat  de

generaµiile care i-au urmat. În Întroducerea din nr. 1, an 1 (1895), redactorii Gazetei Matematice

spun: ,,Mai mulµi dintre noi datoresc acest gust [pentru matematic  - n. n.] revistei ,,Recreaµii

�tiinµi�ce� ce a ap rut în timp, de 6 ani la Ia³i ³i pe care noi încercam a o continua� [17]. Mai târziu,

în 1935, când aceast  revist  s rb torea 40 ani de existenµ , I. Ionescu, Gh. �iµeica ³i mulµi alµii

aminteau rolul avut de ,,Recreaµii �tiinµi�ce� [9, 16]. Gh. �iµeica spunea: ,,Cea dintâi încercare de

a ie³i din acest impas, de a rupe cu inerµia, de a determina un curent de preocupare ³tiinµi�c  ³i de
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a crea astfel un început de atmosfer  prielnic  dezvolt rii ³tiinµei matematice, a fost f cut  la Ia³i

prin publicarea ,,Recreaµiilor �tiinµi�ce� [16, pag. 69]. Alte aprecieri ale unor distin³i matematicieni

români pot � g site în [18]. I. Popa face, în 1955 ([14]), un studiu aprofundat asupra conµinutului

³i aportului Recreaµiilor �tiinµi�ce � numind-o ,,precursoare a Gazetei Matematice� � cu prilejul

s rb toririi a 60 de ani de apariµie a Gazetei Matematice; studiul este reluat ³i în volumul omagial

dedicat centenarului Universit µii din Ia³i ([15]). Monogra�ile [1], [11], dar ³i articolele [2], [4], [13]

dau cititorului noi surse de informare.

Constantin Climescu a fost, prin bog µia ³i varietatea subiectelor publicate ³i sacri�ciile

materiale f cute, susµin torul principal ³i su�etul ,,Recreaµiilor �tiinµi�ce�. Pe coperta interioar 

a revistei din al VI-lea an de apariµie este scris ,, Redacµia ³i Administraµia la Dl. C. Climescu,

Profesor la Facultatea de �tiinµe, Strada Butu 22 �. Aceea³i adres  apare ³i în casetele ce urmeaz 

titlul în �ecare num r din acest ultim an.

Apariµia revistei ,,Recreaµii �tiinµi�ce�, învingând di�cult µi de tot felul, reprezint  un act

de curaj, d ruire, înµelepciune ³i clarviziune. Revista a reu³it ca, în cei ³ase ani de existenµ , s 

contribuie la ridicarea nivelului înv µ mântului din µara noastr , în special al celui matematic.
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Universitatea Tehnic  Institutul de Matematic  Simion Stoilow

Gheorghe Asachi din Ia³i al Academiei Române

Bucure³ti

Prof. dr. doc. Ilie Popa

In memoriam � 100 de ani de la na³tere

de Liviu Florescu

Universit µile ³i facult µile sunt structuri menite s  formeze elitele intelectuale ale µ rii.

Constituirea administrativ  a acestora este la liberul arbitru al organelor legiuitoare. Îns , oricât 

determinare, hot râre sau interes ar depune, acestea nu pot constitui structuri de înv µ mânt care

s  �e ³i performante. Aceste structuri se produc în timp, printr-un proces îndelungat de selecµie

�n  a ofertei genetice a naµiunii ³i prin eforturi intelectuale majore. Trebuie s  re�ect m la acestea

când ne mândrim cu poziµia frunta³  pe care o universitate ca a noastr  o deµine în clasamentul

naµional al cercet rii ³tiinµi�ce. S  ne gândim la cei care au avut puterea s  pun  bazele unor

structuri care azi se dovedesc performante � trebuie s  ne gândim la profesorii no³tri.

Am dedicat a IX-a Conferinµa Naµional  de Analiz  Matematic  unuia dintre creatorii de

³coal  matematic  la Universitatea Al. I. Cuza: prof. dr. doc. Ilie Popa. În cei peste 40 de

ani de activitate la catedr , profesorul Ilie Popa a avut o contribuµie major  la fundamentarea

înv µ mântului ³i cercet rii în analiza matematic  din facultatea noastr .

Încercând s  evoc m �gura profesorului Ilie Popa, suntem condu³i a ne a³eza, la ,,o mas  a

umbrelor�. O reîntâlnire cu cei plecaµi dincolo, o reîntâlnire ireal , cu toµi cei care, acum treizeci,

patruzeci de ani în urm , constituiau o lume aparte, lumea de atunci a Seminarului Matematic

din Ia³i. Am putea oare vorbi despre Profesorul Ilie Popa f r  a nu rechema în amintire �gura

Profesorilor Alexandru Myller, Octav Mayer, Ion Creang , Alexandru Climescu, a fraµilor Mendel

³i Adolf Haimovici, �gurile profesorilor Dan Petrovanu, Ion Grindei, Nicolae Negoescu? Evident

nu.

Ilie Popa s-a n scut la Ia³i acum 100 de ani � 26 iulie 1907. A f cut studiile liceale la

vestitul Colegiu Naµional Costache Negruzzi (fostul Liceu Internat); profesorul Raianu a fost pro-

babil printre primii care au remarcat aptitudinile matematice speciale ale elevului s u.

Între 1927 ³i 1931 Ilie Popa a urmat cursurile Facult µii de Matematic  ale Universit µii

Al. I. Cuza, unde se remarc  prin deosebita sa capacitate de abordare original  a obiectului de

studiu.

În perioada 1931-1934 funcµioneaz  ca asistent la Facultatea de Matematic  ³i î³i începe

activitatea de cercetare sub îndrumarea profesorului Alexandru Myller. Împreun  cu viitorul aca-

demician Mendel Haimovici public  primele articole de geometrie. În geometrie � domeniu în care

au excelat ctitorii ³colii de matematic  de la Ia³i � î³i susµine în 1934 teza de doctorat ,,Contribuµii

la geometria centro-a�n  diferenµial �, sub conducerea profesorului Octav Mayer.

Între 1936 ³i 1938 prime³te o burs  din partea Academiei Române. Î³i face studiile post-

doctorale la Roma, sub îndrumarea lui Enrico Bompiani ³i la Hamburg cu Wilhelm Blaschke.

Din 1937 ocup  o poziµie de conferenµiar la Facultatea de Matematic  pân  în 1942 când

devine profesor universitar. Cu excepµia unei scurte treceri pe la Universitatea Tehnic , î³i des-

f ³oara întreaga activitate ³tiinµi�c  ³i didactic  la Universitatea Al. I. Cuza, pân  în anul pen-

sion rii � 1973, chiar ³i dup  aceea, ca profesor consultant.

Timp de 25 de ani (1948 - 1973) a condus, la Facultatea noastr , catedra nou creat  de

Analiz  Matematic .

Activitatea ³tiinµi�c  a profesorului Ilie Popa s-a conturat în domeniul geometriei ³i analizei

matematice; a publicat, singur sau în colaborare cu profesorii Gheorghe Gheorghiev sau Mendel

Haimovici, 40 de articole ³tiinµi�ce, articole citate deseori în µar  ³i în str in tate.

Mult  pasiune ³i talent a depus profesorul în studiile sale de istoria matematicii. În cele 30 de

articole publicate în aceast  direcµie, a analizat cu migal  ³i acribie ³tiinµi�c  începuturile cercet rii

matematice în Moldova (la Dimitrie Asachi, Nicu Botez sau Dimitrie Isopescu), urm rind, de

asemenea, formarea ³i �xarea terminologiei matematice române³ti.
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Profesorul Ilie Popa a fost, pe lâng  un cercet tor talentat, un excelent cadru didactic.

Claritatea, rigoarea cursurilor sale, exemplele ³i comparaµiile pertinente, surprinz tor de plastice,

cu ajutorul c rora ³tia s  ilustreze cele mai profunde teorii matematice, tonul blând ³i calm sunt

calit µi didactice recunoscute ³i apreciate de studenµii celor 40 de generaµii care i-au urmat cursurile.

Unii dintre fo³tii studenµi au continuat colaborarea cu prof. Ilie Popa, de data aceasta în calitate

de conduc tor ³tiinti�c, cu ocazia studiilor doctorale. Printre cei care au susµinut doctoratul

sub conducerea sa amintim pe profesorii Nicolae Negoescu, Olga Costinescu, Nicolae Gheorghiu,

Gheorghe Banta³, Anca Precupanu, Theodor Precupanu; teza mea de doctorat a fost, de asemenea

elaborat , sub conducerea prof. Ilie Popa, �ind probabil printre ultimii s i doctoranzi.

Calit tile didactice remarcabile ale profesorului au fost puse în valoare ³i prin contribuµia

adus  la redactarea cursului de Geometrie analitic  (lucrare colectiv  de înalt  µinut  coordonata

de Octav Myler); aceast  lucrare a primit, în anul 1951, Premiul de Stat.

Prof. dr. doc. Ilie Popa a deµinut în timpul carierei sale mai multe poziµii de conducere în

ierarhia academic . Pe lâng  funcµia de ³ef al catedrei de Analiz  Matematic , deja amintit , a fost

Prorector al Universit µii Al. I. Cuza (1944-1945 ³i 1966-1971), Rector al Institutului Pedagogic

(1960-1961 ³i 1964-1966) ³i Director al Seminarului Matematic. În perioada 1961-1964 a funcµionat

ca Director General în Ministerul Înv µ mântului.

Matematicianul Ilie Popa a fost o personalitate complex : profesor prin excelenµ , cercet -

tor pasionat ³i talentat, a ³tiut s -³i utilizeze rezervele de calm, luciditate ³i rigoare în exercitarea

unor funcµii de conducere care, îndeplinite în perioade atât de di�cile, îi solicitau atât de mult

aceste calit µi.

Roadele activit µii profesorului Ilie Popa ³i a remarcabililor s i colegi de generaµie s-au

materializat în realiz rile valorosului colectiv actual al facult µii noastre. Forµa ³i rezultatele ³colii

ie³ene de analiz  matematic , reprezentarea naµional  ³i internaµional  a acestei ³coli î³i pot iden-

ti�ca r d cinile ³i în eforturile acestor ilu³tri înainta³i.

Universitatea Al. I. Cuza

Ia³i

MANIFEST�RI �TIIN�IFICE

Simpozion de Funcµii Complexe în Onoarea Doamnei Profesor Cabiria

Andreian-Cazacu, Facultatea de Matematic  ³i Informatic ,

Bucure³ti, 18 februarie 2008

În ziua de 18 februarie 2008 doamna profesor doctor docent Cabiria Andreian Cazacu,

membru de onoare al Academiei Române, a împlinit frumoasa vârsta de 80 de ani.

Cinstind evenimentul a³a cum se cuvine, Catedra de Analiz  Matematic  din Facultate a

organizat un Simpozion de Funcµii Complexe dedicat doamnei profesor, care s-a desf ³urat chiar

în ziua de 18 februarie, în Am�teatrul Simion Stoilow.

Dup  cuvântul de deschidere al domnului decan, prof. dr. Drago³ �tefan, au fost prezentate

conferinµe de c tre:

1. Acad. prof. dr. doc. Solomon Marcus

2. Cercet tor principal dr. Mihnea Colµoiu, membru corespondent al Academiei Române

3. Prof. dr. doc. Nicu Boboc

4. Prof. dr. Gheorghe Bucur

5. Prof. dr. Mihai Cristea

6. Cercet tor principal I dr. Gheorghe Gussi

7. Cercet tor principal I dr. Vasile Brânz nescu, director I.M.A.R.

8. Prof. dr. Petru T. Mocanu, membru corespondent al Academiei Române

9. Conf. dr. Victoria Stanciu

10. Lector drd. Carmen Bolo³teanu

În prima jum tate lucr rile au fost conduse de c tre dl. conf. dr. Radu Miculescu, ³eful

Catedrei de Analiz  Matematic , iar apoi de c tre dl. prof. dr. Mihai Cristea, de la aceea³i

Catedr .
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Cu alese sentimente de consideraµie ³i afecµiune, toµi vorbitorii au adus în conferinµele lor un

cald elogiu personalit µii, realiz rilor ³i contribuµiilor de excepµie ale doamnei profesor Cabiria An-

dreian Cazacu la dezvoltarea analizei complexe în România, devotamentului s u faµ  de Facultatea

de Matematic  a Universit µii din Bucure³ti ³i faµ  de Catedra de Analiz  Matematic .

În cele ce urmeaz  vom reda pe scurt anumite idei din câteva din conferinµele menµionate;

întrucât ele nu au fost înregistrate, vom reproduce doar o parte din cele expuse, dar, cum se spune,

,,cu cuvintele noastre�, pe baza unor notiµe sumare, luate rapid, în sal .

În foarte interesanta sa expunere, dl. acad. prof. dr. doc. Solomon Marcus a început

speci�când întâi cuvintele-cheie: Cabiria Andreian Cazacu, funcµii complexe-distribuµia valorilor,

suprafeµe riemanniene, cvasiconformitate, grupuri Klein, Stoilow, Nevanlinna, Ahlfors, Seminarii

Româno-Finlandeze.

Ar tând c  doamna profesor Cabiria Andreian Cazacu a fost prima femeie conferenµiar ³i

apoi profesor universitar la Universitatea din Bucure³ti ³i c  este cea mai important  reprezentant 

feminin  a matematicii române³ti, dl. acad. Solomon Marcus a menµionat c  au mai existat

prezenµe matematice feminine precursoare la Universitatea din Ia³i, anume Vera Myller Lebedev,

Silvia Creang  ³i Florica T. Câmpan. Iar ora³ul Ia³i, coincidenµ  fericit , este chiar ora³ul natal

al Cabiriei Andreian! Dar dânsa se refugiaz  în 1944, cu p rinµii, în Bucure³ti. Ca ³i în cazul

matematicienilor Dimitrie Pompeiu, Nicolae Cior nescu, Miron Nicolescu ³i Grigore C. Moisil,

Cabiria Andreian a avut p rintele om de ³coal . �i ce ³ans  mai mare poate exista pentru un

tân r decât de a avea ca educatori proprii p rinµi?

În timpul studiilor la Universitatea din Bucure³ti, pe excepµionala student  Cabiria An-

dreian, ca ³i pe ceilalµi studenµi foarte buni, o invitau s  stea de vorb  la Catedr  profesori ca

Octav Onicescu, Alexandru Ghika sau Miron Nicolescu. Pe vremea aceea frecvenµa nu era obli-

gatorie, iar solicitarea unor profesori de a discuta cu anumiµi studenµi atesta valoarea acestora

³i faptul c  se f cuser  remarcaµi înc  din anul întâi de facultate. În 1949 Cabiria Andreian î³i

încheie str lucit studiile universitare susµinând licenµa sub îndrumarea profesorului Dan Barbilian

³i î³i începe activitatea conducând seminarii la cursurile profesorilor Alexandru Froda ³i Grigore

C. Moisil. În 1951 este lector universitar, iar în octombrie 1952 susµine examenul de admitere la

doctorat la profesorul Simion Stoilow. La acest examen de admitere la doctorat erau înscri³i cinci

candidaµi. Ast zi toµi cinci sunt matematicieni renumiµi. În 1955 ³i-a susµinut teza de doctorat,

sub conducerea profesorului Simion Stoilow ³i a fost numit  conferenµiar. A fost prima femeie doc-

tor în matematic  a Universit µii din Bucure³ti ³i totodat  prima femeie conferenµiar ³i professor

universitar la aceast  Universitate.

În 1961 matematica româneasc  îl pierde pe Simion Stoilow. Era de domeniul evidenµei

c  Stoilow a transmis ³tafeta Cabiriei Andreian Cazacu. Volumul al doilea al cursului de Teoria

funcµiilor de variabil  complex  fusese scris în colaborare de c tre Simion Stoilow ³i Cabiria An-

dreian Cazacu. În acest al doilea volum, Cabiria Andreian Cazacu a reliefat în toat  plenitudinea

lor ideile novatoare ale maestrului sau Stoilow în Analiz  ³i Topologie, dar a introdus ³i contribuµi-

ile tinerei generaµii de matematicieni din Seminarul Stoilow, între care ³i propriile contribuµii. În

decursul întregii sale cariere de profesor ³i de cercet tor a avut mari realiz ri în mai multe ramuri

ale Analizei complexe. Toat  activitatea sa a fost permanent legat  de Catedra de Analiz  Mate-

matic , al c rei ³ef a ³i fost, în perioada 1973-1975, imediat dup  pensionarea lui Miron Nicolescu.

A fost decan al facult µii în perioada 1976-1984. A editat toate c rµile de Proceedings ale vestitelor

Seminarii Româno-Finlandeze de Analiz  complex .

Dl. cercet tor principal dr. Mihnea Colµoiu, membru corespondent al Academiei Române,

omagiind personalitatea s rb toritei, a prezentat o scurt  conferinµ  intitulat  ,,Problema lui Levi

în spaµii Stein�.

Dl. prof. dr. doc. Nicu Boboc, f când elogiul personalit µii doamnei profesor Cabiria

Andreian Cazacu, a dep nat, de asemenea, câteva amintiri. Dânsul a intrat în facultate în 1952.

Cabiria Andreian µinea seminariile la cursul de Teoria funcµiilor de variabil  complex  al profe-

sorului Simion Stoilow, din anul al doilea. Studenµii din acel an al doilea au remarcat, cu toµii

³tiinµa, talentul, umanismul ³i generozitatea Cabiriei Andreian Cazacu. În decursul îndelungii sale

activit µi la Facultatea de Matematic  a Universit µii din Bucure³ti, Cabiria Andreian Cazacu

a µinut cursuri de Algebr , Analiz  complex , Cvasiconformitate, Spaµii Teichmüller, Suprafeµe

Riemanniene, Spaµii analitice. A publicat peste 100 de lucr ri ³tiinµi�ce în specialit µile: Cvasi-

conformitate, Suprafeµe Riemanniene, Teoria lui Nevanlinna. A obµinut titlul de doctor docent în

1967, cu lucrarea ,,Clase de suprafeµe Riemanniene�. A publicat 7 monogra�i, a scris 12 lucr ri de

Istoria matematicii, a fost editor al volumelor de Proceedings ale Seminariilor Romano-Finlandeze,
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la organizarea c rora a avut o contribuµie esenµial  înc  din anii '60. A c l uzit teze de doctorat,

a organizat multe conferinµe, a condus un cerc ³tiinµi�c studenµesc în cadrul c ruia ³i-au început

activitatea mulµi distin³i matematicieni. A obµinut Premiul Stoilow al Academiei, diferite ordine

³i medalii, este membru de onoare al Academiei Române ³i Doctor Honoris Causa al Universit µii

din Craiova.

Domnul prof. dr. Gheorghe Bucur, elogiind personalitatea doamnei profesor, a menµionat

c , spre regret, se pare c  memoria matematicii române³ti este slab , cei tineri ³tiu prea puµin

despre Istoria matematicii în România. Dar doamna profesor Cabiria Andreian Cazacu a scris

despre profesorii s i, Simion Stoilow, Alexandru Ghika, ³i alµii, dar ³i despre profesorii profesorilor

s i, cât ³i despre unii contemporani pe care matematica româneasc  i-a pierdut prea devreme, ca

Dumitru Iva³cu ³i Martin Jurchescu. A bene�ciat de o zestre ³tiinµi�c  excepµional  ³i a restituit

din plin, ad ugând importante contribuµii creatoare. Doamna profesor ³tie s  asculte cu atenµie

interlocutorii, s  sintetizeze esenµialul, este exemplar  în a-i mobiliza pe cei cu care lucreaz  ³i are

capacitatea deosebit  de a se bucura ³i de succesele altora.

Domnul prof. dr. Mihai Cristea, omagiind personalitatea doamnei profesor Cabiria An-

dreian Cazacu, a prezentat apoi conferinµa intitulat  ,,Modulul cu pondere�, domeniu în care

doamna profesor a adus importante contribuµii.

Elogiind pe doamna profesor, domnul director al Institutului de Matematic  al Academiei

(I.M.A.R.), dr. Vasile Brânz nescu a menµionat, printre altele, c  doamna profesor lucreaz  ³i

în prezent cu aceea³i str lucire ³i efervescenµ ; din anul 2000 ³i pân  acum are peste 11 lucr ri

publicate.

În expunerea sa, domnul dr. Gheorghe Gussi, fost director I.M.A.R., a menµionat c , pen-

tru o anumit  problem  discutat  la Universitatea Antipolis (Franµa), nu se întrevedea rezolvarea:

atunci a întrebat-o pe doamna profesor. Dumneaei a rezolvat problema pe baza teoriei lui Nevan-

linna.

Domnul prof. dr. Petru T. Mocanu, membru de onoare al Academiei Române, elogiind pe

doamna profesor, a amintit un frumos episod academic din perioada preg tirii doctoratului (sub

îndrumarea lui Gheorghe C lug reanu). Acesta era prieten cu Stoilow ³i era în comisie la susµinerea

tezei Cabiriei Andreian Cazacu. Profesorul C lug reanu i-a sugerat s  vin  la Bucure³ti ³i s  asiste

la susµinerea tezei. A fost foarte impresionat ³i exemplul l-a mobilizat! A mai reµinut de la doamna

profesor grija permanent  pentru informare; la toate ³edinµele de comunic ri ³tiinµi�ce dumneaei

î³i nota cele expuse.

De³i netrecut în prealabil în program, dar �ind prezent în sal , a fost invitat s  ia cuvântul

³i un oaspete str in, dl. prof. Heinrich Begehr de la Freie Universität din Berlin.

La sfâr³it au vorbit doamnele conf. dr. Victoria Stanciu ³i lector drd. Carmen Bolo³teanu,

ambele discipole ale doamnei prof. dr. Cabiria Andreian Cazacu.

În încheiere ³i ca r spuns, a luat cuvântul s rb torita, doamna profesor Cabiria Andreian

Cazacu. Ne-a vorbit, ca întotdeauna, cu mult  graµie, c ldur , optimism ³i cu un zâmbet încura-

jator. Reµinem, printre altele, una din frazele �nale: ,,A avut fericirea s  se bucure de atenµia unor

mari matematicieni români, cât ³i str ini ca R. Nevanlinna, L. V. Ahlfors, M. Lavrentiev, L. I.

Volkovîskii, B. �abat, I. N. Vekua, G. Fichera, Alex. Dinghas.� A evocat sprijinul p rinµilor ³i al

soµului, profesor doctor inginer Mircea Dimitrie Cazacu de la Universitatea Politehnica Bucure³ti,

care în mai bine de jum tate de veac a creat acea atmosfer  de înµelegere, armonie ³i dragoste de

munc  atât de prielnic  activit µii ³tiinµi�ce.

Adevarat  s rb toare a matematicii române³ti, Simpozionul s-a bucurat de mare atenµie,

prin prezenµa unui însemnat num r de matematicieni de prestigiu (printre care ³i fo³ti studenµi

ai doamnei profesor): cadre didactice din facultate ³i din alte instituµii de înv µ mânt universitar,

cercet tori, ingineri.

În incheierea acestei scurte relat ri, îi ur m din toat  inima doamnei profesor Cabiria

Andreian Cazacu mult  s n tate, voie bun , noi realiz ri în continuare ³i mult  fericire !

Andrei Vernescu
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REVISTA REVISTELOR

Revista de matematic  mehedinµean 

Cu ocazia Adun rii generale a S. S. M. R. desf ³urat  în luna ianuarie a.c., domnul prof. dr.

Gheorghe C iniceanu, redactorul ³ef al publicaµiei ³i pre³edintele �lialei S. S. M. R din localitate,

ne-a înmânat ultimul num r ce a v zut lumina tiparului (nr. 7 � decembrie 2007) al publicaµiei

mehedinµene.

Dup  trecerea a cinci ani de la apariµia primului num r, a³a cum m rturise³te în ,,Cuvântul

înainte din partea colectivului redacµional� profesorul Gheorghe C iniceanu � revista ,,se str duie³te

s  completeze lista numeroaselor publicaµii din domeniu cu producµii ³i rezultate ale mehedinµe-

nilor�. Remarc m aceea³i modestie ³i bun simµ care au caracterizat, în decursul timpului, colegiul

redacµional al publicaµie. Trebuie s  ad ug m, totu³i c  în ace³ti cinci ani scur³i, revista a c p tat

mai mult  consistenµ , ³i-a de�nit un format propriu, reu³ind s  regrupeze în jurul ei pe toµi cei

interesaµi în prop ³irea matematicii mehedinµene, în special profesori tineri ³i elevi.

Iat  titlurile câtorva materiale inserate în acest num r: ,,Demonstraµia în geometrie� (V.

S ceanu), ,,Probleme de extremum rezolvate prin metoda inegalit µilor algebrice� (I. Constantin),

,,Consideraµii metodice privind predarea teoremelor de medie în înv µ mântul liceal� (A. Man-

dre³i). De asemenea, trebuie s  remarc m interesantele note matematice publicate în cadrul

rubricii ,,Cercul de matematic �, precum ³i continuarea prezent rii unor personalit µi originare

de pe plaiurile mehedinµene ³i care ³i-au creat sau sunt pe cale s -³i creeze un nume în matematica

româneasc .

În �ne, vom mai remarca din nou � cum am mai f cut-o ³i cu alte ocazii � faptul c  revista

ofer  o informaµie complet  asupra manifest rilor cu caracter matematic (concursuri, ³coli de var 

etc.) desf ³urate în judeµ în ultima vreme, precum ³i a activit µii �lialei S. S. M. R. Mehedinµi.

Dan Radu

Argument

Editat  de catedra de matematic  a Colegiului Naµional Gheorghe �incai din Baia Mare,

revista constituie una din numeroasele iniµiative ale ³colilor române³ti cu tradiµie din µara noastr ,

menite a µine treaz interesul elevilor pentru matematic , într-o vreme când � prin planurile de

înv µ mânt ³i prin programe � se încearc  marginalizarea acesteia, încadrarea ei ca un ,,oarecare�

obiect de studiu, printre celelalte unelte. Demersul entuzia³tilor profesori de la Colegiului Naµional

Gh. �incai se dovede³te cu atât mai meritoriu, cu cât publicaµia dovede³te o perenitate demn  de

invidiat, ea ajungând la al zecelea num r (în ritmul de publicare de un num r anual).

Doamna profesoar  Dana Heuberger ne-a expediat ultimele dou  numere ap rute (nr.

9/2007, nr. 10/2008). Domnia sa speci�c , în scrisoarea de tr sur , c  � pe parcursul acestor

zece ani � în revist  au ap rut 57 de articole ³i note matematice, precum ³i 494 de probleme

originale.

Este notabil faptul c  materialele teoretice inserate în �ecare num r au o pondere destul

de mare (circa jum tate din spaµiul editorial) ³i sunt semnate de nume prestigioase din mate-

matica preuniversitar  româneasc . Iat  titlul câtorva note ³i articole publicate în aceste dou 

numere: ,,Identit µi combinatoriale deduse prin num rare� (V. Pop), ,,Euler ³i num rul π� (D.

Miheµ), ,,Clase de ³iruri pentru care termenul general nu se poate reprezenta sub form  raµional �

(N. Mu³uroia), ,,Acµiuni ale grupurilor pe mulµimi� (D ³i C. Chite³), ,,O demonstraµie elementar 

a inegalit µii lui Huygens� (V. Pop ³i C. Cioclu), ,,Relaµia lui Sylvester în rezolvarea unor probleme

cu numere complexe� (D. Jinga) etc.

Ur m revistei b im rene viaµ  lung  ³i noi realiz ri în demersul întrepins, spre bene�ciul

noilor generaµii de elevi ³i profesori.

Dan Radu
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Revista de Matematic  din Galaµi

Ca de obicei, domnul profesor Romeo Zam�r ne-a expediat ultimul num r ap rut (nr.

30/2008) al revistei g l µene, editat  sub patronajul I. �. J. Galaµi ³i al Fundaµiei ,,Vasile Alecsandri�

din localitate.

Revista ³i-a cucerit, de-acum, un loc bine precizat în peisajul publicaµiilor de pro�l din µara

noastr .

Ea debuteaz  cu o am nunµit  dare de seam  asupra ediµiei a VII-a a Concursului inter-

judeµean de matematic  ,,Cristian S. Calude�, semnat  de d-l prof. R. Zam�r � redactorul ³ef

adjunct al publicaµiei. Statisticile prezentate, listele laureaµilor concursului probeaz  cu prisosinµ 

preocuparea organizatorilor privind buna organizare ³i desf ³urare a acestuia.

Cele dou  materiale teoretice inserate în acest num r sunt ,,On some conics related to a

triangle� (E. Kulanin ³iMyakishev) ³i ,,Locuri geometrice� (A. Udma). Credem c  spaµiul editorial

acordat materialelor teoretice (articole, note matematice etc.) ar trebui s  �e, totu³i, ceva mai mare,

pentru a nu transforma revista într-o culegere de probleme cu apariµie periodic . Aceasta, cu atât

mai mult cu cât revista ³i-a asigurat, de-a lungul timpului, un corp de colaboratori valoros, mulµi

dintre ei având state vechi de publici³ti în domeniul matematicilor elementare.

Dan Radu

Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor

din judeµul Cara³-Severin

Domnul profesor Lucian Dragomir � redactorul ³ef al publicaµiei ³i pre³edintele �lialei locale

a S. S. M. R. � ne-a expediat ultimul num r ap rut (nr. 22 � an IV � 2007) al revistei re³iµene.

Vom spicui, mai jos, câteva titluri ale unor interesante note ap rute în acest num r: ,,Sume

³i produse prietene� (C. Mortici), ,,P trate perfecte� (L. Dragomir), ,,Extreme cu permut ri� (N.

St niloiu), ,,Drepte de tip Simson� (P. Neagoe).

De asemenea, problemele propuse se remarc  printr-o deosebit  bog µie ³i varietate, revista

reu³ind s -³i constituie un corp de colaboratori valoro³i ³i cunoscuµi atât dintre personalit µile

locale, cât ³i din alte zone ale µ rii.

Un fapt pozitiv ce trebuie remarcat, pe care l-am observat ³i la alte reviste locale, este

publicarea unor liste complete ale membrilor �lialei respective. Este îmbucur tor acest lucru,

deoarece el demonstreaz , pe de o parte preocuparea profesorilor din zon  pentru matematic , iar

pe de alt  parte, faptul c  S. S. M. R. este un organism viu, cu o viaµ  proprie interesant  ³i activ .

Dan Radu

Revista de matematic  Grigore Moisil

Iat  un nou venit printre publicaµiile de pro�l, destinate înv µ mântului matematic preuni-

versitar. Revista apare la Alexandria, sub egida �lialei locale a S. S. M. R., avându-l ca pre³edinte al

colegiului redacµional pe profesorul Marius Burtea, care este ³i pre³edintele �lialei locale a S.S.M.R.

Revista are o apariµie semestrial , nou  parvenindu-ne nr. 2 din primul an de apariµie

(2007). Scopul revistei este clar ³i succint de�nit de ideea (inserat  pe copert  ) aparµinând regre-

tatului matematician ³i om de cultur  care a fost Grigore Moisil : ,,Înv µând matematic , înveµi s 

gânde³ti�.

Revista urmeaz  tiparul clasic al publicaµiilor de gen, conµinând o serie de scurte articole ³i

note matematice, probleme propuse ³i rezolvate pentru ciclul primar, gimnazial ³i liceal, probleme

de concurs, probleme distractive etc.

Vom cita câteva dintre titlurile materialelor publicate în acest num r: ,,Pledoarie pentru

studiul surselor originale� (P. Enache), ,,Despre valoarea num rului π� (A. E. Udma), ,,Identit µi.

Identitatea lui Hermite. Consecinµe� (�t. Niµu), ,,Variante atipice de raµionament inductiv� (I.

Anghelescu), ,,Generalizarea teoremei catetei ³i a în lµimii� (M. Burtea) etc.

Sper m ca revista s -³i continue apariµia, de�nindu-³i � în timp � propria personalitate ³i

înscriindu-se cu succes, printre publicaµiile de gen destinate elevilor ³i profesorilor de matematic 

din înv µ mântul preuniversitar.

Dan Radu
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Carpathian Journal of Mathematics

Publicat  de Departamentul de Matematic  ³i �tiinµa Calculului al Universit µii de Nord

din Baia Mare, revista a ajuns la volumul 23 (nr. 1-2/2007).

Este vorba, de bun  seam , de o revist  de cercetare ³tiinµi�c , a³a încât ne vom abµine de la

a face comentarii pe marginea materialelor publicate, ele purtând � în exclusivitate � r spunderea

autorilor. Vom cita, totu³i, câteva titluri, care ni s-au p rut mai interesante, cu menµiunea c 

aceast  selecµie are un caracter pur subiectiv ³i, întrucâtva, aleatoriu: ,,A biased discussion of �xed

point theory� (B. E. Rhoades), ,,On assymptotic behaviours for linear skey-evolution semi�ows in

Banach spaces� (M. Megan, C. Stoica, L. Buliga), ,,Approximate �xed point theorems for weak

contractions on metric spaces� (M. P curar, R. V. P curar), ,,On the asimptotic behaviour of the

number of maximum points of a simple random wolk� (E. P lt nea) etc.

Dan Radu

RECENZII

ION CUCUREZEANU, P trate ³i cuburi de numere întregi,

Editura GIL, Zal u, 2007

Profesorul Ion Cucurezeanu este unul dintre reputaµii no³tri speciali³ti în Teoria numerelor,

cu o exemplar  activitate publicistic  în µar  ³i în str in tate, concretizat  în numeroase articole ³i

c rµi ap rute de-a lungul timpului. Lucr rile sale ocup  un loc aparte în Teoria numerelor, vizând,

îndeob³te, probleme elementare ca enunµ, dar profunde ³i deosebit de bogate în idei, acel gen

de probleme care au constituit totdeauna motorul dezvolt rii teoriei, furnizând adev rate delicii

celor împ timiµi de raµionamentul pur ³i cristalin, de logica ³i analiza care conduc la rezultatul

matematic, de multe ori spectaculos ³i inedit.

Prezenta lucrare, purtând num rul 10 în cadrul colecµiei ,,Biblioteca GIL� a editurii, re-

une³te un num r de 231 probleme selectate de autor cu mult  acribie dintr-un domeniu destul de

special al teoriei numerelor, dup  cum chiar titlul volumului o m rturise³te.

Prin calitatea materialului selectat, prin stilul clar, simplu ³i concis al expunerii, credem

c  lucrarea poate sta al turi de altele clasice în domeniu, cum ar � celebra ,,250 Problems in

Elementary Number Theory� a lui N. Sierpinsky (P. W. N. Warzawa, 1970). Apropierea nu este

cu nimic forµat  din niciun punct de vedere, cele dou  c rµi având în comun aceea³i dragoste

a autorilor pentru domeniul ales, aceea³i cunoa³tere profund  a resorturilor intime ale Teoriei

numerelor, precum ³i informaµia vast  ce a condus la elaborarea lor.

Trebuie s  mai subliniem ³i faptul c  volumul este o micromonogra�e în ceea ce prive³te

subiectul abordat ³i c , dup  câte avem cuno³tinµ , reprezint  o premier  în literatura de spe-

cialitate. Din acest punct de vedere regret m c  autorul nu a inserat în volum o bibliogra�e mai

cuprinz toare, care i-ar � permis cititorului interesat s -³i dezvolte informaµia ³i studiul; dar aceast 

carenµ  va putea � înl turat  la o viitoare ediµie care, cu siguranµ , nu va întârzia s  apar .

O mare calitate a lucr rii o constituie bagajul minim de cuno³tinµe pe care le presupune

din partea cititorului, ea putând � abordat  chiar de elevii de gimnaziu care au o bun  ³i solid 

cunoa³tere a aritmeticii, precum ³i un spirit format al raµionamentului matematic. Desigur, selecµia

conµine un mare num r de probleme clasice � care nu puteau lipsi � dar ³i numeroase probleme

aparµinând autorului ³i care au un caracter inedit.

În concluzie, consider m prezentul volum ca �ind unul dintre cele mai prestigioase publicate

de editura GIL în ultimii ani ³i îl recomand m cu c ldur  profesorilor ³i elevilor, ca ³i speciali³tilor

în domeniu, pentru care matematica nu a încetat s  �e un miracol ³i o delectare.

Dan Radu

DAN SCHWARZ ³i GABRIEL POPA, Probleme de num rare

Editura GIL, Zal u, 2006

Cartea de faµ  se ocup  cu probleme de num rare, tematic  ce se dovede³te, de multe ori,

a � o piatr  de încercare pentru participanµii la concursurile ³colare. O lucrare de acest tip a lipsit

pân  acum din literatura matematic  din µara noastr .

Interesul cititorului pentru prezenta lucrare este stârnit de abordarea metodic  ³i sistema-

tic  a problematicii anunµate precum ³i de prezenµa unor probleme u³oare sau cunoscute abordate
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prin metode sau procedee care deschid perspective pentru abordarea altor chestiuni. Problemele

de combinatoric  sunt caracterizate de natura lor atipic , ce impune din partea rezolvitorilor in-

geniozitate, �exibilitate ³i perseverenµ  în c utarea soluµiei, iar lucrarea de faµ  ofer  posibilitatea

exers rii acestui tip de probleme pe baza unor probleme bine alese.

Conµinutul c rµii este structurat pe dou  direcµii, cuprinzând probleme pentru clasele V-VI,

respectiv VII-VIII, astfel:

Clasele V-VI: Cap. I � Folosirea unui contor de num rare;

Cap. II � Folosirea periodicit µii;

Cap. III � Regula sumei;

Cap. IV � Principiul includerii ³i excluderii;

Cap. V - Regula produsului;

Cap. VI � Evaluare + Exemplu.

Clasele VII-VIII: Cap. VII � Num rarea recurent ;

Cap. VIII � Num rarea în dou  moduri;

Cap. IX � Stabilirea unei corespondenµe bijective.

Lucrarea, ce cuprinde 64 de pagini, se încheie cu o list  care conµine numele autorilor sau

sursele problemelor, urmat  de o substanµial  bibliogra�e.

Cartea de faµ  este una care va stârni cu siguranµ  interes ³i va � bine primit . O reco-

mand m c lduros.

Radu Miculescu

PANTELIMON GEORGE POPESCU, IOAN V. MAFTEI,

JOSE LUIS DIAZ BARRERO, MARIAN DINC�, Inegalit µi matematice

Editura DIDACTIC� �I PEDAGOGIC�, Bucure³ti, 2007

Volumul se adaug  la lunga list  a c rµilor ap rute în decursul timpurilor ³i destinate acestui

domeniu vechi ³i ve³nic nou al inegalit µilor matematice. Este drept c  acest uria³ teritoriu este

str b tut de numeroase drumuri b t torite de ilu³tri matematicieni (Cauchy, Schwarz, Hölder,

Minkovski, Bernoulli, Cebâ³ev, Jensen, Erdös, Mordell, Hardy, Polya, Littlewood, Szegö etc. etc.),

dar conµine înc  numeroase zone neexplorate în care mai vechii sau mai noii cercet tori pot descoperi

fapte ³i rezultate inedite, de multe ori spectaculoase. În fond, folosind o formulare puµin forµat ,

dar nu departe de adev r, ,,matematica este mai mult ³tiinµa inegalit µilor decât a egalit µilor�!

Prezentul volum conµine ³ase capitole, dup  cum urmeaz :

Cap. I � Inegalit µi algebrice clasice;

Cap. II � Inegalit µi geometrice clasice;

Cap. III � Modele geometrice trigonometrice;

Cap. IV � Inegalit µi generatoare;

Cap. V � Funcµii convexe / concave;

Cap. VI � Triunghi median, triunghi dual.

Aceast  lucrare este rodul colabor rii � întins  pe parcursul a câµiva ani � a celor patru

autori. Ea este o sintez  de clasic ³i nou, prezentând o serie de idei novatoare în domeniu, ce au

drept scop obµinerea de noi rezultate, dintre care unele s-ar putea s  ajung  � cu timpul � clasice.

Nu în ultimul rând, trebuie menµionat ³i faptul c  unele rezultate clasice sunt ra�nate prin metode

³i mecanisme de investigaµie inedite.

O bun  parte a rezultatelor conµinute în volum au un caracter original, ele f când obiectul

unor lucr ri publicate de autori în µar  ³i str in tate.

Dup  cum spune prof. univ. dr. Octavian St n ³il  în ,,Prefaµa lucr rii�, ,,aceast  lucrare

este un fapt de cultur  ³i va avea un ecou nu numai în cercul restrâns al celor care cred în spiritul

inepuizabil al c ut torilor de frumuseµe, �e ea mai ascuns  ³i mai puµin atins  de pragmatism�.

Dan Radu
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VIRGIL NICULA ³i COSMIN POHOA��, Diviziune armonic 

Editura GIL, Zal u, 2007

Cartea în discuµie se adreseaz  elevilor din clasele VII-X . Autorii s-au str duit ca problemele

alese s  �e accesibile elevilor de clasa a VII-a, care au înclinaµie spre geometrie.

Lucrarea se întinde pe ³ase capitole (aici g sindu-se ³i o list  de notaµii standard):

Cap. 1 � M sur  algebric  (1.1. � Rigla. Probleme rezolvate, 1.2. � M sur  algebric .

Probleme rezolvate);

Cap. 2 � Diviziune armonic  (pe o dreapt ) (2.1. � De�niµie. Exemple, 2.2. � Caracteri-

zarea unei diviziuni armonice, 2.3. � Probleme rezolvate);

Cap. 3 � Fascicul armonic (3.1. � De�niµie. Propriet µi, 3.2. � Probleme rezolvate);

Cap. 4 � Pol ³i polar  (în raport cu un cerc) (4.1. � De�niµie. Propriet µi, 4.2. � Probleme

rezolvate);

Cap. 5 � Addenda (5.1. � Evaluarea raportului în care un punct împarte un segment,

5.2. � Caracterizarea perpendicularit µii a dou  drepte, 5.3. � Cercuri remarcabile asociate unui

triunghi);

Cap. 6 � Probleme propuse ( 6.1. � Enunµuri, 6.2. � Soluµii).

De³i cartea, ce se întinde pe 107 pagini, are doi autori, prefaµa (nesemnat ) pare a � scris 

doar de unul dintre ei. Recenzentul nu a reu³it s -³i dea seama care este acela.

Recomand m prezenta lucrare cu mult  c ldur  tuturor pasionaµilor de geometrie, menµio-

nând în �nal claritatea expunerii, precum ³i condiµiile editoriale deosebite.

Radu Miculescu

GHEORGHE CR�CIUN ³i colaboratorii, Duelul matematic,

Editura TIPARG, Pite³ti, 2007

Prezentul volum este rezultatul colabor rii unui grup destul de numeros de autori din

care fac parte: Ioana Cr ciun, Magdalena Georgescu, Luminiµa Corneci, Ion Bilciurescu, Emilian

Deaconescu, C t lin Sc iceanu, Sergiu Cristea ³i Florin Cîrjan.

El reune³te un num r destul de mare de teste destinate înv µ mântului primar (clasele

II-IV) ³i gimnazial (clasele (V-VIII). Obiectul testelor îl formeaz  peste 70 de probleme, atent

selectate de autori ³i menite s  permit  veri�carea cuno³tinµelor de matematic  ce fac obiectul

programelor pentru aceste clase.

Desigur, problemele inserate în volum sunt de toate categoriile, plecând de la cele mai simple

³i mergând pân  la cele cu caracter mai di�cil (dar nu foarte di�cile). Multe dintre ele aparµin

autorilor, dar ne face impresia c  majoritatea au f cut obiectul unor concursuri de matematic , �e

ele olimpiade, �e concursuri interjudeµene. Aceasta confer  un plus de atractivitate pentru volum,

el �ind extrem de util pentru elevii din clasele primare ³i gimnaziale ce preg tesc diverse astfel de

concursuri.

Dan Radu

IURIE BOREICO ³i MARINEL TELEUC�, Invarianµi ³i jocuri

Editura GIL, Zal u, 2007

Elevii care se preg tesc pentru concursuri, profesorii care caut  o surs  de întreb ri inedite,

iubitorii de probleme de matematic  vor g si în aceast  carte ceea ce doresc.

Lucrarea conµine probleme rezolvate, probleme propuse, toate aparµinând unor teme frec-

vente în problemele de combinatoric . Probleme despre jocuri, folosirea invarianµilor în diferite

contexte, analizarea existenµei de strategii de realizare a unei anumite situaµii, chestiuni simple de

di�cult µi diferite ³i gradate de la simplu la complicat sunt selectate în principal din problemistica

ruseasc  dar ³i din cea a altor concursuri de pe plan mondial.

Cartea are un cuprins vast, de ³apte capitole, anume:

Cap. 1. � Introducere (1.1. � Idei principale, 1.2. � Exerciµii propuse � Introducere);

Cap. 2. � Resturi (2.1. � Paritate, 2.2. � Exerciµii propuse-paritate, 2.3. � Dame, ³ah,

domino ³i altele, 2.4. � Paritatea în geometrie, 2.5. � Alte resturi, 2.6. � Exerciµii propuse �

resturi);
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Cap. 3. � Color ri (3.1. � Color ri în dou  culori, 3.2. � Exerciµii propuse � color ri în

dou  culori, 3.3. � Color ri în mai multe culori, 3.4. � Exerciµii propuse � color ri în mai multe

culori);

Cap. 4. � Alµi invarianµi (4.1. � Expresii algebrice, 4.2. � Exerciµii propuse � invarianµi

algebrici, 4.3. � Invarianµi universali, 4.4. � Semiinvarianµi, 4.5. � Exerciµii propuse � semiinvari-

anµi);

Cap. 5. - Probleme pentru consolidare (5.1. � Probleme diverse, 5.2. � Exerciµii propuse �

probleme diverse);

Cap. 6. � Jocuri (6.1. � Introducere, 6.2. � Jocuri închise, 6.3. � Exerciµii propuse-jocuri

închise, 6.4. � Simetria, 6.5. � Exerciµii � strategia simetriei, 6.6. � Poziµii câ³tig toare, 6.7.

� Exerciµii � poziµii câ³tig toare, 6.8. � Metoda analizei retrograde, 6.9. � Exerciµii � analiz 

retrograd , 6.10. � Jocuri diverse);

Cap. 7. � Soluµii ³i indicaµii (7.1. � Introducere, 7.2. � Paritate, 7.3. � Alte resturi,

7.4. � Color ri în dou  culori, 7.5. � Color ri în mai multe culori, 7.6. � Invarianµi algebrici,

7.7. � Semiinvarianµi, 7.8. � Probleme diverse, 7.9. � Jocuri închise, 7.10. � Strategia simetriei,

7.11. � Poziµii câ³tig toare, 7.12. � Analiz  retrograd , 7.13 � Bibliogra�e).

Trebuie s  remarc m poziµionarea totalmente stranie a bibliogra�ei. Mai mult, aceasta

conµine doar cinci titluri, coordonatele acestora �ind foarte vagi, f r  a se menµiona editura ³i anul

apariµiei.

Lucrarea de faµ , având o prefaµ  semnat  de Mihail B lun  ³i întinzându-se pe 58 de

pagini este un instrument util pe care-l recomand m cu c ldur .

Radu Miculescu

PO�TA REDAC�IEI

Adrian Corduneanu ³i Gheorghe Costovici � Catedra de Matematic , Universitatea

Tehnic  Gh. Asachi din Ia³i. Am primit la Redacµie articolul dumneavoastr  cu titlul ,,Suma unor

serii de puteri�. Îl vom supune atenµiei Colegiului Redacµional.

Alisa Hârjab  � Colegiul Naµional Costache Negri din Târgu Ocna ³i Cristina Elena

Huµeanu, Universitatea �tefan cel Mare din Suceava. Nota dumneavoastr  intitulat  ,,Metode de

demonstraµie a unor tipuri speciale de inegalit µi� se a�  în atenµia Colegiului Redacµional care va

decide asupra oportunit µii public rii ei.

Constantin Ababei � �coala Mihai Eminescu din Roman. Materialul cu titlul ,,Unitatea

matematicii elementare � expediat de dumneavoastr  va � supus atenµiei Colegiului Redacµional

care va decide în ce m sur  este publicabil sau nu.

Ovidiu Pop � Satu Mare. Am primit problema dumneavoastr . Vom discuta în ce m sur 

este publicabil .

Gheorghe Szöllösy � str. Avram Iancu, nr. 28E, Sighetu-Marmaµiei. Cele dou  probleme

expediate de dumneavoastr  vor � supuse atenµiei Colegiului Redacµional.

Jose Luis Diaz-Barrero � Universidad Politechnica de Catalunya, Barcelona, Spain. We

con�rm the reception of the problem you sent to us. It follows to be submitted to the attention of

the Editorial Board.

Dan Radu

163


