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Interviu cu profesorul Dorin P. Popescu,

Pre³edintele S.S.M.R.,

cu ocazia împlinirii vârstei de 60 de ani

Mircea Trifu. Stimate domnule profesor, în urm  cu ceva vreme, mai pre-

cis în 21 martie, aµi împlinit 60 de ani de viaµ . Universitatea din Constanµa v-a

omagiat în mod deosebit, acordându-v  titlul de Doctor Honoris Causa. V  adresez

cu acest prilej, din partea cititorilor revistei ur rile cuvenite. Este pentru dumneav-

oastr  aceast  vârst  un motiv de bilanµ, un fel de ... s  tragem linie ³i s  adun m?

Dorin Popescu. V  mulµumesc pentru urare. Vârsta pe care tocmai am

dep ³it-o este, dac  nu vrem s -i spunem de bilanµ, una de privit înapoi cu oarecare

gravitate, cu mult  înµelegere ³i destul  îng duinµ .

M. T. Cine anume atunci, în anii de început, în ³coal , v-a f cut s  alegeµi

matematica?

D.P. Nu a fost o alegere u³oar , a³ spune dimpotriv . P rinµii mei, amândoi

înv µ tori, mama venind chiar dintr-o familie veche de înv µ tori, mi-ar � dorit o

preg tire mai degrab  umanist . În clasa a V-a îns , cu profesorul de matematic 

Nicolae Zugravu, am reu³it s  obµin premiul I la Olimpiada micilor matematicieni

pe fosta regiune Ploie³ti. Cunoscutul profesor Ioan Grigore mi-a înmânat personal

premiul.

M. T. Profesorul Nicolae Zugravu are în prezent 77 de ani, este pensionar ³i

se plânge de dureri reumatice ...

D.P. L-am invitat s  participe la susµinerea tezei mele de doctorat, în anul

1974. N-a putut veni, cum n-a putut veni nici la Constanµa. Cu vremea nu te

mai încumeµi la drum lung... Mi-a trimis îns  o scrisoare emoµionant . Pe Nicolae

Zugravu l-am avut profesor numai un an de zile. Succesorul lui avea mai puµin 

metod , a³a c  în gimnaziu am fost nevoit s  înv µ mai mult singur.

M. T. De³i aveaµi liceu în localitatea natal , aµi urmat liceul la Buz u...

D.P. În P târlagele era, cum s-ar numi azi, un liceu tehnic, eu aveam probleme

de ,,dosar�, a³a c  m-am ,,refugiat� la Buz u, unde nu prea se ³tia cine sunt. �i

apoi, am fost singurul candidat care, la admitere, am rezolvat integral subiectul de

matematic . A³a c  am fost declarat admis.

M. T. Liceul din Buz u era unul de prestigiu în zon  ...

D.P. La matematic  l-am avut pe cunoscutul profesor Ion. P unel. Nu ne-am

înµeles, avea un stil milit ros care nu se potrivea cu felul meu de a �. Mai degrab 
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m-am apropiat de profesorul de �zic , cu care am câ³tigat premiul I pe regiune

la Olimpiada de �zic . M  îndreptam cu pa³i repezi spre Politehnic , care era la

,,mod � pe vremea aceea. În ultimul moment m-am r zgândit ³i am dat examen de

admitere la Facultatea de Matematic  din Bucure³ti. Era în anul 1964.

M. T. Aµi ajuns pe drumul cel bun, cum s-ar zice...

D.P. Nu înc . La început, teoriile prezentate la facultate mi s-au p rut prea

abstracte ³i f r  motivaµie. M  gândeam s  renunµ ³i s  m  transfer la Politehnic , la

Electronic . A intervenit îns  colegul de camer  ³i prietenul meu, George Georgescu,

în prezent profesor ³i el, la facultatea noastr , care a reu³it s  m  intereseze cu ceva

topologie dup  Bourbaki. Tot el m-a dus la un seminar de teoria categoriilor, susµinut

de tân rul, pe atunci, cercet tor Nicolae Popescu, de la Institutul de Matematic .

Începusem chiar s  am câteva rezultate pe care le-am publicat.

M. T. Dintre profesorii pe care i-aµi avut în facultate, cine v-a in�uenµat în

mod deosebit?

D.P. A³ aminti în primul rând pe profesorul N. Boboc, care preda impecabil

³i cu folos pentru studenµi. Domnia sa ne atenµiona c  important este s  înveµi

matematica ³i abia apoi ce rezultate ai ³i, în special, ce aplicaµii au rezultatele tale.

Eu, aplecat spre teoria categoriilor, am neglijat alte domenii, nereu³ind s  îmi fac o

bun  cultur  matematic . Dup  absolvirea facult µii, în anul 1969, am fost oprit ca

preparator la catedra de algebr , condus  pe atunci de profesorul Gh. Galbur . Am

devenit apoi asistent. În anul 1979 am trecut cercet tor la INCREST. Cea mai mare

parte a rezultatelor mele le-am obµinut dup  p r sirea Universit µii. La INCREST

era lini³te ³i o atmosfer  propice pentru cercetare.

M. T. Între timp aµi susµinut teza de doctorat, aµi primit premiul pentru cerce-

tare oferit de Uniunea Matematicienilor din Balcani, în 1973, ³i premiul Academiei

Române, în 1979. Rezultatele obµinute v-au asigurat, la 33 de ani, un loc important

printre matematicienii români ³i recunoa³tere internaµional . Aµi putut participa la

întâlniri ³tiinµi�ce importante.

D.P. Am bene�ciat timp de 6 luni, în anul 1980, de o burs  NSF, obµinut 

printr-un di�cil concurs, la Institutul de Studii Avansate de la Princeton, S.U.A.,

unde am cunoscut mari matematicieni, printre care ³i peM. Artin. Mai apoi plec rile

în afar , chiar ³i în µ rile din Est, s-au f cut cu tot mai mare di�cultate.

M. T. În compensaµie, în µar  aµi început organizarea ³colilor naµionale de

algebr , pân  acum 15 la num r.

D.P. Am început la Ia³i, în anul 1985, împreun  cu Nicolae Radu ³i Mirela

�tef nescu, sub conducerea ³tiinµi�c  a lui S. B rc nescu. Din 1990, împreun 

cu Mirela �tef nescu ³i Viviana Ene ne-am ,,mutat� la Universitatea Ovidius din

Constanµa. M  ocupam deja de o problem  nou  pentru mine, module maximale

Cohen-Macaulay. Am reu³it s -l am ca partener pe excelentul profesor J. Herzog,

care m-a ajutat s  obµin o burs  Humboldt, de care am bene�ciat abia în 1990, la

43 de ani.

M. T. Începând cu acest an, aµi fost prezent, ca invitat sau folosind burse,

granturi sau contracte, în mari universit µi ³i institute de cercetare prestigioase

din U.S.A., Austria, Canada, Marea Britanie, Germania, Italia, Japonia, Franµa,

Norvegia, Olanda, Spania, Pakistan, Polonia, Ungaria. Aµi reu³it s  v  faceµi cunos-

cute rezultatele. Sunteµi autorul a peste 80 de articole în reviste ³tiinµi�ce de renume
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³i a unor monogra�i unanim apreciate. Ce se ,,ascunde� în spatele acestor rezultate

remarcabile?

D.P. Trebuie s  m rturisesc c  mi-a trebuit ceva timp s  înµeleg ³i s  fac

matematic . Dac  am reu³it aceasta s-a datorat faptului c  nu m-am oprit din

munc , dep ³ind pas cu pas di�cult µile.

M. T. De la Institut v-aµi întors din nou la Universitate...

D.P. Am revenit în anul 1991, când profesorul Nicolae Radu mi-a propus un

post de conferenµiar, având convingerea c  pot � valori�cate cuno³tinµele mele. Din

p cate m-am în³elat. Dup  mine, acestea ar putea intra în componenµa unui curs

eventual opµional. În afar  de aceasta, aici nu exist  bani su�cienµi, ³i, deci, nici o

politic  educaµional  coerent  pentru o solid  preg tire matematic  a tinerilor.

M. T. Aveµi, totu³i, elevi ...

D.P. Dreptul de a conduce doctoranzi l-am primit târziu ³i doar Viviana Ene

³i Marius Vl doiu ³i-au dat, o�cial, doctoratul cu mine. Sunt mândru de ei ³i m 

bucur de rezultatele lor. În prezent am ³ase doctoranzi în µar  ³i doi în str in tate.

M. T. Din anul 2004 sunteµi Pre³edintele Societ µii de �tiinµe Matematice

din România. Care au fost principalele str danii în aceast  funcµie?

D.P. Pentru mine aceast  funcµie este o posibilitate de împlinire a datoriei pe

care o aveam faµ  de comunitatea matematic  româneasc . Încerc, în timpul man-

datului meu, s  refac leg tura, rupt  cu destul  vreme în urm , între înv µ mântul

preuniversitar ³i cel universitar.

M. T. Domnule profesor, cu ce gânduri am putea încheia acest interviu?

D.P. În cei 60 de ani de viaµ  am reu³it s  înv µ matematic , s  fac mate-

matic , s  predau matematic . Am cunoscut o mulµime de oameni interesanµi de la

care am înv µat multe ³i c rora le datorez multe. Am fost foarte norocos c  i-am

întâlnit.

Interviu realizat de Mircea Trifu

Metoda funcµiilor generatoare (I)

de Liviu I. Nicolaescu

Abstract

We survey, from a modern point of view, but relying only on high-school mathe-

matics, some classical applications of the very versatile method of generating func-

tions.

Key words: generating functions, �nite di�erence equations, recurrence rela-

tions, Stirling, Catalan and Bernoulli numbers, Lagrange inversion formula, trans-

lation invariant di�erential operators, Bernoulli and Laguerre polynomials, Euler-

MacLaurin formula

M.S.C.: 05A15, 11B73, 13F25, 13J05, 30B10

1. Introducere

În rândurile care urmeaz  dorim s  prezent m cititorului o tehnic  remarcabil

de e�cace în abordarea multor probleme din combinatoric . Metoda este veche de

câteva sute de ani ³i a fost folosit  de clasici ai matematicii ca Newton, Bernoulli,

Euler, Gauss ³i Riemann pentru a demonstra rezultate surprinz toare.
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Probabil c  prima manifestare a acestei metode este formula binomului lui

Newton, care spune c  num rul (
n

k

)
:=

n!
k!(n− k)!

este coe�cientul lui tk în polinomul (1 + t)n, adic 

(1 + t)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
tk.

În limbaj modern, putem spune c  funcµia (1 + t)n este funcµia generatoare a

numerelor: (
n

0

)
,

(
n

1

)
, . . . ,

(
n

n

)
.

Din acest motiv, aceste numere se mai numesc ³i coe�cienµi binomiali. Faptul c 

funcµia generatoare (1 + t)n are o form  a³a de simpl , conduce la o multitudine de

consecinµe pentru coe�cienµii binomiali.

Metoda funcµiilor generatoare are la baz  o idee foarte simpl . Unui ³ir de

numere reale a0, a1, . . . , îi asociem o expresie de forma:

a(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · · ,

pe care o numim funcµia sau seria generatoare a acestui ³ir. Putem gândi o astfel

de serie ca un polinom de grad in�nit. O astfel de expresie se nume³te serie formal 

de puteri pentru c  nu ne intereseaz  convergenµa ei.

De foarte multe ori aceste serii au forme foarte simple care ne permit s  tragem

concluzii despre ³irul original {an}n≥0, mai greu de obµinut pe alte c i.

În prima parte a lucr rii discut m seriile formale ³i operaµiile pe care le putem

efectua cu ele. Ilustr m aceste idei pe multe situaµii concrete care apar în probleme

de combinatoric  ³i algebr .

În cea de a doua parte a lucr rii discut m ³iruri de polinoame de o singur 

variabil . Aceast  parte a lucr rii este puµin mai di�cil . De³i rezultatele sunt vechi

de câteva sute de ani, le abord m dintr-un punct de vedere foarte modern, iniµiat

acum dou -trei decenii. Nivelul de abstractizare este ceva mai ridicat ³i probabil c 

cititorul va trebui s  se adapteze la un mod de gândire radical diferit de cel întâlnit

în matematica de liceu, de³i nivelul de cuno³tinµe nu dep ³e³te matematica de liceu.

De aceea încuraj m foarte mult cititorul s  rezolve exerciµiile pe care le-am

pres rat de-a lungul prezent rii. Sunt probleme clasice, interesante în sine, dar

care vor ajuta ³i la asimilarea acestui nou punct de vedere. Aceste probleme sunt

comparabile ca nivel de di�cultate cu unele probleme de olimpiad , faza naµional 

sau internaµional .

Pentru mai multe informaµii privind acest subiect recomand m [1, 2, 4, 5] care

ne-au servit ca ghid în organizarea acestei lucr ri.
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1. Serii formale ³i serii convergente de puteri

De�niµia 1.1. O serie formal  de puteri cu coe�cienµi reali este o expresie

de forma:

a(t) =
∑
n≥0

ant
n = a0 + a1t+ a2t

2 + · · · .

Mai sus, t este o variabil  formal . Mulµimea seriilor formale de puteri se noteaz 

cu R[[t]]. �
S  observ m c  exist  ni³te operaµii naturale pe aceast  mulµime. Putem

aduna dou  serii

(a0 + a1t+ a2t
2 + · · · ) + (b0 + b1t+ b2t

2 + · · · ) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · · ,

unde

cn = an + bn, ∀n ≥ 0.

Putem, de asemenea, înmulµi dou  serii formale ca ³i cum am înmulµi dou 

polinoame

(a0 + a1t+ a2t
2 + · · · )× (b0 + b1t+ b2t

2 + · · · ) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · · ,

unde

c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0, c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0,

³i, în general

cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =
n∑

k=0

akbn−k, ∀ n ≥ 0.

Aceste operaµii sunt comutative, asociative, distributive etc. În limbaj mo-

dern, spunem c  R[[t]] este un inel comutativ cu unitate.

Pentru a opera cu seriile formale de puteri este convenabil s  introducem

notiunea de jet.

De�niµia 1.2. Pentru orice întreg nenegativ k ³i pentru orice serie formal 

a(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · · ∈ R[[t]],

de�nim k-jetul lui a ca �ind polinomul de grad cel mult k,

Jka(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k. �

Jeturile unei serii sunt importante datorit  urm torului fapt elementar.

Teorema 1.3. [Principiul separ rii formale]. Fie u, v ∈ R[[t]]. Urm -

toarele a�rmaµii sunt echivalente.

(a) u = v.
(b) Jku = Jkv, ∀ k ≥ 0. �
Remarca 1.4. Credem c  ar trebui s  explic m cititorului motivul pentru

care rezultatul de mai sus se nume³te principiul separ rii. Motivul este simplu.
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Rezultatul de mai sus spune c  putem distinge (sau separa) dou  serii u, v uitându-

ne la jeturile lor. Mai precis, putem decide dac  u 	= v într-un num r �nit de pa³i,

în sensul c  trebuie s  existe un întreg pozitiv, astfel încât Jku 	= Jkv.
Teorema de mai sus este un caz foarte special al unui rezultat fundamental în

algebr , numit teorema de intersecµie a lui Krull. �
Propoziµia 1.5. S  presupunem c  u(t) = u0 + u1t+ · · · ∈ R[[t]] este o serie

formal  de puteri cu proprietatea c  u0 	= 0, adic  J0(u(t)) 	= 0. Atunci exist  o

unic  serie formal  v(t) ∈ R[[t]] cu proprietatea c 

u(t)v(t) = 1. (1.1)

Vom nota v(t) :=
1
u(t)

³i vom spune c  v este inversa multiplicativ  a seriei

u(t).
Demonstraµie. O serie v(t) = v0 + v1t + v2t

2 + · · · satisface (1.1) dac  ³i

numai dac  satisface urm torul ³ir de egalit µi:

u0v0 = 1, u0vn + u1vn−1 + · · ·+ unv0 = 0, ∀n ≥ 1.

Prin urmare, coe�cienµii vn satisfac relaµia de recurenµ 

v0 =
1
u0
, vn = − 1

u0

(
u1vn−1 + · · ·+ unv0

)
. (1.2)

A³adar seria v(t), ai c rei coe�cienµi sunt de�niµi în mod unic de (1.2), satis-

face ecuaµia (1.1). �
Remarca 1.6. Rezultatul de mai sus se poate reformula în limbaj modern

spunând c  elementele u(t) ∈ R[[t]] cu proprietatea c  J0(u(t)) 	= 0 sunt elemente

inversabile ale inelului R[[t]]. Este u³or de v zut c  acestea sunt toate elementele

inversabile ale acestui inel. �
De�niµia 1.7. O serie de puteri

a(t) =
∑
n≥0

ant
n

se nume³te convergent  dac  exist  un num r real pozitiv r astfel încât, pentru orice

num r t ∈ (−r, r), ³irul de numere reale

σna(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n,

este convergent. Vom nota cu σ∞a(t) limita ³irlui σna(t) ³i o vom numi suma

seriei. De asemenea, vom nota cu R{t} submulµimea lui R[[t]] constând din serii

convergente. �
Exerciµiul 1.8. (a) Seria geometric 

g(t) := 1 + t+ t2 + · · ·

este convergent  pentru orice |t| < 1, iar suma ei este
1

1− t
.
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(b) Seria

e(t) := 1 +
1
1!
t+

1
2!
t2 + · · ·

este convergent  pentru orice num r real t, iar suma ei este et. �
Are loc urm torul rezultat a c rui demonstraµie o l s m cititorului ca un

exerciµiu.

Teorema 1.9. (a) Suma ³i produsul a dou  serii convergente este o serie

convergent .

(b) O serie de puteri

a(t) =
∑
n≥0

ant
n

este convergent  dac  ³i numai dac  exist  un num r real pozitiv c astfel încât

|an+1| ≤ c|an|, ∀n ≥ 0.

(c) Dac  seria a(t) este convergent  pentru t ∈ (−r, r), atunci suma ei este

o funcµie in�nit diferenµiabil  f : (−r, r) → R, iar coe�cienµii an sunt descri³i de

formula MacLaurin

an :=
1
n!

dn

dtn

∣∣∣
t=0

f(t). �
Partea (a) a teoremei de mai sus se poate reformula spunând c  submulµimea

R{t} este un subinel al lui R[[t]]. De multe ori, când avem de a face cu o serie

convergent  a(t) a c rei sum  este o funcµie f(t), în loc s  folosim notaµia mai

precis 

σ∞a(t) = f(t),

vom folosi notaµia mai simpl 

a(t) = f(t).

Astfel, în loc s  scriem

σ∞(1 + t+ t2 + · · · ) = 1
1− t

,

vom scrie

1 + t+ t2 + · · · = 1
1− t

.

Exerciµiul 1.10. Fie α un num r real. Folosind Teorema 1.9., ar taµi c 

seriile

pα(t) = 1 +
α

1!
t+

α(α − 1)
2!

t2 +
α(α − 1)(α− 2)

3!
t3 + · · ·

³i

L(t) =
∑
n≥1

tn

n

sunt convergente, iar sumele lor sunt

pα = (1 + t)α, L(t) = log(1 + t),
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unde log este logaritmul natural. �
Pe mulµimea R[[t]] putem de�ni operaµia de derivare formal  D : R[[t]]→ R[[t]],

dat  de

D(a0 + a1t+ a2t
2 + · · · ) = a1 + 2a2t+ 3a3t

2 + · · · .

Propoziµia 1.11. Operaµia de derivare formal  este liniar , adic 

D(λa+ µb) = λDa+ µDb, ∀ a, b ∈ R[[t]], ³i ∀λ, µ ∈ R,

³i satisface regula lui Leibniz, anume:

D(a · b) = (Da)b + a(Db), ∀ a, b ∈ R[[t]]. �

Exerciµiul 1.12. Demonstraµi propoziµia de mai sus folosind principiul sepa-

r rii formale. �
Are loc urm torul rezultat.

Teorema 1.13. Dac  seria formal  a(t) ∈ R[[t]] este convergent  ³i are suma

s(t), atunci ³i seria formal  Da(t) este convergent , iar suma ei este
ds

dt
. �

Demonstraµia necesit  unele noµiuni mai avansate de analiz  ³i de aceea nu

o prezent m. Cititorul curios poate consulta orice tratat de analiz  real , ca de

exemplu [3, Capitolul XII].

Exerciµiul 1.14. Seria a(t) = 1+ t+ t2+ · · · converge la 1
1− t

. Prin urmare

derivata formal 

Da(t) = 1 + 2t+ 3t2 + · · ·
este convergent , iar suma ei este

d

dt

1
1− t

=
1

(1− t)2
.

Mai general, seria formal  Dka(t) este convergent , iar suma ei este
k!

(1− t)k+1
. Aceast  ultim  egalitate se poate rescrie sub forma

k!t0 + 2 · 3 · · ·kt+ · · ·+ (n+ 1) · · · (n+ k − 1)tn + · · · = k!
(1 − t)k+1

.

Împ rµind prin k!, deducem

1
(1− t)k+1

= 1 +
(
k + 1
k

)
t+ · · ·+

(
n+ k

k

)
tn + · · · . (1.3)

Formula de mai sus se poate obµine ³i din Exerciµiul 1.10, alegând α = −(k+1).
S  observ m acum c 

1
(1− t)k+1

=
(∑

m≥0

tm
)k+1

=
k∏

j=0

( ∑
mj≥0

tmj

)
.
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Coe�cientul lui tn din produsul de mai sus este egal cu coe�cientul lui tn al

seriei din partea stâng  a egalit µii (1.3). Acest coe�cient este

(
n+ k

k

)
.

Pe de alt  parte, coe�cientul tn din produsul de mai sus are o interpretare

combinatoric . El este egal cu num rul de monoame de forma

tm0 · tm1 · · · tmk ,

cu proprietatea c m0+· · ·+mk = n. Putem reformula acest lucru mult mai intuitiv.

Avem (k + 1) cutii etichetate cu numerele 0, 1, . . . , k. Dorim s  a� m în câte

moduri putem distribui n bile identice în aceste (k+1) cutii distincte. O distribuµie

este dat  de colecµia ordonat  de numere (m0,m1, . . . ,mk), undemj este num rul de

bile din cutia j. Ajungem astfel la un rezultat combinatoric binecunoscut: num rul

de distribuµii de n bile identice în (k + 1) cutii diferite este egal cu

(
n+ k

k

)
. �

2. Funcµii generatoare

Putem în �ne introduce personajul principal al acestei lucr ri.

De�niµia 2.1. Funcµia generatoare a unui ³ir {an}n≥0 este seria formal 

Fg(an; t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · · .

Funcµia generatoare de tip exponenµial a unui ³ir {an}n≥0, este funcµia generatoare

a ³irului
{an

n!

}
n≥0

. Vom nota funcµia generatoare de tip exponenµial prin Fgexp,

astfel c 

Fgexp(an; t) = Fg
(an

n!
; t
)
. �

Exerciµiul 2.2. (a) Dac  an = 1, pentru orice n ≥ 0, atunci

Fg(an; t) = 1 + t+ t2 + · · · = 1
1− t

³i Fgexp(an; t) = et.

Mai general, pentru orice num r real r, avem egalit µile:

Fg(rn; t) = 1 + rt+ r2t2 + · · · = 1
1− rt

³i Fgexp(r
n; t) = ert.

(b) Pentru orice ³iruri (an)n≥0, (bn)n≥0, ³i pentru orice num r real c, au loc

egalit µile

Fg(an + bn; t) = Fg(an; t) + Fg(bn; t), Fg(can; t) = cFg(an; t).

�
Exerciµiul 2.3. Ar taµi c 

∑
n≥0

cn
tn

n!
=
(∑

j≥0

aj
tj

j!

)
·
(∑

k≥0

bk
tk

k!

)
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dac  ³i numai dac 

cn =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k. �

Exerciµiul 2.4. S  consider m un ³ir {an}n≥0 a c rui funcµie generatoare

este

a(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · · .

Atunci funcµia generatoare a ³irului de sume parµiale

sn = a0 + a1 + · · ·+ an

este

s(t) =
1

1− t
a(t). �

Observaµiile foarte simple de mai sus ne permit deja s  tragem ni³te concluzii

remarcabile.

Exerciµiul 2.5 [Numerele lui Fibonacci]. S  consider m ³irul lui Fibonacci

de�nit de condiµiile iniµiale F0 = F1 = 1 ³i de relaµia de recurenµ 

Fn+2 = Fn+1 + Fn, ∀n ≥ 0. (2.1)

S  not m cu F (t) funcµia generatoare a ³irului lui Fibonacci. Dac  înmulµim

(2.1) cu tn+2 obµinem:

Fn+2t
n+2 = t(Fn+1t

n+1) + t2(Fnt
n).

S  sum m egalitatea de mai sus dup  n = 0, 1, 2, . . . . Obµinem

F2t
2 + F3t

3 + F4t
4 · · · = t(F1t+ F2t

2 + F3t
3 · · · ) + t2(F0 + F1t+ F2t

2 + · · · ).

Egalitatea de mai sus se poate rescrie astfel

F (t)− (F0 + F1t) = t(F (t)− F0) + t2F (t),

ceea ce este echivalent cu F (t) − (1 + t) = (t + t2)F (t) − t, adic  echivalent cu

F (t)(1− t− t2) = 1.
Deducem din cele de mai sus urm toarea egalitatea surprinz toare:

F (t) =
1

1− t− t2
.

Recunoa³tem la numitor ecuaµia caracteristic  a recurenµei lui Fibonacci.

Putem descompune funcµia raµional  de mai sus în fracµii simple. Not m cu

r1, r2 r d cinile ecuaµiei caracteristice

r2 − r − 1 = 0.

Are loc egalitatea

1− t− t2 = (1− r1t)(1− r2t).
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Dorim s  determin m A ³i B astfel încât

1
1− t− t2

=
1

(1− r1t)(1− r2t)
=

A

1− r1t
+

B

1− r2t
=
A(1 − r2t) +B(t− r1t)

1− t− t2
,

pentru orice t, deci obµinem {
A+B = 1

r2A+ r1B = 0.

Determinantul acestui sistem este r1 − r2, de unde rezult  c 

A =
r1

r1 − r2
, B =

r2
r2 − r1

.

Prin urmare

F (t) =
r1

r1 − r2

1
1− r1t

+
r2

r2 − r1

1
1− r2t

=
r1

r1 − r2

(∑
n≥0

rn
1 t

n
)
+

r2
r2 − r1

(∑
n≥0

rn
2 t

n
)
.

Rezult  de aici binecunoscuta formul 

Fn =
rn+1
1

r1 − r2
+

rn+1
2

r2 − r1
. �

Exerciµiul 2.6. [Relaµiile lui Newton]. Polinoamele simetrice elementare

în n variabile r1, . . . , rk sunt date de relaµiile:

c0 = 1, c1(r1, . . . , rn) = r1 + · · ·+ rn, ck(r1, . . . , rn) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

ri1 · · · rik
.

Este binecunoscut faptul c  aceste expresii satisfac relaµiile lui Viète

C(t) = (1 − r1t)(1 − r2t) · · · (1 − rnt) = c0 − c1t+ c2t
2 + · · ·+ (−1)ncntn.

A³a numita teorem  fundamental  a polinoamelor simetrice spune c  orice

polinom simetric S în variabilele r1, . . . , rn se poate exprima ca un polinom în vari-

abilele c1, . . . , cn:
S(r1, . . . , rn) = S̄(c1, . . . , cn).

Mai mult, dac  S are coe�cienµii întregi, atunci ³i S̄ are coe�cienµii întregi.

De exemplu,

r21 + r22 + · · ·+ r2n = c21 − 2c2. (2.2)

Acum câteva sute de ani Isaac Newton a descris un procedeu foarte elegant

de a exprima polinoamele simetrice

pk(r1, . . . , rn) = rk
1 + rk

2 + · · ·+ rk
n, k ≥ 0,

ca polinoame în variabilele ci. Astfel, egalitatea (2.2) se poate rescrie ca

p2 = c21 − 2c2.

93



Chiar ³i cazul urm tor, al polinomului p3, pare a � destul de complicat.

Newton a avut inspiraµia s  descrie polinoamele pr nu pe rând, unul câte unul,

ci toate deodat , folosind funcµia lor generatoare,

P (t) = p0 + p1t+ p2t
2 + · · · ,

c reia i-a g sit o descriere foarte simpl . Iat  argumentul lui Newton.

S  observ m, în primul rând, c 

P (t) = n+ (r1 + · · ·+ rn)t+ (r21 + · · ·+ r22)t
2 + · · · =

= (1 + r1t+ r21t
2 + · · · ) + · · ·+ (1 + rnt+ r2nt

2) =
1

1− r1t
+ · · ·+ 1

1− rnt
.

Prin urmare,

P (t)− n =
n∑

k=1

( 1
1− rkt

− 1
)
=

n∑
k=1

r1t

1− r1t
.

Derivând polinomul C(t), obµinem

d

dt
C(t) =

d

dt

n∏
k=1

(1 − rkt) =

= −r1(1−r2t) · · · (1−rnt)−r2(1−r1t)(1−r3t) · · · (1−rnt)−· · ·−rn(1−r1t) · · · (1−rn−1t),

de unde deducem

C′(t)
C(t)

= −
n∑

k=1

r1
1− r1t

, deci t
C′(t)
C(t)

= P (t)− n.

Acum putem rescrie ultima egalitate sub forma

−tC′(t) = C(t)(P (t) − n).

Dac  ne reamintim c 

C(t) = 1− c1t+ c2t
2 − · · · , tC′(t) = −c1t+ 2c2t2 − 3c3t3 + · · · ,

³i

P (t)− n = p1t+ p2t
2 + · · · ,

deducem c 

c1t− 2c2t2 + 3c3t3 − · · · = (1− c1t+ c2t
2 − · · · )(p1t+ p2t

2 + · · · ).

Relaµiile lui Newton se obµin identi�când coe�cienµii lui tk în cele dou  p rµi

ale egalit µii de mai sus. Avem astfel:

p1 = c1, p2 − p1c1 = −2c2, p3 − p2c1 + p1c2 = 3c3,
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pk − pk−1c1 + · · ·+ (−1)k−1p1ck−1 = (−1)k+1kck, ∀ k ≤ n (2.3a)

pk − pk−1c1 + · · ·+ (−1)npk−ncn = 0, ∀ k > n. (2.3b)

De exemplu, avem

p3 = p2c1 − p1c2 + 3c3 = c1(c21 − 2c2)− c1c2 + 3c3 = c31 − 3c1c2 + 3c3. �
Exerciµiul 2.7. Descrieµi p4 ca un polinom în variabilele c1, c2, c3, c4. �
Exerciµiul 2.8. S  presupunem c  sunt date n mulµimi �nite A1, . . . , An.

Not m

In := {1, 2, . . . , n}, A := ∪i∈InAi.

Pentru orice submulµime S ⊆ {1, 2, . . . , n}, not m cu r(S) cardinalul mulµimii

DS =
{
a ∈ A | a ∈ As, pentru orice s ∈ S, ³i a 	∈ Ak, pentru orice k /∈ S

}
,

iar cu R(S) cardinalul mulµimii

AS :=
⋂
j∈S

Aj .

(a) Folosind principiul includerii-excluderii, demonstraµi c 

r(S) =
∑
T⊇S

(−1)|T |−|S|R(T ).

(b) Demonstraµi c ∑
S⊂In

r(S)x|S| =
∑

T⊂In

R(T )(x− 1)|T |, pentru orice x ∈ R.

m

m

Figura 1. Regiuni interzise pe o tabl  de ³ah de tip n × n

Exerciµiul 2.9. S  consider m o tabl  de ³ah de tip n×n. Numim distribuµie

neagresiv  de turnuri pe aceast  tabl  o distribuµie de n turnuri încât nu exist  dou 

turnuri pe aceea³i linie sau coloan . De�nim o regiune a tablei de ³ah ca �ind o

submulµime a mulµimii tuturor celor n2 p trate (vezi �g. 1). Pentru o regiune A a

tablei de ³ah ³i orice întreg k ≥ 0, introducem urm toarele notaµii:

• rk(A) := num rul de distribuµii neagresive cu proprietatea c  exact k turnuri
se g sesc în regiunea A.
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• Rk(A) := num rul de distribuµii neagresive cu proprietatea c  cel puµin k
turnuri se g sesc în regiunea A.

• rA(x) =
∑
k≥0

rk(A)xk, RA(x) =
∑
k≥0

Rk(A)xk. Observaµi c  rA(0) este

num rul de distribuµii neagresive cu proprietatea c  nici unul din turnuri nu se a� 

în regiunea ,,interzis � A. Polinomul rA(x) se nume³te polinomul turnurilor asociat

regiunii A.
(a) Ar taµi c  pentru orice regiune A a tablei de ³ah are loc egalitatea

rA(x) = RA(x− 1), ∀ k ≥ 0.

(b) Calculaµi rA(x) când A este �e mulµimea vid , �e una din regiunile colorate

cu gri în �gura 1. �
3. Ecuaµii cu diferenµe

S  consider m un ³ir de numere reale {an}n≥0. S  not m cu a(t) := Fg(an; t)
funcµia generatoare a acestui ³ir. Putem considera ³irul diferenµelor dat de

(∆a)n = an+1 − an, n = 0, 1, 2, . . . .

Putem s  ne gândim la ³irul
{
(∆a)n

}
ca �ind derivata ³irului {an}. Dorim s 

exprim m funcµia generatoare a diferenµelor �nite cu ajutorul funcµiei generatoare

a ³irului iniµial. S  not m cu ∆a(t) seria generatoare a ³irului de diferenµe �nite.

S  observ m c 

(1−t)a(t) = (1−t)(a0+a1t+a2t
2+· · · ) = a0+(a1−a0)t+(a2−a1)t2+· · · = a0+t∆a(t).

Deducem c 

∆a(t) =
1− t

t
a(t)− 1

t
a0 = q(t)a(t)− 1

t
a0, (3.1)

unde q(t) este funcµia raµional 
1− t

t
.

Putem de�ni inductiv ,,derivatele de ordin superior�:

(∆k+1a)n :=
(
∆(∆ka)

)
n
.

De exemplu,

(∆2a)n = (∆a)n+1 − (∆a)n = (an+2 − an+1)− (an+1 − an) = an+2 − 2an+1 + an.

Not m cu ∆ka(t) funcµia generatoare a ³irului ∆ka. Aplicând (3.1) iterativ

deducem:

∆ka(t) = q∆k−1a(t)− 1
t
(∆k−1a)0 =

= q2∆k−2a(t)− 1
t

{
q(∆k−2a)0 + (∆k−1a)0

}
=

· · · = qka+
1
t

{
qk−1a0 + qk−2(∆a)0 + · · ·+ (∆k−1a)0

}
.
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Are loc deci identitatea

∆ka(t) = qka(t)− 1
t

k−1∑
j=0

qk−1−j(∆ja)0, unde q :=
1− t

t
. (3.2)

Propoziµia 3.1.

(∆ka)n =
k∑

j=0

(
n

n− j

)
an+j , ∀n, k ≥ 0. (3.3)

Demonstraµie. Din identitatea (3.2) deducem

tk∆ka(t) = (1− t)ka(t)︸ ︷︷ ︸
I

−
k−1∑
j=0

(1− t)k−1−jtj(∆ja)0︸ ︷︷ ︸
II

.

Termenul (∆ka)n este coe�cientul lui tk+n în seria tk∆ka(t). Observând c  II

este un polinom de grad mai mic decât k, deducem c  (∆ka)n trebuie s  �e egal cu

coe�cientul lui tk+n în I. Folosind binomul lui Newton, deducem c  acest coe�cient

este egal cu expresia din partea dreapt  a egalit µii (3.3). �
De�niµia 3.2. Spunem c  un ³ir {an}n≥0 satisface o ecuaµie cu diferenµe

omogene de ordin k dac  exist  ni³te constante reale c0, c1, . . . , ck, ck 	= 0, astfel
încât

ck(∆ka)n + ck−1(∆k−1a)n + · · ·+ c1(∆a)n + c0an = 0, ∀n ≥ 0. (3.4)

�
Dac  ³irul {an}n≥0, cu funcµia generatoare a(t), satisface ecuaµia (3.4), atunci

rezult , din (3.2), c  seria a(t) satisface ecuaµia

0 =
k∑

�=0

c�

(
q�a(t)− 1

t

�−1∑
j=0

q�−1−j(∆ja)0
)
, unde q =

1− t

t
.

Înmulµim ambele p rµi ale egalit µii de mai sus cu tk ³i deducem

0 =
k∑

�=0

c�

(
tk−�(1 − t)�a(t)− tk−�

�−1∑
j=0

tj(1− t)�−1−j(∆ja)0
)
.

Prin urmare( k∑
�=0

c�t
k−�(1− t)�

)
a(t) =

k∑
�=1

c�t
k−�

�−1∑
j=0

tj(1− t)�−1−j(∆ja)0.

S  observ m c  termenul din partea dreapt  a egalit µii de mai sus este un

polinom r(t) de grad mai mic decât k ai c rui coe�cienµi sunt complet ³i unic deter-

minaµi de ,,derivatele iniµiale�

a0, (∆a)0, . . . , (∆k−1a)0.
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Ajungem la urm toarea concluzie.

Corolarul 3.3. Dac  ³irul {an}n≥0 satisface ecuaµia cu diferenµe (3.4), atunci

funcµia lui generatoare a(t) este o funcµie raµional  de forma

a(t) =
r(t)

ck(1 − t)k + ck−1t(1− t)k−1 + · · ·+ c0tk
,

unde gradul num r torului r(t) este mai mic decât gradul numitorului. �
Exerciµiul 3.4. (a) Ar taµi c  pentru orice polinom de grad k

u(t) = ukt
k + uk−1t

k−1 + · · ·u0, uk 	= 0,

exist  constantele c0, . . . , ck, unic determinate de egalitatea

ukt
k + uk−1t

k−1 + · · ·u0 = ck(1− t)k + ck−1t(1− t)k−1 + · · ·+ c0t
k.

(b) Ar taµi c  un ³ir de numere reale {an} satisface o relaµie de recurenµ  de

forma

ukan+k + uk−1an+k−1 + · · ·+ u0an = 0, ∀n ≥ 0, (3.5)

dac  ³i numai dac  satisface o ecuaµie cu diferenµe de forma (3.4). Deduceµi c  un

³ir {an} satisface o relaµie de recurenµ  de forma (3.5) dac  ³i numai dac  funcµia

lui generatoare are forma

a(t) =
r(t)

uktk + uk−1tk−1 + · · ·u0
,

unde gradul lui r este mai mic decât k. �
Exerciµiul 3.5. Ar taµi c  urm toarele a�rmaµii sunt echivalente.

(a) �irul {an} satisface ecuaµia cu diferenµe

(∆k+1a)n = 0, ∀n ≥ 0.

(b) Exist  constantele c0, c1, . . . , ck, astfel încât

an =
k∑

j=0

cj

(
n

j

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
cn−k, pentru orice n ≥ 0.

(c) Exist  constantele d0, d1 . . . , dk, astfel încât

an =
k∑

j=0

djn
j , ∀n ≥ 0. �

Exerciµiul 3.6. S  consider m ³irul {an}n≥0 care satisface relaµia de re-

curenµ 

an+2 = 5an+1 − 6an , ∀n ≥ 0.

Ar taµi c  el satisface ecuaµia cu diferenµe

(∆2a)n − 3(∆a)n + 2an = 0, ∀n ≥ 0. �
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Exerciµiul 3.7. Pentru orice întregi 0 < k ≤ n, not m cu fn,k num rul de

submulµimi de cardinal k ale mulµimii {1, . . . , n}, cu proprietatea c  nu conµin nici

o pereche de numere consecutive. Ar taµi c 

fn,k =
(
n− k + 1

k

)
³i c 

n∑
k=0

fn,k = Fn+2,

unde {Fn} este ³irul lui Fibonacci. �

4. Formula de inversiune a lui Lagrange

Pentru a formula rezultatul principal al acestei secµiuni trebuie s  facem câteva

observaµii preliminare.

De�nim o serie Laurent formal  ca �ind o expresie de forma

akt
−k + a−k+1t

−k+1 + a−1t
−1 + a0 + a1t+ a2t

2 + · · · .

O serie Laurent formal  este cu alte cuvinte suma dintre o serie formal  de

puteri ³i un polinom în t−1. Not m cu R[[t, t−1] mulµimea seriilor Laurent formale.

S  observ m c  putem aduna ³i înmulµi dou  serii formale ca ³i cum ar � poli-

noame, iar mulµimea R[[t, t−1] devine inel comutativ cu unitatea când este înzestrat 

cu operaµiile de adunare ³i înmulµire.

Operatorul de derivare formal  D se extinde în mod evident ³i la seriile Lau-

rent. Propoziµia 1.11 se extinde ³i la cazul seriilor Laurent. În particular, D satisface

regula lui Leibniz ³i pentru produsul a dou  serii Laurent.

Dac  a(t) este o serie Laurent formal , iar k este un întreg, vom nota cu [tk]a
coe�cientul lui tk în dezvoltarea lui a. Coe�cientul lui t−1 în a(t) se nume³te reziduul

seriei Laurent a ³i îl vom nota cu Resa.
Propoziµia 4.1. Dac  a(t) = a0+a1t+a2t

2+ · · · ∈ R[[t]] este o serie formal 

de puteri, atunci

an = [tn]a(t) =
1
n!
[t0](Dna), ∀n ≥ 0. �

De�niµia 4.2. Spunem c  o serie Laurent u este O(k), unde k este un întreg,

³i scriem u = O(k), dac  ea are forma

u(t) = tka(t), a(t) ∈ R[[t]]. �
Cu alte cuvinte,

u(t) = O(k) dac  ³i numai dac  u(t) = ukt
k + uk+1t

k+1 + · · · .

De exemplu, faptul c  o serie Laurent a este o serie formal  de puteri, adic 

nu apar puteri negative ale lui t, se poate scrie a = O(0).
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Putem reformula principiul separ rii formale, folosind notaµia O, astfel:
Teorema 4.3. [Principiul separ rii formale în notaµia O]. Fie

u, v ∈ R[[t]]. Atunci

u = v dac  ³i numai dac  u(t)− v(t) = O(k), ∀ k ≥ 0. �
S  observ m c  dac 

v(t) = v1t+ v2t
2 + · · · = O(1),

iar u(t) = u0 + u1t+ u2t
2 + · · · = O(0) este o serie formal  oarecare, atunci putem

de�ni compunerea lor astfel:

u ◦ v(t) := u0 + u1(v1t+ v2t
2 + · · · ) + u2(v1t+ v2t

2 + · · · )2 + · · · =

= u0 + (u1v1)t+ (u1v2 + u1v
2
1 + u2v

2
1)t

2 + · · · .
Coe�cientul lui tk în u◦v este descris de un polinom universal în variabilele u1, . . . , uk,

v1, . . . , vk.

Teorema 4.4. [Derivarea compunerii]. Fie u ∈ R[[t]] ³i v ∈ R[[t]], astfel
încât v = O(1). Atunci

D(u ◦ v) =
(
(Du) ◦ v

)
· (Dv). (4.1)

�
Exerciµiul 4.5. S  presupunem c  u, v ∈ R[[t]], iar v = O(1).
(a) Ar taµi c , pentru orice întreg pozitiv k, are loc egalitatea

Jk(u ◦ v)− (Jku) ◦ v = O(k + 1), (4.2)

unde reamintim c  Jk este notaµia pentru k-jet.
(b) Demonstraµi egalitatea (4.1), folosind (4.2) ³i principiul separ rii formale.�
Exemplul 4.6. [Puterile întregi ale unei serii Laurent]. S  presunem

c  v(t) = O(1). Atunci, pentru orice întreg k > 0, putem de�ni seria (1 + v)[−k] ca

�ind compunerea

(1 + v)[−k] := u ◦ v(t), unde u(t) = (1 + t)−k =
∑
n≥0

(−1)n
(
n+ k − 1
k − 1

)
tn.

L s m cititorului s  veri�ce, folosind principiul separ rii formale, c , pentru

orice întreg pozitiv k, are loc egalitatea

(1 + v)[−k] · (1 + v)k = 1,

adic  faptul c  seria (1+v)[−k] este inversa seriei (1+v)k în inelul R[[t]]. Din aceast 

cauz  vom scrie (1 + v)−k în loc de (1 + v)[−k].

Mai general, dac  c 	= 0, putem de�ni

(c+ v)[−k] := c−k(1 + c−1v)[−k].
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În particular, deducem c  dac  u = u0 + u1t+ u2t
2 + · · · ∈ R[[t]] este o serie

formal  astfel încât J0u = u0 	= 0, atunci putem de�ni u(t)n ca o serie formal ,

pentru orice întreg n. În plus, au loc egalit µile

un · u−n = 1, ; ∀ n ∈ Z.

Dac  mai sus alegem n > 0, ³i apoi deriv m, folosind regula lui Leibniz,

deducem

(Dun)u−n + un(Du−n) = 0,

de unde

un(Du−n) = −nun−1(Du)u−n = −nu−1(Du).

Înmulµind ambele p rµi ale ultimei egalit µi cu u−n, obµinem

Du−n = −nu−n−1(Du).

Am demonstrat astfel urm torul fapt:

Dum = mum−1(Du), (4.3)

pentru orice m ∈ Z \ {0}, unde u ∈ R[[t]], astfel încât J0u 	= 0.
S  observ m c  dac  u(t) este o serie Laurent formal , atunci o putem descrie

ca un produs

u(t) = tk(q0 + q1t+ · · · ),

unde k este un întreg, iar q0 	= 0. Dac  n este un întreg, putem de�ni un prin

egalitatea

un := tnk(q0 + q1t+ · · · )n.

Egalitatea (4.3) se extinde ³i la acest  situaµie mai general . �
De�niµia 4.7. O serie

u = u1t+ u2t
2 + · · · = O(1)

se nume³te inversabil  funcµional (sau, pe scurt, f -inversabil ), dac  exist  o serie

v = v1t+ v2t
2 + · · · = O(1),

astfel încât

u ◦ v(t) = v ◦ u(t) = t.

Vom folosi notaµia

v(t) = u〈−1〉(t),

³i vom spune c  v(t) este inversa funcµional  a seriei u(t). �
Exerciµiul 4.8. [Teorema funcµiilor implicite formale]. Ar taµi c  o

serie u(t) = O(1) este f -inversabil  dac  ³i numai dac  [t]u 	= 0, adic  coe�cientul

lui t în u nu este zero. În acest caz u admite o unic  invers  funcµional . �
Remarca 4.9. S  presupunem c  u(t) este o serie formal  care admite o

invers  funcµional  v. Atunci seria u este convergent  dac  ³i numai dac  seria
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v este convergent . Acest fapt este cunoscut în analiz  sub numele de teorema

funcµiilor real analitice implicite. �
Dorim s  rezolv m urm toarea problem :

Dac  u(t) = u1t+ u2t
2 + · · · este o serie f -inversabil  (adic  u1 	= 0), s  se

descrie coe�cienµii seriei inverse în funcµie de coe�cienµii seriei u(t).
Problema de mai sus se poate rezolva prin metoda coe�cienµilor nedeterminaµi,

dar calculul coe�cienµilor inversei u〈−1〉 devine oribil de complicat. Formula de

inversiune a lui Lagrange descrie în esenµ  un algoritm de calcul al coe�cienµilor

seriei inverse care de multe ori produce rezultate interesante. În demonstraµia acestui

algoritm vom avea nevoie de urm torul fapt elementar, dar fundamental.

Lema 4.10. [Teorema formal  a reziduurilor]. (a) Dac  a(t) este o serie

Laurent, atunci reziduul derivatei Da este zero, adic 

ResDa = 0. �
(b) Dac  seria u ∈ R[[t]] este f -inversabil , atunci are loc egalitatea

Resu−1Du = 1.

Demonstraµie. Partea (a) rezult  din observaµia c  monomul t−1 nu este

derivata nici unei serii Laurent. Pentru a demonstra partea (b), scriem u sub forma

u = u1t+ u2t
2 + · · · = t (u1 + u2t+ · · · )︸ ︷︷ ︸

r

,

unde u1 	= 0, deoarece u este f -inversabil . Atunci

u−1 = t−1r−1 ³i Du = r + tDr, de unde u−1Du = t−1 + r−1Dr.

S  observ m c  r−1Dr ∈ R[[t]] ³i deci Resr−1Dr = 0, de unde

Resu−1Du = Res(t−1 + r−1Dr) = Rest−1 = 1. �
Teorema 4.11. [Formula de inversiune a lui Lagrange]. Fie

u(t) = u1t+ u2t
2 + · · · ∈ R[[t]]

o serie f -inversabil , adic  u1 	= 0. Not m cu s(t) = s1t + s2t
2 + · · · inversa ei

funcµional . Dac  scriem u(t) sub forma

u(t) = t r(t), r(t) = u1 + u2t+ u3t
2 + · · · ,

atunci

nsn = n[tn]s(t) = Resu−n = [tn−1]r(t)−n.

Demonstraµie. S  scriem

s(t) =
∑
m≥1

smt
m.
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Atunci are loc egalitatea

t = s(u(t)) =
∑
m≥1

smu
m.

Derivând, obµinem

1 =
∑
m≥1

msmu
m−1Du.

Înmulµind cu u−n, deducem

u−n =
∑
m≥1

msmu
m−1−nDu.

S  observ m c  dac  m 	= n, atunci

um−1−nDu =
1

m− n
Dum−n,

³i, din teorema formal  a reziduurilor, obµinem

Resum−1−nDu = 0, ∀m 	= n.

Deducem c 

Resu−n = nsnResu−1Du.

Folosind partea (b) a teoremei formale a reziduurilor, g sim c 

nsn = Resu−n = Res(t−nr−n) = [t−1]
(
t−nr(t)−n

)
= [tn−1]r(t)−n. �

Exerciµiul 4.12. S  presupunem c  seria u(t) ∈ R[[t]] este f -inversabil  ³i

s  not m

v := u〈−1〉.

Folosind tehnica de demonstraµie a Teoremei 4.11, ar taµi c 

[tn]vk =
k

n
[tn−k]

( t
u

)n

=
k

n
[t−k]u−n. (4.4)

În particular, dac  u(t) are forma

u(t) =
t

f(t)
, unde f(t) = f0 + f1t+ · · · ∈ R[[t]], astfel încât f0 	= 0,

atunci

[tn]vk =
k

n
[tn−k]f(t)n. (4.5)

�
Exemplul 4.13. Formula de inversiune se poate înµelege cel mai bine dac  o

ilustr m pe un exemplu. S  presupunem c  o serie formal  de puteri s(t) satisface
o ecuaµie de forma

s = t(1 + as)�,
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unde * este un întreg, iar a 	= 0 un num r real. Dac  de�nim

u(t) := t(1 + at)−�,

deducem c 

u(s(t)) = t,

adic  s este inversa funcµional  a seriei u. Putem scrie

s = s1t+ s2t
2 + · · · ,

iar formula de inversiune a lui Lagrange ne spune c 

sn =
1
n
[tn−1](1 + at)n�.

Dac  * > 0, atunci deducem, din formula binomului lui Newton, c 

sn =
1
n

(
n*

n− 1

)
an−1 =

1
n*+ 1

(
n*+ 1
n

)
an−1. (4.6)

Dac  * < 0, atunci, din egalitatea (1.3), deducem

(1 + at)−n|�| =
∑
m≥0

(−1)m
(
m+ n|*| − 1

m

)
amtm,

³i, prin urmare,

sn =
1
n

(
n+ n|*| − 2

n− 1

)
(−a)n−1 =

1
n(|*|+ 1)− 1

(
n(|*|+ 1)− 1

n

)
(−a)n−1. (4.7)

�
Exemplul 4.14. Seria de puteri

u(t) = t− 1
1!
t2 +

1
2!
t3 − 1

3!
t4 + · · · = te−t

este inversabil . Inversa ei este seria formal 

r(t) = r1t+ r2t
2 + · · · ,

unde

rn =
1
n
[tn−1]ent =

nn−1

n!
.

Exemplul acesta este foarte interesant, deoarece seria u(t) apare în combina-

toric  în problema num r rii arborilor, adic  a grafurilor conexe care nu au cicluri.�
Exemplul 4.15. [Numerele lui Catalan]. Pentru orice întreg n ≥ 1,

vom nota cu Cn num rul posibilit µilor de descompunere a unui poligon convex cu

n+ 2 vârfuri etichetate, în n triunghiuri, cu ajutorul a (n− 1) diagonale care nu se

intersecteaz . Astfel de triangul ri se vor numi triangul ri simple. Numerele Cn se

numesc numerele lui Catalan. Figura 2 arat  c  C1 = 1 ³i C2 = 2.
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Figura 2. Triangul ri ale unui poligon

convex cu ajutorul diagonalelor
Figura 3. Triunghiul ∆τ

S  construim funcµia generatoare

C(t) = C1t+ C2t
2 + · · · .

Dorim s  g sim o relaµie de recurenµ  pentru numerele lui Catalan pe care

s  o putem exprima în termeni de funcµii generatoare. Vom nota cardinalul unei

mulµimi A cu |A|.
Fix m n ≥ 2. Num rul Cn+1 este num rul de triangul ri simple ale unui

poligon convex P cu (n+ 3) vârfuri 0, 1, . . . , (n+ 2). Not m cu T mulµimea acestor

triangul ri. Pentru orice triangulare τ ∈ T , latura [0, (n + 2)] a poligonului P
aparµine exact unui singur triunghi al triangularii τ . Not m acest triunghi cu ∆τ ,

iar cu vτ vârful lui ∆τ diferit de 0 ³i (n+ 2) (vezi �gura 3). Este evident c 

vτ ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}.

Pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}, not m

Tk :=
{
τ ∈ T ; vτ = k}.

Are loc egalitatea

|T | =
n+1∑
k=2

|Tk|.

Distingem dou  cazuri.

Cazul 1. k = 1 sau k = n + 1. Fie τ ∈ Tk. În acest caz triunghiul ∆τ are

o singur  latur , care este diagonal  a lui P . Aceast  diagonal  împarte P în dou 

p rµi: triunghiul ∆τ ³i un poligon cu (n+ 2) vârfuri. Deducem c , în acest caz,

|Tk| = Cn.

Cazul 2. 2 ≤ k ≤ n. În acest caz, diagonalele [0, k] ³i [k, (n + 2)] împart P
în dou  poligoane convexe: un poligon P ′ cu (k + 1) vârfuri, anume 0, . . . , k, ³i un
poligon P ′′ cu (n+ 3− k) vârfuri, anume k, . . . , (n+ 2). Rezult  c 

|Tk| = Ck−1Cn+1−k.
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Deducem, din discuµia de mai sus, c 

Cn+1 = 2Cn +
n∑

k=2

Ck−1Cn+1−k = 2Cn +
n−1∑
j=1

CjCn−j , ∀n ≥ 2.

Înmulµind egalitatea de mai sus cu tn+1 ³i apoi sumând dup  n ≥ 2, deducem
identitatea ∑

n≥2

Cn+1t
n+1 = 2t

∑
n≥2

Cnt
n + t

∑
n≥2

(n−1∑
j=1

CjCn−j

)
tn,

pe care o putem rescrie sub forma

C(t)− t− 2t2 = C(t)− C1t− C2t
2 = 2t

(
C(t) − C1t

)
+ tC(t)2,

de unde

C(t)− t = 2tC(t) + tC(t)2,

deci

C(t) = t
(
1 + C(t)

)2
.

Suntem exact în situaµia descris  în Exemplul 4.13, cazul * = 2, a = 1.
Deducem, din (4.6),

Cn =
1

2n+ 1

(
2n+ 1
n

)
=

1
n+ 1

(
2n
n

)
. �

Exerciµiul 4.16. Fie P ³i Q dou  puncte laticiale în plan, adic  P,Q ∈ Z2.

Un drum laticial de lungime n de la P la Q este un ³ir de puncte

P0, P1, . . . , Pn ∈ Z2,

cu urm toarele propriet µi:

• P0 = P , Pn = Q.
• Pentru orice k ∈ {1, . . . , n}, avem �e Pk = Pk−1 + (1, 0), �e Pk = Pk−1 + (0, 1).

Drum pe sub diagonala

Drum pe deasupra diagonalei

Figura 4. Drumuri laticiale

Cu alte cuvinte, de-a lungul

unui drum, pa³ii au lungime 1 ³i sunt
îndreptaµi �e c tre est, �e c tre nord.

S  not m cu T (Q,P ) num rul de

drumuri laticiale de la P la Q care

nu trec deasupra diagonalei y = x
(vezi �gura 4). Ar taµi c  dac 

P = (0, 0), Q = (n, n),

atunci

T (Q,P ) = Cn =
1

n+ 1

(
2n
n

)
. �

(va urma)
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Une nouvelle inégalité qui simpli�e essentiellement la
démonstration de la formule de Stirling1)

Andrei Vernescu

Abstract

In this note the author surveys some results about generalized Euler 's constants

and makes some historical remarks concerning this topic.

Key words: Euler 's (generalized) constants, Stieltjes constants.

M.S.C.: 01-99, 40A25

1. Considérons la formule de Stirling sous sa forme la plus simple:

lim
n→∞

n!
nne−n

√
2πn

= 12). (1)

Pour obtenir la démonstration de cette formule on parcourt d'habitude deux étapes:

(a) On établit que la suite de terme général

an =
n!

nne−n
√
n
=

n!
nn+1/2e−n

3) (2)

1) Aceast  lucrare a fost prezentat  la Al �aptelea Colocviu Franco-Român de Matematici

Aplicate, Craiova, 2004, în cadrul Sesiunii speciale de inegalit µi ³i aplicaµii (a se vedea G.M.-A nr.

4/2004, pp. 403-404). (N.R.)
2) Des formes plus ra�nées de l'évaluation de n!, ramenant, toutes à (1), se trouvent dans

Mitrinovi¢ [8]. Il existe, biensûr, aussi un développement asymptotique pour n! (e.g. Knuth [5],

[9]). (N.A.)
3) L'inclusion du facteur

√
2π au dénominateur de an ne modi�e pas la démonstration; seulement

que la limite du point (b) sera 1 au lieu de
√

2π. Cette inclusion est anticipative, donc non naturelle.

(N.A.)
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est convergente, ayant une limite a, �nie et di�erente de zéro.
(b) Tenent compte que, dans les conditions du point (a), on a l'identité a =

lim
n→∞

a2
n

a2n
, on établit, à l'aide de la formule de Wallis:

lim
n→∞

2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 . . . · 2n · 2n
1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · . . . · (2n− 1) · (2n+ 1)

=
π

2
,

que a =
√
2π.

*

L'obtention du point (a) se fait, dans beaucoup de textes (par exemple [4] et

[16]) tenant compte de l'inégalité:

2
2n+ 1

< ln(n+ 1)− lnn <
2n+ 1

2n(n+ 1)
, (3)

qui, itérée de n à n+ k, donne:

1 <
an

an+k
< exp

(
1
4

(
1
n
− 1
n+ k

))
,

ce qui, pour k →∞, conduit à a > 1 et

prouve le point (a).

L'inégalité (3), qui améliore l'in-

égalité de Neper:
1

n+ 1
< ln(n+ 1)− lnn <

1
n
,

s'obtient en [4] et [16] par quelques con-

sidérations géométriques liées à l'aire

engendrée par la courbe d'équation

y =
1
x
, x ∈ [n, n+ 1] (voir la �gure).

En réalité, cette inégalité représente un cas particulier de l'inégalité d'Hermite-

Hadamard (nomée parfois aussi l'inégalité de Jensen-Hadamard) pour les fonctions

continues et convexes ϕ : [a, b]→ R

ϕ

(
a+ b

2

)
≤ 1
b− a

b∫
a

ϕ(x)dx ≤ ϕ(a) + ϕ(b)
2

.

(Dans notre cas on a: a = n, b = n+ 1, ϕ(x) =
1
x
) (voir [10], [11] , [16]).

Dans [17] j'ai établi une preuve élémentaire de (3), c'est à dire une preuve

indépendente de l'utilisation des dérivées et des intégrales.

Le but du present travail est de donner une démonstration élémentaire pour

le point (a), plus simple que celle de Dan Romik, de son travail [15], ,,Stirling's

Approximation for n!: the Ultimate Short Proof? �, et aussi plus simple que celle de

[1] et [7].
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2. Passons à la démonstration. Soit:

Ωn =
1 · 2 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n . (4)

On a l'inégalité élémentaire

Ωn <
1√

2n+ 1
1). (5)

Nous utiliserons la remarque suivante: Soit (xn)n une suite strictement crois-

sante à termes strictement positifs. Alors on a

xn >
x2

n

x2n
. (6)

Prenons maintement xn =
enn!
nn

. Evidemment xn > 0, pour tout

n = 1, 2, 3, . . . et, de la relation

xn+1

xn
=

e(
1 +

1
n

)n ,

tenent compte que

(
1 +

1
n

)n

< e (à cause du caractère strictement croissant de la

suite (en)n, en =
(
1 +

1
n

)n

), on trouve
xn+1

xn
> 1, donc xn+1 > xn, c'est à dire que

la suite (xn)n est strictement croissante.

On peut donc lui appliquer l'inégalité (6) et on trouve après quelques calculs

élémentaires qui ne contienent que des simpli�cations:

xn >
1
Ωn

. (7)

Tenent compte de (5), on trouve

xn >
√
2n+ 1, (8)

c'est à dire
enn!
nn

>
√
2n+ 1,

d'où
enn!
nn
√
n
>

√
2n+ 1√
n

=

√
2 +

1
n
,

1) D'une manière plus éxacte on a les inégalités de Wallis
1√

π(n+ 1/2)
< Ωn <

1√
πn

, de

Kazarino�
1√

π(n+ 1/2)
< Ωn <

1√
π(n+ 1/4)

(voir [8], [3]) et de M. le Professeur L. Panaitopol

1√
π(n+ 1/4 + 1/32n)

< Ωn <
1√

π(n+ 1/4)
(voir [12], [20]). (N.A.)
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donc, en dé�nitif:

an >
√
2 (9)

(avec an de (2)).

La suite (an)n est strictement décroissante à cause de la relation

an+1

an
=

e(
1 +

1
n

)n+1/2
< 1, (10)

qui provient du fait que la suite de terme général

en(1/2) =
(
1 +

1
n

)n+1/2

est décroissante1), donc le terme général est plus grand que la limite.

D'autre part, la suite (an)n est bornée inférieurement. Donc, d'une théorème

célèbre, elle est convergente. Passent à la limite dans (9), on obtient:

a = lim
n→∞ an ≥

√
2. (11)

Donc, on a obtenu le point (a) d'une manière plus simple que celle habituelle,

exposée dans l'introduction. Le but de note travail est accompli.

3. La suite de la démonstration de la formule de Stirling découle en éfectuent

les calculs du point (b).

Tenent compte du fait que la formule de Wallis possède aussi une démonstra-

tion élémentaire (voir Yaglom [21] ainsi que [17]), on peut conclure que la formule

de Stirling possède aussi une démonstration tout à fait élémentaire.
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Angle Bisectors in a Triangle: A problem Solving Approach

by Nathaniel Hall, Bogdan Suceav  and Kim Uyen Truong

Abstract

The present work includes a mini casebook on angle bisectors in triangles, com-

prising problems and solutions, some of them real gems. Their solutions display

techniques involving the power of the point with respect to a circle, congruence of an-

gles, and metric relations (such as the angle bisector theorem). The article is written

mainly for students preparing for mathematical competitions as well as all readers

interested in problem-solving techniques.

Key words: angle bisectors, metric relations, problem-solving techniques.

M.S.C.: 51M04, 97C30

Many interesting results in geometry involve angle bisectors, and proofs of

these results use a variety of interesting techniques. This paper is a mini casebook

on angle bisectors in triangles, comprising six problems and their solutions. These

problems are gems, and their solutions display techniques involving the power of
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the point with respect to a circle, congruence of angles, and metric relations (such

as the angle bisector theorem). We believe that this article will be of interest to

students preparing for mathematical competitions as well as all readers interested in

problem-solving techniques. One of the di�culties in approaching a plane geometry

problem is to choose a method that uses on a precise and e�ective technique. What

should we use and when? Does the geometric structure itself suggest a method?

Some of the notation we use is the following: The lines through points A and

B will be denoted AB, the segment joining them [AB], the distance between them

|AB|, and the ray starting at A through M will be denoted
−−→
AM. Given a line l and

a point P not on l, the foot of the perpendicular from P to l is also known as the

projection of P onto l. The measure of �A in degrees will be denoted by m(�A).

A

B D C

Fig. 1

A well-known fact about angle

bisectors that we will assume is that the

angle bisector is the set of points that

are equidistant from the sides of the an-

gle.

The angle bisector theorem

states that if D is the point at which

the bisector of �BAC meets [BC],
then

|BD|
|DC| =

|AB|
|AC| .

A

T

R

P

A

O
B

B

1

1

Fig. 2

Another concept that we

will use is the power of the point

with respect to a circle. Suppose

that point P lies in the exterior

of circle c of radius r and cen-

ter O, and let AA1 and BB1 be

two secants of c passing through

P (see Fig. 2). Let PT be a tan-

gent to c from P .
Then the power of the

point P with respect to circle c
is, by de�nition, ρc(P ) = |OP |2 − r2. By the Pythagorean Theorem in ∆POT, we

have |PO|2 − r2 = |PT |2. Since ∆PAT ∼ ∆PTA1, we have
|PA|
|PT | =

|PT |
|PA1|

, or

|PT |2 = |PA| · |PA1|. Since this is true for every secant of c passing through P , it
follows that ρc(P ) = |PB| · |PB1| = |PA| · |PA1| = |PO|2 − r2 = |PT |2.

A

P
A

O

B

B

1

1

Fig. 3

If the point P is in the interior of c, the
power of the point P with respect to c is de�ned
to be ρc(P ) = r2 − |PO|2. It is easy to show that

ρc(P ) = r2−|PO|2 = |PA|·|PA1| = |PB|·|PB1|,
for any secants AA1 and BB1 passing through P
(see Fig. 3).
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The problems. Each of our six problems is followed by a hint. However, we

encourage readers to attempt to �nd a solution before reading the hint. (Relevant

�gures appear in the Solutions.) The �rst problem is a classic textbook problem

(see, for example, Ionescu-�iu [8]).

Problem 1. Prove that in any ∆ABC, the midpoints of sides [AB] and [BC]
and the foot of perpendicular from B on the angle bisector of �A are collinear.

Hint: Join the midpoint of side [AB] to the point of intersection of the angle

bisector AA′ and the perpendicular from B to AA′. Try to prove that this segment

passes through the midpoint of side [BC].

Problem 2. ([12]) Let P be a point in the interior of ∆ABC. Let D,E, F be

the feet of the perpendiculars from P to BC,CA, and AB, respectively. If each of

the three quadrilaterals AEPF, BFPD, CDPE has an inscribed circle tangent to

all four sides, then P is the incenter of ∆ABC.
Hint: It is su�cient to show that P lies on one of the angle bisectors.

Our next problem, due to Laurenµiu Panaitopol [10], connects the angle bisec-

tor with a concept more common in algebra and analysis than in geometry, namely,

one-to-one functions.

Problem 3. Let ∆ABC be such that |AB| 	= |AC|. Let M be a point on the

segment [BC] with ray
−−→
AM intersecting the circumcircle of ∆ABC a second time

in M ′. Prove the following:

(i) The function f : [BC]→ R de�ned by f(M) = AM · AM ′ is injective.
(ii) If AM ·AM ′ = AB ·AC, then −−→AM is the bisector of �A.
Hint: For (i), use directly the de�nition of an injective function and the power

of a point with respect to a circle. You will also have to think about the sum of

opposite angles in a cyclic quadrilateral. For part (ii), start by computing AM ·AM ′

for the angle bisector
−−→
AM, then use the injectivity proven in (i).

We would like to explore in more detail the use of power of a point with

respect to a circle. Our next example is from a 1930 book by Aubert and Papelier,

([4], p.39) where the problem is presented in a context that suggests an analytic

solution.

Problem 4. Let ∆ABC be an acute triangle and let X be a point on the

bisector of angle �A, in the interior of the triangle. The circle (AXB) intersects

AC in D, and circle (AXC) intersects AB in E. Prove that |BE| = |CD|.
Hint: The power of a point with respect to a circle is the tool that helps in

the proof, since circles are involved. We may need to use also the angle bisector

theorem.

Our next example is essential for our discussion, and we will give two proofs,

the �rst using angle measures, the second the power of a point. These two concepts

constitute the common ground of all of our examples. This problem was �rst posed

by the second author (Problem 11006, Amer. Math. Monthly, vol.110 (2003), p.

340).

Problem 5. Consider the acute triangle ABC. Denote by T the intersection
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of the angle bisector of �BAC with the circumcircle of ∆ABC. The projections of

A and T on BC are respectively G and K, the projections of B and C on AT are

respectively H and L. Prove that:

(i) the points G,H,K,L lie on a circle,

(ii) KH ‖ AC,GL ‖ BT,GH ‖ TC, and LK ‖ AB,
(iii) If E is the midpoint of AB, then the center of the circle determined by

G,H,K,L lies on the circumscribed circle to the triangle GEK.

Hint: For the solution by using measures of the angles, try to understand

all the angles in the picture and try to see why it is important that AT is bisector

of �BAC. In a second approach think about writing powers of various points with

respect to several circles that appear in the problem. In this �gure there is not only

the circumcircle of ∆ABC, but there are several cyclic quadrilaterals there, each one

with its own circle.

Our sixth problem has been posed by the second author (Problem 10983 from

Amer. Math. Monthly, vol.109 (2002), p. 922).

Problem 6 Let T be the projection of the orthocenter H of an acute triangle

ABC on the line bisecting the angle from A. Denote P the projection of T on BC,
M the midpoint of BC and A′ the intersection between BC and the line bisecting�BAC.

(i) Prove that TA′ bisects �MTP ;
(ii) Prove that TM ‖ AO, where O is the circumcenter of the triangle ABC.

Hint: Think about an auxiliary construction: draw the exterior bisector of

the angle A. Another way to solve the problem is to use metric relations: angle

bisector theorem, law of sines and various trigonometric formulas for circumradius

and distances between points of interest in a triangle. We will include in Appendix

the reference for this solution. However, one can avoid tedious computations by

considering a natural extension of the �gure.

The solutions. In this section we present the solutions to the problems

proposed above.

Solution to Problem 1: Connect the midpoint D of side [AB] with the point

F, which is the intersection of the angle bisector
−−→
AA′ with the perpendicular from

B to AA′. We need to prove that DF passes through the midpoint E of the side

BC. In the right triangle ∆AFB, |DF | is the length of the median corresponding

to hypothenuse [AB], so it is half of |AB|.
A

D

B A´ E C

Fig. 4

Therefore ∆ADF is isosceles and�BAF ∼= �AFD. From hypothesis,�BAF ∼= �CAF, so �CAF ∼= �AFD, and

hence DF‖AC. Since DF passes through the

midpoint of [AB], it must be the midline in

∆ABC, therefore DF must pass through the

midpoint of [BC].

�
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Solution to Problem 2:

Denote by X the centre of the

circle (q) inscribed in BDPF,
and by T, U, V, S the projections

of X on BC, PD, PF, and re-

spectively AB.We will show that

|PF | = |PD| = |PE|, and this is

the central result needed to prove

that P is the incenter of ∆ABC.
Without loss of general-

ity, it is su�cient to prove that

|PF | = |PD|.

Fig. 5

F

S

B T D

E

C

V
P

UXq

A

The quadrilaterals FVXS and UDTX are rectangles (each one of them has

three right angles by construction). Furthermore, they are squares, since each has

two pairs of adjacent congruent sides: |FS| = |FV | (tangents from F to (q),)
|UD|∼= |DT | (tangents from D to (q),) and respectively |SX |= |VX |= |UX |= |TX |
are all radii of incircle (q). The two squares have sides of the same length (radius of

(q)), thus
|FP | = |FV |+ |V P | = |UD|+ |PU | = |PD|.

As a consequence, ∆FBP ∼= ∆BDP (since the hypothenuse [BP ] is common,

m(�BFP ) = m(�PDB) = π

2
and |FP | = |PD|). Therefore, P lies on the bisector

−−→
BP of �B.

Similarly, AP and CP are bisectors of �BAC and �BCA respectively. In

conclusion, P is the incenter of ∆ABC. �
Solution to Problem 3: (i) Suppose for

proof by contradiction that there exists M1

and M2 on [BC] such that M1 	= M2 and

f(M1) = f(M2).
This means |AM1| · |AM ′

1| = AM2 ·
AM ′

2. Regarding this relation as a power of a

point with respect to a circle, it results that

M1M
′
1M2M

′
2 is a cyclic quadrilateral. We use

this fact to write the following relations

m(�M ′
1M1M2) = 180o−m(�B)−m(�BAM ′

1),

and

A

B

C

M´

M´

M
M

1

1

2

2

Fig. 6

m(�M ′
1M

′
2M2) = m(�C) +m(�BM ′

2M
′
1) = m(�C) +m(�BAM ′

1).

Therefore, the measures of the angles �B and �C are equal, which contradicts the

hypothesis |AB| 	= |AC|. Thus f is one-to-one.

(ii) Let AM be the bisector of �BAC. Therefore ∆ABM1 and ∆AM ′
1C are

similar, thus

|AM1|
|AC| =

|AB|
|AM ′

1|
,
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or |AM1| · |AM ′
1| = |AB| · |AC|. Since f is injective, this property characterizes the

unique point on the segment [BC] that satis�es this metric relation. Therefore, if

the point Q on [BC] satis�es f(Q) = |AB|·|AC|, then −→AQ must be the angle bisector

of �A. �

A

DE

X

C MN B F

Fig. 7

Solution to Problem 4: Denote

by N the intersection of the circle

(ABX) with the line BC and byM the

intersection of circle (ACX) with BC.
Suppose, for example, that N and M
are in the exterior of segment [BC]. If
eitherM or N is in the interior of [BC],
the problem is solved similarly.

We denote the length of the sides

of ∆ABC by |AB| = c, |AC| = b and

|BC| = a.
The power of the point B with respect to circle (AXC) is ρ(B) = |BE| ·

|AB| = |BC| · |BM |. Writing the known quantities in terms of lengths of sides:

|BE| · c = a(a+ |CM |), and, if we solve for |BE|, we get

|BE| = a

c
(a+ |CM |).

Writing the power of the point C with respect to the circle (ABX), we obtain,
similarly, as above

|CD| = a

b
(a+ |BN |).

We need to prove that |BE| = |CD|, or
a

c
(a+ |CM |) = a

b
(a+ |BN |), (1)

which is equivalent to

ba+ b · |CM | = ca+ c · |BN |. (2)

Our problem is reduced to prove the relation [2]. We can use the power

of the point F with respect to both circles, keeping in mind that F lies on their

radical axis (see [6], pp. 31-34). Actually, the power of F with respect to the

circle (AXC) must be equal to the power of F with respect to the circle (ABX),
or ρ(F ) = |FN | · |FB| = |FC| · |FM |. From a consequence of the angle bisector

theorem, we know that

|FC| = ab

b+ c
|FB| = ac

b+ c
.

Therefore, by the angle bisector theorem

|AB|
|AC| =

|FB|
|FC| =

|FM |
|FN | ,

and from the �rst and last ratio we have c · |FN | = b · |FM |. Thus

b

(
ab

b+ c
+ |CM |

)
= c

(
ac

b+ c
+ |BN |

)
.
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This is equivalent to

ab2 + b(b+ c) · |CM | = ac2 + c(b + c) · |BN |,

and factoring out

a(b − c)(b+ c) = (c · |BN | − b · |CM |)(b + c).

Simplifying by b+ c (this quantity cannot be zero) we get:

ab− ac = c · |BN | − b · |CM |,

which is exactly the relation [2] that we needed to prove. �
For Problem 5 we present two solutions. The method of the second solution

is di�erent than the proof published in Amer. Math. Monthly, January 2005, pp.

90-91.

First solution to Problem 5: (i)

Let P be the intersection of AT with BC.
The quadrilateral ABGH is cyclic (since

m(�BHA) = m(�AGB) = π

2
).

Therefore m(�HGP ) = m(�BAH).
Similarly, from the cyclic quadrilateral CKLT
one gets m(�KCT ) = m(�PLK) and since

m(�KCT ) = m(�BAT ) the conclusion is

m(�HGK) = m(�HLK), therefore GLKH
is cyclic. Fig. 8

H

C

L
G

B

A

K

T

(ii) The quadrilateral AGLC is cyclic since m(�AGC) = m(�ALC) = π

2
,

therefore m(�GLA) = m(�GKH) and thus m(�GKH) = m(�BCA) orHK ‖ AC.
To see that GL ‖ BT, let's look �rst to the cyclic quadrilateral BTKH.

We have m(�BTH) = m(�BKH). Using (i), in the quadrilateral KHGL we have

m(�BKH) = m(�HLG). Therefore m(�HLG) = m(�ATB), so GL ‖ BT.
We now prove that HG ‖ TC. By (i), m(�GHL) = m(�GKL). From the

cyclic quadrilateral KLTC we have m(�LTC)+m(�LKC) = π. But m(�LKB)+
m(�LKC) = π, so m(�GHL) = m(�GKL) = m(�LTC). Therefore HG ‖ TC.

Since m(�ABC) = m(�ATC), the above arguments yield also m(�ABC) =
m(�BKL), therefore AB ‖ KL.

(iii) Let us denote by O′ the center of the circle (GHKL). We remark �rst

that

m(�GLK) = m(�BCA) + 1
2
m(�BAC).

In the circle centered in O′ we have m(�KO′G) = 2m(�KLG), therefore

m(�KO′G) = 2
[
m(�BCA) + m(�BAC)

2

]
= 2m(�BCA) +m(�BAC).
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On the other hand m(�KEG) = m(�ABC) − m(�ACB) therefore, adding
term by term these last two relations, we obtain

m(�KO′G) +m(�KEG) = m(�ABC) +m(�BCA) +m(�BAC) = π.

Therefore the points K, O′, G, E lie on the same circle. (As a matter of fact,

this is the Euler's circle of the triangle ABC.) �
Second solution to Problem 5: Writing the power of P with respect to the

circle (KLTC) we get

ρ1(P ) = |PK| · |PC| = |PT | · |PL|,

and the power of P with respect to the circle (ABGH)

ρ2(P ) = |PG| · |PB| = |PH | · |PA|.

Multiplying these two equalities term by term and using the fact that |PB| ·
|PC| = |PT | · |PA|, we get

|PK| · |PG| = |PL| · |PH |,

i.e. KLGH is a cyclic quadrilateral. This proves (i).

To see (ii), we need to prove, for example, that

|PK|
|PT | =

|PH |
|PA|

or |PK| · |PA| = |PT | · |PH |. This relation can be proved if we use, in addition to

the above considerations, the power of P with respect to the circle (AGLT )

ρ3(P ) = |PL| · |PA| = |PG| · |PT |.

�
Our solution for Problem 6 is di�erent from the one published in Amer. Math.

Monthly, vol 111 (2004), pp. 726-728, since it is based on an auxiliary construction,

a natural extension of our �gure, suggested by the fact that
−−→
AA′ is the angle bisector.

Fig. 9

S A
d
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M CPA´́

H

B

Solution to Problem 6: (i) Consider

the line d through A perpendicular to the

line
−−→
AA′ bisecting �A. Project H onto d

and denote this point S. The quadrilateral

ATHS is a rectangle. To establish the no-

tations, let's denote by A′′, B′′ and respec-

tively C′′ the feet of the altitudes in the tri-

angle ABC.
Let's prove for the beginning that

M,T and S are on the same line. The

quadrilateral AB′′HC′′ is cyclic and [AH ]
is a diameter in its circumcircle.
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The points S and T lie also on this circle, since they form a right angle on

the circumcircle. The diagonal in the rectangle ATHS, [ST ], is also a diameter.

The point T is the midpoint of the arc B′′HC′′, since AT bisects �BAC.
Then the diameter [TS] is perpendicular to [B′′C′′] at its midpoint.

The quadrilateral BCB′′C′′ is cyclic, and its circumcenter is M , its diam-

eter is [BC]. Therefore [B′′C′′] is the common chord to the circles (AC′′B′′) and
(BCB′′C′′). Thus, the line perpendicular to B′′C′′ at its midpoint will pass through

the two centers, and one of them is M.

In this context, we see that m(�A′TP ) = m(�TAH), and from the rect-

angle m(�TAH) = m(�STA), and as opposite angles m(�STA) = m(�MTA′).
Therefore TA′ bisects �MTP.

(ii) We have seen that TM is perpendicular to B′′C′′, which is one of the sides

in the triangle A′′B′′C′′. It is known that AO is perpendicular to B′′C′′. Therefore
TM ‖ AO. �

Comment. We now summarize the geometric arguments we have encoun-

tered in these solutions. First of all, we have seen proofs based on standard reasoning

with measures of angles (as the �rst proof of Problem 5 and the proof of Problem

6) and proofs based on the power of the point (Problem 4). The interplay of these

methods is by no means a surprise, since the angle bisector has a dual nature (bisects

the angle and is the set of the points equidistant from the sides, thus characterized

by a metric condition). The connection with these metric relations allows other im-

portant metric methods to play a role in the proofs. We see this in the proofs using

the power of the point with respect to a circle. (See the second solution of Problem

5, and the solution of Problem 4.) In Problem 3, we have a very interesting inter-

play between angles and metric properties, perhaps one of the simplest and most

informative examples one may �nd to illustrate the consequence of using these two

methods.

The classical viewpoint on these geometric structures presented by Coxeter

andGreitzer, in [6], or Lalescu, in [2], is the common ground of many of our textbooks

(see, for example, Posamentier, [11], pp. 88-96.) Recently, the problem-solving

viewpoint has been well represented in the literature. For example, in Andreescu

and Gelca, [1], there is a thorough discussion of the power of a point with respect to

a circle. This discussion extends the classical viewpoint presented in Coxeter and

Greitzer, [6], pp.27-31. Other interesting geometric structures are discussed from

the problem solving viewpoint by Andreescu and Savchev in [2], and by Andreescu

and Enescu in [3]. For example, in [2], pp. 88-92, Andreescu and Savchev discuss

auxiliary constructions, (as we did in Problem 6) and, in [3], Andreescu and Enescu

collect a group of problems on quadrilaterals with an inscribed circle (we had to use

this concept in Problem 2).

Bonus problems. In our �nal section, we propose a few problems whose

solutions may use the methods discussed in the present note.

Problem 7. Let ∆ABC a triangle such that AB 	= AC. The angle bisector

of �BAC intersects (BC) in D. The circle through the points A,D and midpoint

M of (BC) intersects (AB) in P and (AC) in Q. Then (BP ) ∼= (CQ).
Hint: Write the powers of the points B and C with respect to the circle
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(ADM). The proof is similar to the one of Problem 4.

Problem 8. (C. Gidea, E:8859, Gazeta matematic , XCII, 1986.) Let A,B,C
be three points on a circle with center in O and A′, B′, C′ their diametral opposites,

such that B is on the arc AC and �AOC is acute. Then prove that:

(i) If AC′ ∩BC = {M} and A′C ∩B′C′ = {N}, then the points M,O,N are

collinear.

(ii) If (MC) ∼= (A′C), then MA′ is the bisector of the angle CMC′.
The next example is a classic. It has been assigned to the International

Olympiad 1987. There are similarities between its proof and Problems 4 and 5

presented above.

Problem 9. Let the bisector of angle A in acute triangle ABC cross BC at

L and meet the circumcircle of the triangle at N. From L, let perpendiculars LK
and LM be drawn to sides AB and AC, respectively. Prove that the quadrilateral

AKNM and triangle ABC have the same area.

For a solution, see for example [7], pp.192.
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Asupra structurii grupurilor abeliene �nite

de Nicolae Anghel

Abstract

In this note we present a direct elementary proof to a classical result regarding

the structure of �nite abelian groups as products of descending cyclic groups.

Key words: �nite groups, abelian groups, cyclic groups, classi�cation theorem.

M.S.C.: 20K01, 20K25

Un rezultat clasic în teoria grupurilor abeliene �nite a�rm  c , pân  la un

izomor�sm, orice grup abelian �nit netrivial este caracterizat în mod unic de un ³ir

de numere naturalem1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mp ≥ 2, cu proprietateamp

∣∣mp−1

∣∣ . . . ∣∣m2

∣∣m1.

În general exist  dou  nivele de demonstraµie pentru acest rezultat [1, 2]:

1) Teoria elementar  a grupurilor. Demonstraµiile uzuale în acest context,

de³i elementare, par ocolitoare datorit  folosirii descompunerii în factori primi a

numerelor naturale.

2) Teoria avansat  a algebrelor comutative. Demonstraµiile de acest tip sunt

o consecinµ  a teoremei factorilor invarianµi ³i ca atare devin inaccesibile matemati-

cianului încep tor.

O nou  demonstraµie, în spiritul punctului 2), dar la nivelul punctului 1),
poate ap rea deci interesant . Scopul acestui articol este de a prezenta o astfel de

demonstraµie. Se poate spune chiar c  dup  însu³irea câtorva concepte de baz  din

teoria grupurilor privitoare la ordinul unui element, grupuri ciclice, grupuri factor ³i

sume directe interne, demonstraµia propus  va � pe înµelesul liceanului pasionat de

matematic .

Fie G un grup abelian �nit. Conform uzanµelor, operaµia de grup în G va �

notat  aditiv prin +, iar elementul neutru prin 0. Dac  n este un num r natural,

subgrupul n-anulator al lui G, notat nG, se de�ne³te prin nG := {g ∈ G|ng = 0}.
Exponentul e(G) al lui G este atunci cel mai mic num r natural cu proprietatea
nG = G. Este u³or de v zut c  ordinul �ec rui element din G este un divizor al

lui e(G) ³i c  exist  elemente de ordin e(G) în G. Rezult  a³adar c  e(G) este un

divizor al ordinului lui G, |G|.
Subgrupurile n-anulatorii au dou  propriet µi simplu de demonstrat ³i care

vor juca un rol major în cele ce urmeaz .

a) Grupurile abeliene �nite izomorfe au n-anulatori izomor�.

b) n-anulatorul unei sume directe de grupuri abeliene �nite este egal cu suma

direct  a n-anulatorilor respectivelor grupuri.

Pentru a termina aceast  introducere vom nota prin 〈g〉 subgrupul ciclic al

lui G generat de g ∈ G ³i prin |g| ordinul acestui subgrup. O submulµime F ⊆ G se

va numi n-direct  dac  toate elementele lui F au ordin n ³i
∑
f∈F

〈f〉 e o sum  direct 

intern  în G. De exemplu, orice submulµime cu un singur element F = {f} este

|f |-direct . Evident orice submulµime n-direct  poate � extins  la una maximal .

Submulµimile e(G)-directe maximale vor � inspectate mai atent în urm toarele dou 

leme.
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Lema A. O submulµime e(G)-direct  F a unui grup abelian �nit G de expo-

nent e(G) este maximal  dac  ³i numai dac  e

(
G/ ⊕

f∈F
〈f〉
)
< e(G).

Demonstraµia Lemei A decurge imediat din simpla observaµie c  pentru un

element h ∈ G de ordin e(G), suma 〈h〉 +
(
⊕

f∈F
〈f〉
)

este una direct  intern  în G

dac  ³i numai dac  clasa lui h în grupul factor G/ ⊕
f∈F

〈f〉 are ordinul e(G).

Lema B. Dac  G este un grup abelian �nit netrivial, atunci pentru orice

submulµime e(G)-direct  maximal  F exist  un subgrup H al lui G, e(H) < e(G),
cu proprietatea

G = ⊕
f∈F

〈f〉 ⊕H.

Demonstraµie. Vom face demonstraµia prin inducµie dup  |G|. Pentru valori
mici ale lui |G|, |G| = 2, 3, a�rmaµia este evident  pentru c  atunci G este un grup

ciclic ³i automat H = 0.
S  presupunem acum c  pentru un N �xat, N ≥ 4, a�rmaµia este adev rat 

pentru grupuri de ordin strict mai mic decât N ³i c  G este un grup abelian de ordin

N . Fie F o submulµime e(G)-direct  maximal  în G. Pentru simplitate s  not m

prin n exponentul grupului factor G/ ⊕
f∈F

〈f〉. Atunci n este un divizor al lui e(G)

³i, conform Lemei A, n < e(G). Este evident c  mulµimea

{
e(G)
n

f

∣∣∣∣ f ∈ F

}
este o

submulµime n-direct  a grupului nG ³i, prin urmare, e (nG) = n. Vom extinde acum{
e(G)
n

f

∣∣∣∣ f ∈ F

}
pân  la o submulµime n-direct  maximal  în nG, prin ad ugarea,

s  spunem, unei mulµimi D ⊆nG. Cum |nG| < |G|, conform ipotezei de inducµie

exist  un subgrup L ⊂nG, e(L) < e(nG) = n, cu proprietatea:

nG =
(
⊕

f∈F

〈
e(G)
n

f

〉
⊕ ⊕

d∈D
〈d〉
)
⊕ L. (3)

Demonstraµia va � complet  dac  ar t m c 

G = ⊕
f∈F

〈f〉 ⊕
(
⊕

d∈D
〈d〉 ⊕ L

)
.

Fie g ∈ G. Cum e

(
G/ ⊕

f∈F
〈f〉
)

= n, avem n[g] = [0], unde parantezele

p trate [·] reprezint  clase în G/ ⊕
f∈F

〈f〉. În consecinµ , ng ∈ ⊕
f∈F

〈f〉. A�rm m c 

exist  un element v ∈ ⊕
f∈F

〈f〉 cu proprietatea n(g − v) = 0. Într-adev r, exist 

numere naturale 0 ≤ λf < e(G), f ∈ F , astfel încît ng =
∑
f∈F

λff . Deci

0 = e(G)g =
e(G)
n

(ng) =
∑
f∈F

(
e(G)
n

λf

)
f,
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³i cum suma ⊕
f∈F

〈f〉 este una direct , pentru �ecare f ∈ F , avem

(
e(G)
n

λf

)
f=0.

Dar |f | = e(G) ³i, prin urmare, e(G) este un divizor al lui
e(G)
n

λf , ceea ce este

echivalent cu faptul c  pentru orice f ∈ F , n este un divizor al lui λf . Deci

n(g− v) = 0, unde v =
∑
f∈F

λf

n
f . Cu alte cuvinte g− v ∈nG. Conform egalit µii (3),

exist  elemente w ∈ ⊕
f∈F

〈
e(G)
n

f

〉
, t ∈ ⊕

d∈D
〈d〉 ³i l ∈ L, cu proprietatea

g − v = w + t+ l.

Din moment ce ⊕
f∈F

〈
e(G)
n

f

〉
⊂ ⊕

f∈F
〈f〉, g = (w + v) + (t+ l) ne arat  c 

G = ⊕
f∈F

〈f〉+
(
⊕

d∈D
〈d〉 ⊕ L

)
. (4)

R mâne de ar tat c  membrul drept al egalit µii (4) este o sum  direct 

intern  în G. S  presupunem c  pentru v ∈ ⊕
f∈F

〈f〉, t ∈ ⊕
d∈D

〈d〉 ³i l ∈ L, avem

v+ (t+ l) = 0. Atunci, n(t+ l) = 0, deoarece t+ l ∈nG ³i, prin urmare, nv = 0. Ca

mai înainte, se vede c  acest fapt este echivalent cu v ∈ ⊕
f∈F

〈
e(G)
n

f

〉
. Egalitatea

(3) implic  deci c  v = 0, t = 0, l = 0. �
Teorema de Clasi�care � Existenµa. În orice grup abelian �nit netrivial

G exist  elemente g1, g2, . . . , gp de ordine respective m1,m2, . . . ,mp ≥ 2, cu propri-

etatea c  mp

∣∣mp−1

∣∣ . . . ∣∣m2

∣∣m1 ³i G = 〈g1〉 ⊕ 〈g2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈gp〉.
Demonstraµia const  într-o folosire repetat  a lemei B, mai întâi în G, apoi în

subgrupul asociat H etc., pân  când se obµine H = 0. Elementele g1, g2, . . . , gp sunt

pur ³i simplu o indexare progresiv  a elementelor aparµinând tuturor submulµimilor

directe maximale care apar pe parcurs. Este clar c  ordinele lor, e(G), e(H) etc.,
repetate corespunz tor, satisfac condiµia de divizibilitate cerut .

Teorema de Clasi�care � Unicitatea. Dac  elementele g1, g2, . . . , gp, cu

ordine respective m1,m2, . . . ,mp ³i h1, h2, . . . , hq, cu ordine respective n1, n2, . . . , nq,

satisfac simultan condiµiile teoremei de existenµ , atunci p = q ³i m1 = n1, m2 = n2,

. . . , mp = np.

Demonstraµie. Prin reducere la absurd, s  presupunem c  cele dou  ³iruri

de ordine nu sunt identice. Fie atunci r cel mai mic num r natural cu proprietatea

mr 	= nr, s  zicem mr > nr. Avem r > 1, deoarece m1 = n1 = e(G). Teorema de

existenµ  garanteaz  atunci existenµa unor subgrupuri G1, G2 ³i H1, H2 cu propri-

et µile G = G1 ⊕G2 = H1 ⊕H2, G1 este izomorf cu H1, e(G2) = mr ³i e(H2) = nr.

În consecinµ , nrG =nrG1 ⊕nrG2 =nrH1 ⊕nrH2, |G2| = |H2| ³i |nrG2| = |nrH2|.
Ultimele dou  egalit µi sînt îns  contradictorii, deoarece nrH2 = H2, dar cum

e(G2) = mr > nr,
nrG2 � G2 . �
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EXAMENE �I CONCURSURI

Examenul pentru obµinerea gradului didactic II

� sesiunea august 2006 �

Universitatea Transilvania din Bra³ov

de Eugen P lt nea ³i Emil Stoica

În vederea test rii nivelului de preg tire al candidaµilor la disciplina matema-

tic , precum ³i a cuno³tinµelor de metodica pred rii specialit µii, comisia a optat

pentru o proba scris  cu un conµinut clasic. Au fost propuse trei subiecte: un

subiect de algebr  (teorie ³i metodica pred rii specialit µii), un subiect de analiz 

matematic  ³i respectiv un subiect de geometrie. S-a urm rit ca rezolv rile itemilor

propu³i s  necesite cuno³tinµe matematice variate din programele de gimnaziu (arit-

metica numerelor întregi, elemente de geometrie sintetic ) ³i respectiv liceu (clasele

de resturi, studiul variaµiei funcµiilor reale, convergenµa ³irurilor, limitele de funcµii,

calculul integral). Au fost testate ³i alte cuno³tinµe, speci�ce programei examenului

de gradul II (relaµia de echivalenµ , convergenµa seriilor numerice ³i transform rile

geometrice). Structurarea subiectelor a fost realizat  cu respectarea principiului

grad rii di�cult µii. S-a urm rit de asemenea o repartizare adecvat  a punctajului.

În urma veri�c rii lucr rilor, s-au consemnat rezultate sensibil superioare celor

înregistrate în anii precedenµi la aceea³i prob , în centrul universitar Bra³ov. Aceasta

se datoreaz  în principal di�cult µii matematice moderate a probei propuse în acest

an, precum ³i amelior rii nivelului de preg tire al candidaµilor. Un factor indis-

cutabil pozitiv îl constituie publicarea consecvent  a subiectelor propuse la diverse

concursuri sau examene ale profesorilor de matematic  în paginile revistei Gazeta

Matematic  Seria A. Candidaµii au avut astfel la dispoziµie modele recente utile de

enunµuri ³i rezolv ri.

Cele 21 de cadre didactice prezente în examen au obµinut medii cuprinse

între 7 ³i 9,33. Situaµia statistic  a rezultatelor înregistrate este ilustrat  de tabelul

urm tor:
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tip unit. de înv. unde desf. activ. did.

³coal  general  lic. teoretic, col. tehnic, gr. ³colar

num r candidaµi 11 10

media pe unitate de înv. 8,15 8,47

media general  8,30

Conµinutul probei de matematic  ³i soluµiile problemelor propuse sunt expuse

în continuare.

Proba de matematic 

1. a) (1p) S  se enunµe teorema împ rµirii cu rest în mulµimea Z.
b) (1p) S  se de�neasc  divizibilitatea numerelor întregi ³i s  se caracterizeze

noµiunea utilizând teorema împ rµirii cu rest.

c) (2p) S  se enunµe ³i s  se demonstreze criteriul de divizibilitate cu 3 pentru

numere naturale reprezentate în baza 10.

d) (2p) S  se veri�ce c , pentru n ∈ N∗, relaµia ” ≡n ”, de�nit  prin a ≡n b
dac  n|(b− a), unde a, b ∈ Z, este o relaµie de echivalenµ  pe mulµimea Z.

e) (3p) S  se descrie metodica construcµiei inelului (Zn,+, ·), unde n ∈ N∗,
caracterizând elementele sale inversabile.

2. Se consider  funcµia f : R → R, de�nit  prin

f(x) =
x2 arctgx

x2 + 1
.

a) (3p) S  se studieze monotonia funcµiei f ³i s  i se determine imaginea

f(R).
b) (3p) Fie ³irul (xn)n≥0, de�nit prin xn+1 = f(xn), pentru orice n ∈ N, cu

x0 > 0. S  se studieze convergenµa ³irului (xn)n≥0 ³i s  se determine natura seriei

numerice
∑
n≥0

xn.

c) (3p) Fie funcµia F : (0,∞)→ R, de�nit  prin:

F (x) =

x∫
1

(f(t)− f(1/t)) dt, x > 0.

S  se arate c  F (x) ≥ 0, pentru orice x > 0 ³i s  se calculeze lim
x↘0

F (x).

3. Fie un triunghi ABC ³i P un punct arbitrar situat în planul π al triun-

ghiului. Not m A′, B′, C′ simetricele punctului P faµ  de mijloacele laturilor BC,
CA ³i respectiv AB ale triunghilui ABC.

a) (3p) S  se demonstreze: �ABC ≡ �A′B′C′.
b) (4p) S  se arate c  triunghiurile ABC ³i A′B′C′ sunt înscrise în acela³i

cerc dac  ³i numai dac  P este ortocentrul triunghiului ABC.
c) (2p) Dac  P este ortocentrul triunghiului ABC, s  se determine o trans-

formare geometric  T : π → π cu proprietatea T (�ABC) = �A′B′C′.
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Not . Toate subiectele sunt obligatorii. La �ecare subiect se acord  1 punct

din o�ciu.

Soluµii.

Subiectul 1. (rezumat)

a) Teorema împ rµirii cu rest în mulµimea Z are urm torul enunµ:

Pentru oricare a, b ∈ Z, cu b 	= 0, exist  ³i sunt unice numerele întregi c ³i r,
numite câtul ³i respectiv restul împ rµirii lui a la b, astfel ca a = bc+r ³i 0 ≤ r < |b|.

b) Divizibilitatea numerelor întregi reprezint  o relaµie de preordine parµial 

de�nit  pe mulµimea Z prin enunµul: pentru oricare a, b ∈ Z, b divide a (notaµie

uzual : b|a) dac  exist  c ∈ Z astfel ca a = bc. Din teorema împ µirii cu rest în Z se

obµine urm toarea caracterizare a divizibilit µii: pentru oricare a, b ∈ Z, cu b 	= 0, b
divide a dac  ³i numai dac  restul împ rµirii lui a la b este nul.

c) Enunµul criteriului este urm torul: un num r natural se divide cu 3 dac 

³i numai dac  suma cifrelor sale din reprezentarea sa în baza 10 se divide cu 3.
Demonstraµie. Fie a = anan−1 · · · a1a0(10). Not m S suma cifrelor num rului

a. Avem a = S +
n∑

k=1

ak(10k − 1) = S + 9
n∑

k=1

ak

k−1∑
i=0

10i, de unde obµinem 3|a dac 

³i numai dac  3|S.
d) Este necesar s  demonstr m c  relaµia congruenµa modulo n, notat  prin

” ≡n ”, este re�exiv , simetric  ³i tranzitiv .

1) Re�exivitatea: (∀ a ∈ Z) (a ≡n a).
Avem n|(a− a), pentru orice a ∈ Z.

2) Simetria: (∀ a, b ∈ Z) (a ≡n b ⇒ b ≡n a).
Pentru oricare a, b ∈ Z, dac  n|(b− a), atunci n|(a− b).

3)Tranzitivitatea: (∀ a, b, c ∈ Z) (a ≡n b ∧ b ≡n c⇒ a ≡n c).
Pentru oricare a, b, c ∈ Z, dac  n|(b− a) ³i n|(c− b), atunci n|(c− a), deoarece avem
c− a = (b− a) + (c− b).

e) Relaµia de echivalenµ  ≡n determin  pe Z partiµia Z/≡n
:= Zn = {x̂ |x ∈

Z}, unde x̂ = {y ∈ Z | y ≡n x} reprezint  clasa de echivalenµ  modulo n a elementu-

lui x ∈ Z. Conform teoremei împ µirii cu rest, Zn = {0̂, 1̂, · · · , n̂− 1}. Pe mulµimea

Zn se de�ne³te adunarea modulo n prin: x̂+ ŷ := x̂+ y, pentru orice x̂, ŷ ∈ Zn ³i re-

spectiv înmulµirea modulo n prin: x̂ ŷ := x̂y, pentru orice x̂, ŷ ∈ Zn. Corectitudinea

de�niµiilor operaµiilor algebrice pe mulµimea Zn decurge din implicaµia urm toare:

(∀ x, x′, y, y′ ∈ Z) (x ≡n x
′ ∧ y ≡n y

′ ⇒ x+ y ≡n x
′ + y′ ∧ xy ≡n x

′y′).

Se veri�c  elementar c  (Zn,+, ·) are o structur  de inel comutativ, numit

inelul claselor de resturi modulo n. Inelul (Zn,+, ·) se obµine prin factorizarea ine]-

lu]-lui Z la idealul nZ = {nk | k ∈ Z}. Din urm toarea proprietatea de divizibilitate

(cf. algoritmului lui Euclid):

∀x, n ∈ Z∗ (x, n) = 1 ⇔ ∃ y, k ∈ Z∗, xy = 1 + nk,

se deduce c  elementul x̂ este inversabil în Zn dac  ³i numai dac  numerele întregi

x ³i n sunt prime între ele. Atunci (Zn,+, ·) este un inel cu divizori ai lui 0, dac  n
este neprim, respectiv (Zn,+, ·) are o structur  de corp, dac  n este un num r prim.
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Descrierea construcµiei inelului claselor de resturi (Zn,+, ·), n ∈ N∗, este
prev zut  în programa de matematic  M1 a clasei a XII-a. Sunt necesare urm -

toarele noµiuni preliminare: inel ³i corp, divizibilitate (în Z), relaµie de echivalenµ 

³i mulµimea claselor de echivalenµ . Pentru �xarea operaµiilor algebrice din Zn se

vor utiliza tablele de operaµie. Prezentarea la clas  a de�niµiei constructive a inelului

Zn va � însoµit  de exempli�c ri sugestive. Se vor caracteriza unit µile inelului Zn ³i

se va analiza cazul când n este num r prim. Se va accentua faptul c  Zn reprezint 

cel mai important exemplu de inel/corp �nit.

Subiectul 2.

a) Avem f ′(x) = (x2+2x arctgx)(x2+1)−2, x ∈ R. Din x arctg x ≥ 0, pentru
orice x ∈ R, deducem c  f ′ este strict pozitiv  pe R∗, deci f este strict cresc toare

pe R. Cum f este continu  pe R ³i lim
x→∞ f(x) =

π

2
, respectiv lim

x→−∞ f(x) = −π
2
,

funcµia f are imaginea f(R) =
(
−π
2
,
π

2

)
.

b) Avem 0 < f(x) < arctgx ³i arctgx < x, pentru orice x > 0, deci

0 < f(x) < x, oricare ar � x > 0. Rezult  c  ³irul (xn)n≥0 are termenii strict pozitivi

(demonstraµie prin inducµie) ³i este strict descresc tor. Atunci ³irul este convergent

cu limita a ∈ [0, x0). Prin trecere la limit  în relaµia de recurenµ  se obµine a = f(a).

Se deduce a = 0, deci lim
n→∞xn = 0. Apoi lim

n→∞
xn+1

xn
= lim

n→∞
xnarctgxn

x2
n + 1

= 0. Con-

form criteriului raportului (d'Alembert), seria

∞∑
n=0

xn este convergent .

c) Evident, F (1) = 0. Fie x > 1. Deoarece f este strict cresc toare pe (0,∞),
are loc inegalitatea f(t) > f(1/t), pentru orice t ∈ (1, x], de unde F (x) > 0. Dac 

x ∈ (0, 1), atunci F (x) =
∫ 1

x (f(1/t)−f(t)) dt > 0, deoarece f(1/t) > f(t), oricare ar

� t ∈ [x, 1). Pentru calculul lui F (x) putem utiliza identitatea arctg t+arctg 1/t =
π

2
,

oricare ar � t > 0. Astfel obµinem f(t)− f(1/t) = arctg t− π

2
(t2 +1)−1, t > 0. Prin

integrare (prin p rµi) rezult :

F (x) =
(
x− π

2

)
arctgx− 1

2
ln
(
x2 + 1

)
+
π2

8
− π

4
+

1
2
ln 2, x > 0.

Ca urmare, lim
x↘0

F (x) = π2/8− π/4 + ln
√
2.

Subiectul 3.

a) Patrulaterele APBC′ ³i APCB′ sunt paralelograme, deci patrulaterul

BCB′C′ este de asemenea paralelogram. Rezult  BC ≡ B′C′. Analog obµinem

CA ≡ C′A′ ³i AB ≡ A′B′. Atunci �ABC ≡ �A′B′C′ (cazul LLL).
b) Dac  A, B, C, A′, B′, C′ sunt conciclice, atunci ABA′B′ este un parale-

logram inscriptibil, deci este un dreptunghi. Din AB′ ‖ CP ³i AB′ ⊥ AB, rezult 
CP ⊥ AB. Analog obµinem AP ⊥ BC. Rezult  c  P este ortocentrul triunghiului

ABC.
Reciproc, �e P ortocentrul triunghiului ABC. Din CP ⊥ AB,BP ⊥ AC ³i

BA′CP paralelogram, rezult  A′B ⊥ AB ³i A′C ⊥ AC, deci punctele A, B, C, A′

sunt conciclice. Analog deducem c  punctele A, B, C, B′, respectiv punctele A, B,
C, C′ sunt de asemenea conciclice. Atunci A, B, C, A′, B′, C′ sunt conciclice.
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c) Deoarece A,B,C,A′, B′, C′ sunt conciclice, iar patrulaterele ABA′B′ ³i
BCB′C′ sunt dreptunghiuri, segmentele AA′, BB′ ³i CC′ sunt diametri în cercul

circumscris tringhiului ABC. Consider m T : π → π simetria faµ  de centrul O al

cercului circumscris triunghiului ABC. Avem T (A) = A′, T (B) = B′ ³i T (C) = C′,
de unde T (�ABC) = �A′B′C′.
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NOTE MATEMATICE

Subalgebre nilpotente din L(Kn)
de Adrian Reisner

Abstract

In this note author presents some properties of nilpotent subalgebras of L(S),
where S is a K-vectorial space (K being a commutative �eld).

Key words: nilpotent endomorphism, nilpotent algebras, adopted base for a

direct sum of vectorial subspaces

M.S.C.: 15A30, 15A78

Introducere. De�niµii ³i notaµii

Fie K un corp comutativ arbitrar, iar S un K- spaµiu vectorial. Un element

f ∈ L(S)1) este nilpotent dac  exist  s ∈ N∗ astfel încât s  avem fs = 0; cel

mai mic num r nenul având aceast  proprietate se nume³te indicele de nilpotenµ  al

endomor�smului f . Deci r ∈ N∗ este indicele de nilpotenµ  al endomor�smului f
dac  f r = 0 ³i f r−1 	= 0.

O subalgebr  din L(S) este un subspaµiu vectorial stabil pentru compunere.

O subalgebr  A din L(S) este nilpotent  dac  exist  s ∈ N∗ astfel încât compunerea

oric ror s elemente din A este nul . Indicele de nilpotenµ  r al subalgebrei A este

cel mai mic num r natural cu aceast  proprietate. Subalgebra A este comutativ 

dac  avem f ◦ g = g ◦ f , pentru orice f, g ∈ A.
Ne propunem aici s  demonstr m câteva propriet µi ale subalgebrelor nilpo-

tente. Vom ar ta în particular c  toate elementele unei subalgebre nilpotente A pot

� reprezentate printr-o matrice de aceea³i form  speci�c .

Fiind dat  o sum  direct  de subspaµii vectoriale S = S1 ⊕ S2 ⊕ . . . ⊕ Sn,

vom numi baz  adaptat  a acestei sume directe orice baz  B a spaµiului S de forma

B = ∪Bi, unde Bi este o baz  a subspaµiului Si, i ∈ {1, . . . , n}. Într-o astfel de baz 
B, matricea unui element f din L(S) este de forma: f11(f) . . . . . . f1n(f)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn1(f) . . . . . . fnm(f)

 .

1) Prin L(S) autorul desemneaz , ca de obicei, algebra endomor�smelor spaµiului vectorial S.
Compunerea endomor�smelor � ca ³i în general a aplicaµiilor � va � notat  prin juxtapunere. Prin

L(S, S′) este desemnat spaµiul vectorial al aplicaµiilor liniare dintre spaµiile S ³i S′. (N.R.)
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Pentru simpli�carea notaµiilor vom scrie fij în loc de fij(f) când contextul

va permite. Pe de alt  parte, o baz  adaptat  B �ind aleas , vom nota cu aceea³i

liter  fij omomor�smul din L(Si, Sj) reprezentat de matricea fij(f), în raport cu

bazele Bj ³i Bi: fij : Sj → Si ; Mat (fij ;Bj,Bi) = (fij(f)).
Endomor�sme nilpotente nenule din L(K2)
În aceast  secµiune consider m S = K2. Avem lema urm toare:

Lema 1. Dac  f este un endomor�sm nilpotent, nenul, de indice r, atunci
exist  o baz  B a spaµiului S, astfel încât

Mat (f,B) =
(

0 0
1 0

)
.

Mai mult, avem r = 2.
Demonstraµie. Endomor�smul f ne�ind nici nul, nici bijectiv, avem

rgf = 1. Din teorema rangului (defectului) rezult  rg f + dim ker f = dimS = 2 ³i

deducem imediat c  dim imf = dimker f = 1. Urmeaz  c  f induce un endomor�sm

nilpotent, deci nebijectiv pe im f. Îns  im f ∩ ker f 	= {0}. Avem deci � trecând la

dimensiuni � im f = ker f . În concluzie f2 = 0, i.e. indicele de nilpotenµ  al lui f
este r = 2. Fie x ∈ S\ ker f . Sistemul {x, f(x)} este liber, deci formeaz  o baz  B a

spaµiului S . Matricea endomor�smului f în aceast  baz  este de forma

(
0 0
1 0

)
,

ceea ce încheie demonstraµia lemei 1. Observ m c  det f = trf = 0. Din Lema 1

obµinem:

Teorema 2. A �ind o subalgebr  nilpotent  nenul  din L(S), exist  o baz 

B a spaµiului S = K2, astfel încât :

Mat (f,B) =
(

0 0
γ 0

)
, unde γ ∈ K, ∀ f ∈ A.

Demonstraµie. Dac  f este un element nenul aparµinând subalgebrei A, �e
B o baz  a spaµiului S, astfel încât

Mat (f,B) =
(

0 0
1 0

)
(vezi lema 1). Cum f este un element oarecare al subalgebrei A, avem det f = trf =
0. Matricea Mat (f,B) este de forma

Mat (f,B) =
(

α β
γ −α

)
,

unde α2 + βγ = 0. Dar endomor�smul f + f0 este de asemenea un element al

subalgebrei A ³i Mat (f + f0,B) =
(

α β
γ + 1 −α

)
, deci avem α2 + β(γ + 1) = 0.

Deducem imediat β = 0 ³i α = 0, deci f = γf0. Invers, γf0 aparµine subalgebrei A
pentru orice γ ∈ K.

Endomor�sme nilpotente nenule din L(Kn)
În aceast  secµiune consider m S = Kn. Fie f un endomor�sm nilpotent,

nenul, de indice r ³i S3 = imf ker f . Acest subspaµiu S3 este diferit de S (c ci,
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în caz contrar, am avea S ⊆ imf ³i S ⊆ ker f , ceea ce este imposibil, trecând la

dimensiuni); de asemenea, S3 este diferit de {0}, c ci f induce un endomor�sm

nilpotent pe imf 	= {0}, deci f nu este injectiv. Mai mult, avem S3 = imf dac  ³i

numai dac  r = 2. Într-adev r, S3 = imf dac  ³i numai dac  imf ⊆ ker f , deci dac 
³i numai dac  f2 = 0, de unde deducem aserµiunea, c ci imf 	= {0}. Consider m

r ≥ 3 ³i not m:

S1 un subspaµiu vectorial suplimentar spaµiului imf , în raport cu S
(imf ⊕ S1 = S);

S2 un subspaµiu vectorial suplimentar spaµiului S3, în raport cu imf
(S2 ⊕ S3 = imf).

Cu aceste notaµii avem:

Teorema 3. Pentru r ≥ 3, ³i pentru descompunerea în sum  direct 

S = S1⊕S2⊕S3, endomor�smul f este reprezentat de o matrice de forma urm -

toare:  0 0 0
f21 f22 0
f31 f32 0

 , (1)

într-o baz  adaptat  acestei sume directe. Mai mult, matricea f22 este nilpotent  cu

indicele r′ = r − 2.
Demonstraµie. Fie B = B1 ∪ B2 ∪ B3, unde Bi este o baz  a subspaµiului

Si, i ∈ {1, 2, 3} ³i matricea Mat (f,B) = (fij), i, j ∈ {1, 2, 3}, descompus  în blocuri

de matrici conform sumei directe S = S1 ⊕ S2 ⊕ S3 (B este o baz  adaptat  acestei

sume directe). Deoarece S1 este un supliment al spaµiului imf � în raport cu S �

deducem c  f1i = 0, pentru i ∈ {1, 2, 3}. Cum S3 este inclus în ker f , avem fi3 = 0,
i ∈ {1, 2, 3}, de unde prima parte a teoremei 3.

Pe de alt  parte, pentru orice s ∈ N∗, matricea endomor�smului fs, în baza

B, este de forma  0 0 0
∗ fs

22(f) 0
∗ ∗ 0

 .

Avem, deci, f r
22(f) = 0, r �ind indicele de nilpotenµ  al endomor�smului f ³i

deci matricea f22 este nilpotent , cu un indicele r′ ≤ r.

S  determin m acest indice r′.
Cum r ≥ 3, deoarece f este nilpotent  de indice r, rezult  f r = 0 ³i

f r−1(S) ⊆ S3. Deci f r−2(S2) = f r−1(S) ⊆ S3 ³i f r−2
22 = 0. Presupunând c 

f r−3
22 = 0. deducem f r−3(S2) ⊆ S3 ³i f r−2(S) = f r−3(imf) = f r−3(S2 ⊕ S3); dar
f r−1(S) ⊆ f(S3) = {0}, ceea ce este imposibil, c ci f r−1 	= 0. În �nal, indicele de

nilpotenµ  al matricei f22 este r′ = r − 2.
Exempli�care numeric . Pentru n = 4 consider m endomor�smul f reprezen-

tat prin matricea urm toare în baza canonic  {e1, e2, e3, e4} a spaµiului K4


0 0 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0

 .
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Aici r = n = 4; imf = Sp{e2, e3, e4}1) ³i ker f = Sp{e2}, iar S1 = Sp{e1},
S2 = Sp{e3, e4}, S3 = Sp{e2}. În baza {e1, e3, e4, e2} � baz  adaptat  descompunerii

în sum  direct  S = S1 ⊕ S2 ⊕ S3 � matricea endomor�smului f este
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 ,

matrice de forma (1) � redusa Jordan a matricei iniµiale � unde f21 =
(

1
0

)
,

f22 =
(

0 0
1 0

)
, f31 = (0) , f32 = (0 1). Matricea f22 este nilpotent  de indice 2,

conform teoremei 3.

Subalgebre nilpotente nenule din L(Kn)
În aceast  secµiune consider m S = Kn. A �ind o subalgebr  nilpotent ,

nenul , de indice r, din L(S), not m cu I(A) subspaµiul vectorial generat de ima-

ginile elementelor lui A, K(A) intersecµia nucleelor endomor�smelor din A ³i cu

S3 = I(A) ∩ K(A).
Cu aceste notaµii avem:

Propoziµia 4. a) I(A) 	= S, S3 	= S, S3 	= {0}.
b) Mai mult, S3 = I(A) dac  ³i numai dac  r = 2.
Demonstraµie. a ) Dac  r este indicele de nilpotenµ  al subalgebrei A,

putem alege r − 1 elemente din A, A1, A2, . . . , Ar−1 astfel încât produsul

A = A1A2 . . . Ar−1 	= 0 ³i s  avem, pentru orice B ∈ A: AB = BA = 0. Deci

imB ⊆ kerA, pentru orice B ∈ A; din îns ³i de�niµia subspaµiului I(A), deducem
c  I(A) ⊆ kerA ⊂ S. La fel imA ⊂ kerB, pentru orice B ∈ A; deci imA ⊆ K(A).
Dar A ∈ A, ceea ce implic  imA ⊆ I(A). În �nal, avem {0} ⊂ imA ⊂ S3 (incluziu-

nile �ind stricte).

b ) Avem S3 = I(A) dac  ³i numai dac  imB ⊆ K(A), pentru orice B ∈ A,
deci dac  ³i numai dac  imB ⊆ kerC, oricare ar � B,C ∈ A. Deducem imediat

aserµiunea b).

Consider m atunci r ≥ 3 ³i not m:

S1 un subspaµiu vectorial suplimentar spaµiului I(A) � în raport cu S:

I(A)⊕ S1 = S;

S2 un subspaµiu vectorial suplimentar spaµiului S3 - în raport cu I(A):

S2 ⊕ S3 = I(A).

Prin urmare avem S = S1 ⊕ S2 ⊕ S3. Alegem o baz  adaptat  B pentru

acest  sum  direct ; µinând seama de propoziµia 4 ³i de de�niµiile subspaµiilor Si,

1) Prin Sp{. . . . . .} este desemnat subspaµiul generat de familia de vectori indicat  între acolade.

În cazul în care aceasta este o baz , ordinea este esenµial . (N.R.)
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i ∈ {1, 2, 3}, aceea³i demonstraµie ca cea a teoremei 3 arat  atunci c  orice endo-

mor�sm f ∈ A admite, în baza B, o matrice de forma

Mat(f,B) =

 0 0 0
f21 f22 0
f31 f32 0

 .

Pentru i ∈ {2, 3} ³i j ∈ {1, 2}, not m cu Aij spaµiul vectorial Sp{fij} când f
parcurge A. Avem, atunci:

Teorema 5. a) A22 este o subalgebr  nilpotent  din L(S2) de indice r.
b) Mai mult, aceast  subalgebr  este nul  dac  ³i numai dac  r = 3 (vezi

teorema 8).

Demonstraµie. a) Aplicaµia A → L(S2), f *→ f22(f), este un mor�sm de

algebre (aplicaµie liniar  ³i mor�sm pentru produsul intern). Imaginea A22 a acestui

mor�sm este o subalgebr  nilpotent  din L(S2) de indice inferior sau egal cu r.
b) Fie f ∈ A oarecare. Avem f22 = 0 dac  ³i numai dac  f(I(A)) ⊆ K(A),

deci dac  ³i numai dac  f(imA) ⊆ kerB, pentru orice A,B ∈ A (c ci f(I(A)) este
generat de c tre f(imA) când f parcurge A). Deci f22 = 0 dac  ³i numai dac ,

pentruu orice A,B ∈ A, BfA = 0. Prin urmare avem A22 = {0} dac  ³i numai dac 

r = 3. S  demonstr m prin inducµie teorema urm toare:

Teorema 6. Familia de endomor�sme {f | f ∈ A} este cotriangularizabil ,

adic  exist  o baz  B′ a spaµiului S astfel c  oricare ar � f ∈ A, Mat(f,B′) = (ϕij),
unde ϕij = 0, pentru i ≤ j (matrice strict triangular  inferior).

Demonstraµie. Fie f ∈ A. Pentru n = 2 vezi prima parte. Presupunând

rezultatul adev rat pentru dimS < n, ne propunem s -l demonstr m pentru

dimS = n. Dac  r = 2 se alege o baz  a spaµiului S1, care se completeaz  cu

o baz  din imf . Dac  r ≥ 3 alegem o baz  a spaµiului S1, care se completeaz  cu

o baz  din S2 aleas  în a³a fel ca matricea f22(f) s  �e strict triangular  inferior �

o astfel de baz  exist  µinând seama de ipoteza de inducµie � ³i cu o baz  din S3;

obµinem astfel baza B′. Teorema 6 este astfel demonstrat  prin inducµie. Ea admite

corolarul urm tor:

Corolarul 7. Indicele de nilpotenµ  r al subalgebrei A veri�c  relaµia r ≤ n.
Demonstraµie. Fie B′ = {e1, e2 . . . , en} o baz  a spaµiului S în care matricile

tuturor endomor�smelor aparµinând subalgebrei A sunt strict triangulare inferior.

Fie Fi = Sp(ei+1, ei+2, . . . , en), pentru i < n ³i Fn = {0}. Pentru orice f ∈ A ³i

i < n, f(Fi) ⊆ Fi+1. Deci dac  f1, f2, . . . , fn sunt elemente oarecare al subalgebrei

A, avem f1f2 . . . fn(F0) = 0.
Conform teoremei 5 subalgebra A22 este nilpotent . Dac  r > 3 avem mai

mult:

Teorema 8. Dac  r > 3, subalgebra A22 este nilpotent  de indice r′ = r− 2.
Demonstraµie. Fie f1, f2, . . . , fr−2 elemente ale subalgebrei A. �inând

seama de demonstraµia teoremei 5 b), avem pentru orice A,B ∈ A,
Bf1f2 . . . fr−2A = 0, deci (f1f2 . . . fr−2)22 = 0 cu notaµii evidente. Prin urmare

(f1)22(f2)22 . . . (fr−2)22 = 0.

Produsul a r − 2 elemente oarecare din subalgebra A22 este deci nul.
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Pe de alt  parte, alegând A1, A2 . . . Ar−1 elemente din A astfel încât produsul

A1A2 . . . Ar−1 	= 0 � astfel de elemente exist  c ci indicele de nilpotenµ  al lui A
este r � avem (A2 . . . Ar−2)22 	= 0, deci (A2)22 . . . (Ar−2)22 	= 0. Am g sit deci r− 3
elemente din A22 al c rui produs nu este nul. În �nal rezult  r′ = r − 2.

Pentru r > 3 teorema urm toare ³i corolarul s u descriu unele propriet µi ale

matricilor (omomor�smelor) fij , i ∈ {2, 3}; j ∈ {1, 2}.
Teorema 9. Pentru r > 3 au loc, cu notaµii evidente, urm toarele aserµiuni :

a) Pentru orice f ∈ A, avem f22(I(A21)) ⊆ I(A21).
b) I(A21) = S2.

Demonstraµie. a) Fie f ∈ A ³i g ∈ A. Avem (fg)21 = f22 · g21. Deci

f22(img21) = im(fg)21 ⊆ I(A21), de unde f22(I(A21)) ⊆ I(21).
b) Prin absurd, s  presupunem c  I(A21) 	= S2 ³i �e S′

2 un subspaµiu suplimen-

tar al lui I(A21) în raport cu S2. Cum f este un element oarecare din A ³i I(A21) este

stabil pentru f22, deducem c  f22 este reprezentat prin matricea

(
A(f) 0
C(f) D(f)

)
,

în descompunerea S2 = S′
2 ⊕ I(A21). Pe de alt  parte f21(S1) ⊆ I(A21) ³i, în

descompunerea S = S1 ⊕ S′
2 ⊕ I(A21) ⊕ S3, f este reprezentat de matricea-bloc

urm toare 
0 0 0 0
0 A(f) 0 0

E(f) C(f) D(f) 0
f31 F (f) G(f) 0

 .

Fie q proiecµia pe S′
2 paralel  cu S1 ⊕ I(A21)⊕ S3 .

Pentru x ∈ S, q(f(x)) = A(f)(q(x)) ³i deci q(imf) = imA(f). Mulµimea

A′ = {A(f) | f ∈ A} este o subalgebr  nilpotent  din S′
2 ³i avem q(I(A) = I(A′).

Dar I(A) = S′
2 ⊕ I(A21) ⊕ S3 ³i deci q(I(A)) = S′

2 ³i în �nal I(A′) = S′
2, ceea ce

contrazice rezultatul obµinut la propoziµia 4. Deducem I(A21) = S′
2.

În cazul când presupunem c  subalgebra A este comutativ , aserµiunea b) a

acestei teoreme conduce la corolarul urm tor:

Corolarul 10. Pentru r > 3, dac  f este un element al subalgebrei nilpotente

comutative A astfel încât f21 = 0, atunci avem f22 = 0 ³i f32 = 0. În schimb f31 nu

este obligatoriu nul.

Demonstraµie. Fie f ∈ A astfel încât f21(f) = 0 ³i g ∈ A. Din egali-

tatea fg = gf , deducem f22g21 = 0 ³i f32g21 = 0, de unde Img21 ⊆ ker f22 ³i

Img21 ⊆ ker f32. Dar µinând seama de aserµiunea b) din teorema precedent , sub-

spaµiile Img21 genereaz  spaµiul S2 când g parcurge A . Prin urmare f22 = 0 ³i

f32 = 0.
Consider m subalgebra A generat  de endomor�smul f studiat în cadrul

exemplului numeric din text. În baza {e1, e3, e4, e2} � baz  adaptat  descompunerii

în sum  direct  S = S1 ⊕ S2 ⊕ S3 � endomor�smul f ′ = f3 este reprezentat de

matricea 
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
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pentru care f ′
21 = 0, f ′

22 = 0, f ′
32 = 0, dar f ′

31 	= 0 ceea ce încheie demonstraµia

corolarului.
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PROBLEME PROPUSE

238. Fie G un grup aditiv abelian, iar f : G→ R o aplicaµie cu proprietatea

c 

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y), ∀x ∈ G.

Not m M = {m ∈ N | m > 1, f(mx) = m2f(x), ∀x ∈ G}. S  se arate c 

dac  M = ∅, atunci infM = 2. (În leg tur  cu problema 234.)

Dan Radu

239. Se ³tie c  orice divizor prim q al unui num r Fermat Fn = 22n

+ 1 este

de forma 22n+2k + 1 (k �ind un num r natural). Fie q un asemenea divizor al lui

Fn, astfel încât q
2 nu divide pe Fn ³i k este impar.

Atunci 2q−1 	≡ 1(mod q2) ³i ordinul clasei lui 2 în Zq2 se divide cu q.
Marian Tetiva

240. Fie a, b ³i x numere pozitive astfel încât x =
√
ab ≥ 1. S  se arate c ,

pentru orice k num r natural, are loc inegalitatea

1
1 + a+ . . .+ ak

+
1

1 + b+ . . .+ bk
≥ 2

1 + x+ . . .+ xk
.

Vasile Cîrtoaje

241. S  se determine α ∈ R ³tiind c 

L = lim
n→∞nα

1∫
0

sin2n πx

2
dx ∈ (0,∞).

S  se calculeze L în acest caz.

Gheorghe Szöllösy

242. S  se arate c 

a) rn
a sin

A

2
+ rn

b sin
B

2
+ rn

c sin
C

2
≥ 3

2

(
p
√
3

3

)n

, ∀n ∈ N∗;

b) 2(4R+ r(2(2R− r) ≥ p2(11R− 4r),
unde notaµiile sunt cele uzuale într-un triunghi.

Nicu³or Minculete
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SOLU�IILE PROBLEMELOR PROPUSE

218. Fie a, b, c ∈ Z astfel încât b2 − 4ac nu este p trat perfect. S  se arate c  pentru

orice n ∈ N, n > 1, exist  n numere naturale consecutive care nu se pot reprezenta sub forma

(ax2 + bxy + cy2)z , cu x, y, z numere întregi ³i z > 0.

Gabriel Dospinescu

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu din

Bârlad. Vom demonstra mai întâi dou  rezultate ajut toare.

Lem . Fie D un num r întreg care nu este p trat perfect. Exist  atunci o in�nitate de

numere (naturale) prime q astfel încât D nu este rest p tratic modulo q.
În demonstraµie vom folosi celebra teorem  a lui Dirichlet, conform c reia orice progresie

aritmetic , al c rei prim termen este prim cu raµia, conµine o in�nitate de numere prime, precum ³i

propriet µile simbolului lui Legendre

(
m

p

)
(egal cu 1 sau −1, dup  cum întregul m este, respectiv

nu este, rest p tratic modulo num rul prim p):(
m1m2

p

)
=

(
m1

p

)(
m2

p

)
,

(−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8

³i legea reciprocit µii p tratice a lui Gauss:(
p

q

)
= (−1)

p−1
2 · q−1

2

(
q

p

)
(toate pot � g site în orice carte de teoria elementar  a numerelor). De asemenea, ne va mai

trebui ³i teorema chinez  a resturilor: dac  m1, . . . , ms sunt numere întregi pozitive prime între

ele dou  câte dou , atunci, pentru orice numere întregi a1, . . . , as, sistemul de congruenµe x ≡ a1
(mod m1), . . . , x ≡ as (mod ms) are soluµii; mai mult, orice dou  soluµii sunt congruente modulo

m1 · · ·ms, ceea ce ne mai conduce la observaµia simpl  c , dac  ai este prim cu mi pentru �ecare

1 ≤ i ≤ s, atunci soluµiile sunt termenii unei progresii aritmetice care are primul termen ³i raµia

prime între ele: adic  sistemul de congruenµe are chiar o in�nitate de soluµii numere prime.

Trecem acum la demonstraµia propriu-zis .

Dac  D este pozitiv el nu poate � 0 sau 1, deci se descompune ca produs de factori primi

³i, cum D nu este p trat perfect, m car unul dintre ace³ti factori apare cu exponent impar în

descompunerea sa în produs de factori primi. Fie p1, . . . , ps factorii primi al c ror exponent în

factorizarea lui D este impar ³i q un num r prim diferit de toµi p1, . . . , ps (³i, de fapt, trebuie ales

diferit de toµi factorii primi ai lui D); se vede imediat c  avem:(
D

q

)
=

(
p1

q

)
· · ·
(
ps

q

)
.

Se pot ivi dou  situaµii:

i) Dac  toµi p1, . . . , ps sunt impari, avem (conform legii reciprocit µii p tratice):(
D

q

)
= (−1)

q−1
2

(
p1−1

2 +···+ ps−1
2

) (
q

p1

)
· · ·
(
q

ps

)
.

Este su�cent s  alegem pe q soluµie a sistemului de congruenµe

q ≡ 1 (mod 4), q ≡ 1 (mod pj), 1 ≤ j ≤ s− 1, q ≡ r (mod ps),

r �ind un nerest p tratic modulo ps (exist  întotdeauna a³a ceva), pentru a obµine

(
D

q

)
= −1, iar

observaµiile de mai sus arat  c  exist  o in�nitate de numere prime q care sunt soluµii ale tuturor

acestor congruenµe (numere faµ  de care D nu este rest p tratic).

ii) Dac  unul dintre numerele p1, . . . , ps este 2 (³i atunci, desigur, celelalte sunt impare �

sau chiar nu mai sunt deloc, c ci se poate ca în descompunerea lui D în produs de factori primi s 

�e doar unul cu exponent impar), s  zicem p1 = 2, obµinem(
D

q

)
= (−1)

q2−1
8 (−1)

q−1
2

(
p2−1

2 +···+ ps−1
2

) (
q

p2

)
· · ·
(
q

ps

)
.
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În acest caz, ca s  obµinem

(
D

q

)
= −1, alegem pe q astfel încât s  veri�ce sistemul de congruenµe

q ≡ 5 (mod 8), q ≡ 1 (mod pj), 2 ≤ j ≤ s
(care, iar ³i, are o in�nitate de soluµii numere prime).

Pentru D negativ avem urm toarele cazuri:

i) Dac  |D| este p trat perfect, avem(
D

q

)
=

(−1

q

)
= (−1)

q−1
2 = −1,

de îndat  ce q ≡ 3(mod 4).
ii) Se poate ca D s  aib  ³i factori primi la putere impar , �e ei p1, . . . , ps ³i toµi ace³ti

factori s  �e impari. Avem acum(
D

q

)
= (−1)

q−1
2 (−1)

q−1
2

(
p1−1

2 +···+ ps−1
2

) (
q

p1

)
· · ·
(
q

ps

)
³i vedem c  alegerea lui q astfel încât s  veri�ce

q ≡ 1 (mod 4), q ≡ 1 (mod pj), 1 ≤ j ≤ s− 1, q ≡ r (mod ps)

r �ind nerest p tratic modulo ps (aceea³i alegere ca în primul caz de mai sus), conduce iar la(
D

q

)
= −1.

iii) Sau este posibil ca D s  aib  ³i factori primi la putere impar , �e ei p1, . . . , ps, iar unul

dintre ace³ti factori s  �e 2, de exemplu p1 = 2 ³i p2, . . . , ps sunt impari (sau chiar nu mai apar

deloc). Avem acum (asem n tor cu al doilea caz de mai sus)(
D

q

)
= (−1)

q−1
2 (−1)

q2−1
8 (−1)

q−1
2

(
p2−1

2 +···+ ps−1
2

) (
q

p2

)
· · ·
(
q

ps

)
³i, tot ca acolo, dac  q veri�c 

q ≡ 5 (mod 8), q ≡ 1 (mod pj), 2 ≤ j ≤ s,

atunci

(
D

q

)
= −1.

Oricum ar �, se vede c  exist  o in�nitate de numere prime q astfel încât D s  nu �e

rest p tratic modulo q, iar lema ce urmeaz  ne arat  o proprietate a acestor numere (legat  de

reprezentarea numerelor în forma din enunµ) pe care o putem folosi pentru soluµionarea problemei.

Lema 2. Fie a, b, c numere întregi astfel încât D = b2 − 4ac nu este p trat perfect ³i �e

q un num r prim faµ  de care D nu este rest p tratic ³i care nu-l divide pe a (existenµa acestor

numere este asigurat  de prima lem ). Fie, de asemenea, x, y, z numere întregi, z > 0, astfel
încât q divide pe (ax2 + bxy + cy2)z. Atunci q2 divide pe (ax2 + bxy + cy2)z .

Demonstraµie. Fiindc  q este num r prim, q|(ax2+bxy+cy2)z implic  q|(ax2+bxy+cy2),
sau

ax2 + bxy + cy2 ≡ 0 (mod q).

S  presupunem c  y nu este divizibil cu q, ceea ce implic  existenµa unui t ∈ Z astfel încât

ty ≡ 1 (mod q). Congruenµa de mai sus conduce imediat la

(2ax + by)2 ≡ Dy2 (mod q),

iar dac  aici înmulµim cu t2, obµinem

((2ax + by)t)2 ≡ D (mod q),

ceea ce ar însemna c  D este rest p tratic modulo q, fals! Contradicµia obµinut  ne arat  c  y se

divide cu q. Rezult  de aici ³i din q|(ax2 + bxy + cy2) c  q|ax2, deci (deoarece q nu divide pe a)
q|x; evident, q|x ³i q|y implic  q2|(ax2 + bxy + cy2) ³i, cu atât mai mult, q2|(ax2 + bxy + cy2)z .

Abia acum putem trece la rezolvarea problemei 218; �e q1, q2, . . . ³irul numerelor care au

proprietatea din lema 2 pentru D = b2 − 4ac. Se poate reformula concluzia acestei leme astfel:

dac  un num r natural se divide cu vreun num r qk din acest ³ir, dar nu ³i cu q2k, atunci el nu
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poate � reprezentat în forma (ax2 + bxy + cy2)z , cu x, y, z numere întregi, z > 0. S  consider m

un num r natural oarecare n ³i sistemul de congruenµe:

x ≡ q1 − 1 (mod q21), x ≡ q2 − 2 (mod q22), . . . , x ≡ qn − n (mod q2n);

din nou pe baza lemei chineze a resturilor, acest sistem are o in�nitate de soluµii (iar x cu aceste

propriet µi poate � ales oricât de mare, adic  poate � ales num r natural). Este clar atunci c 

�ecare din numerele x + 1, . . . , x + n are un divizor din ³irul q1, q2, . . . cu al c rui p trat nu se

divide, deci nici unul din aceste n numere naturale consecutive nu se poate exprima în forma

(ax2 + bxy + cy2)z , cu x, y, z numere întregi, z > 0. Iar n poate � ales oricât de mare, deoarece

³irul numerelor q1, q2, . . . este in�nit (cum spune lema 1).

Observaµie. Rezultatul este bine cunoscut pentru reprezent ri de forma x2+y2; nu am f cut

decât s  generaliz m demonstraµia din acest caz particular (a = 1, b = 0, c = 1), cheia constituind-o
lema 1 (mai departe lema 2 ³i demonstraµia propriu-zis  se fac prin analogie). Surprinz tor, dar

rezultatul lemei 1 nu pare s  �e cuprins în c rµi uzuale de teoria numerelor (nu în cele consultate

de noi), de³i este un rezultat la care ne-am putea a³tepta. F r  îndoial  îns  c  undeva trebuie s 

apar .

219. Fie G un grup multiplicativ de matrici peste corpul comutativ K.

a) S  se arate c  toate matricile lui G sunt, în mod necesar, p tratice ³i au acela³i ordin.

b) S  se arate c  unitatea lui G nu coincide, în mod obligatoriu, cu matricea unitate, dar,

dac  acest lucru se întâmpl , atunci G este un subgrup al grupului GLn(K). S  se construiasc 

astfel de exemple în cazul lui M2(K).
c) S  se arate c  matricile din G sunt �e toate nesingulare (în care caz G este subgrup al

grupului GLn(K)), �e toate singulare.

d) Vom spune c  o matrice A este o matrice de grup dac  exist  un grup G astfel încât

A ∈ G. S  se arate c  orice matrice idempotent  este o matrice de grup ³i nici o matrice nilpotent 

nu este o matrice de grup. S  se precizeze care din urm toarele matrici sunt matrici de grup:

A =

(
1 0
0 0

)
; B =

(
1 0
0 1

)
; C =

(
1 0
1 0

)
;

D =

(
0 1
0 0

)
; E =

(
1 1
1 1

)
.

e) S  se arate c  dac  A este o matrice de grup ³i B ≈ A, atunci B este o matrice de grup.

f) S  se arate c  dac  A este o matrice de grup, atunci A ³i A2 au acela³i rang.

Dan Radu

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu din

Bârlad. a) Acest punct este evident: dac  A ∈ G are m linii ³i n coloane, trebuie s  avem m = n
pentru a putea face produsul A ·A, care trebuie s  �e, de asemenea, o matrice din G; astfel c  toate
matricile din G trebuie s  �e p tratice. Iar atunci, pentru a le putea înmulµi una cu alta, trebuie

s  aib  toate acela³i ordin n.
b) Matricile de ordinul al doilea (dar nu obligatoriu: se poate construi un exemplu similar

cu matrici de un ordin n oarecare) de forma(
a 0
0 0

)
, a ∈ K

∗,

formeaz  un grup în raport cu operaµia indus  de înmulµirea matricilor din M2(K), dup  cum se

veri�c  u³or. Elementul neutru al acestui grup este matricea(
1 0
0 0

)
(1 �ind unitatea multiplicativ  a lui K), diferit  de matricea unitate(

1 0
0 1

)
.

Pe de alt  parte, matricile de forma (
a 0
0 a

)
, a ∈ K

∗,
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formeaz  un grup (izomorf cu K
∗, la fel cu cel de�nit anterior; prin K

∗ înµelegem K f r  elementul

neutru 0 al adun rii lui K) care are, de ast  dat , ca element neutru exact matricea unitate (³i

exemplul analog funcµioneaz  pentru matrici de ordin n). A³a c  exist  grupuri de matrici care au

matricea unitate ca element neutru ³i altele care nu.

S  presupunem acum c  G ⊆ Mn(K) este un grup multiplicativ de matrici care are matricea

unitate de ordin n (pe care o numim In) drept element neutru. Atunci, pentru orice A ∈ G exist 

A′ ∈ G astfel încât AA′ = A′A = In. Dar ³tim c  inversa lui A în sensul obi³nuit (adic  inversa

A−1 în GLn(K)) este singura matrice B de ordin n cu proprietatea c  AB = BA = In, deci A′
trebuie s  coincid  cu A−1; a³adar, inversul oric rui element al lui G este acela³i cu inversul s u în

GLn(K), prin urmare G este subgrup al lui GLn(K). De altfel, aceast  proprietate este general :

dac  H este grup, G ⊆ H este grup în raport cu operaµia indus  (de operaµia lui H pe G), iar
elementul neutru al lui G este acela³i cu elementul neutru al lui H, atunci G este subgrup în H
(demonstraµia faptului c  inversul �ec rui element din G coincide cu inversul s u din H �ind exact

aceea³i).

c) S  presupunem întâi c  exist  în G o matrice singular  A0. Atunci (G este grup),

pentru �ecare A ∈ G, exist  B ∈ G astfel încât A = A0B; trecând la determinanµi avem

det(A) = det(A0B) = det(A0) det(B) = 0, deci ³i A este singular ; cum A a fost aleas  arbi-

trar în G, rezult  c  în acest caz toate matricile din G sunt singulare.

Dac  toate matricile lui G sunt nesingulare, ele sunt inversabile în Mn(K) (se a�  în

GLn(K)). S  presupunem c  E este elementul neutru al lui G; atunci E trebuie s  �e o matrice

inversabil  care veri�c  E2 = E. Considerând aceast  egalitate în GLn(K) ³i înmulµind-o (nu

conteaz  dac  la stânga sau la dreapta) cu E−1, obµinem E = In (E este matricea unitate de ordin

n), de unde concluzia c  G este subgrup în GLn(K) este imediat .

d) Evident, dac  A este idempotent  (i.e. A2 = A), mulµimea format  numai din A este

grup faµ  de înmulµirea matricilor, deci A este matrice de grup.

Pe de alt  parte, o matrice nilpotent  este o matrice nenul  A, pentru care exist  p ≥ 2
astfel încât Ap = On; dac  ar exist  un grup G care s  conµin  pe A, acesta ar trebui s  conµin ,

odat  cu A, ³i orice putere a sa, în particular pe Ap; adic  G ar trebui s  conµin  matricea nul .

Dar atunci

G = OnG = {OnX|X ∈ G} = {On},
deci G trebuie s  �e format numai din matricea nul , ceea ce contrazice faptul c  A este nenul .

Aceast  contradicµie arat  c  matricele nilpotente nu au cum s  �e matrici de grup.

Apoi vedem c  matricele A ³i C sunt idempotente, deci sunt matrici de grup. B este

matricea unitate de ordinul al doilea, deci face parte din orice subgrup al lui GLn(K). Matricea D
este nilpotent  (D2 = O2), deci nu este matrice de grup.

În sfâr³it, pentru E observ m c 

E2 =

(
1 + 1 1 + 1
1 + 1 1 + 1

)
= O2,

în cazul în care corpul K are caracteristica 2 (adic  1 + 1 = 0 în K), deci în acest caz E nu este

matrice de grup.

Pe de alt  parte, dac  1 + 1 �= 0 în K, se veri�c  u³or c  mulµimea matricelor de forma(
x x
x x

)
, x ∈ K

∗,

este grup în raport cu înmulµirea matricilor din M2(K) (grup ce conµine, desigur, pe E). Elementul

neutru al acestui grup este matricea(
(1 + 1)−1 (1 + 1)−1

(1 + 1)−1 (1 + 1)−1

)
(putem considera inversul lui 1 + 1, deoarece este nenul), iar simetrica matricii(

x x
x x

)
, x ∈ K

∗,

este (
(1 + 1)−2x−1 (1 + 1)−2x−1

(1 + 1)−2x−1 (1 + 1)−2x−1

)
.
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În concluzie, E nu este, respectiv este matrice de grup dup  cum caracteristica lui K este,

respectiv nu este egal  cu 2.

e) Fie T o matrice din GLn(K) astfel încât B = T−1AT . Dac  presupunem c  A aparµine

grupului de matrici G, atunci B aparµine grupului de matrici

T−1GT = {T−1XT |X ∈ G}
(faptul c  acesta e grup se veri�c  imediat).

f) Este binecunoscut faptul c  rangul produsului a dou  matrici este cel mult egal cu rangul

�ec rui factor; în particular, rangul matricii A2 este mai mic decât sau egal cu rangul lui A, fapt
valabil pentru orice matrice p tratic  A. Dac , în plus, A este ³i matrice de grup ³i G este grupul

din care A face parte, avem ³i A2 ∈ G ³i trebuie s  existe B ∈ G astfel încât A = A2B. Atunci avem
³i inegalitatea pe dos rang(A) = rang(A2B) ≤ rang(A2), de unde concluzia c  rang(A) = rang(A2).

Observaµie. Gabriel Dospinescu m-a informat despre valabilitatea reciprocei a�rmaµiei

de la ultimul punct al problemei. Cu alte cuvinte, dac  A este o matrice p tratic  astfel încât

rang(A) = rang(A2), atunci A face parte dintr-un grup multiplicativ de matrici. În esenµ , demon-

straµia ar � cam a³a. Ipoteza implic  imediat egalitatea spaµiilor ker(A) ³i ker(A2), precum ³i a

spaµiilor im(A) ³i im(A2) (consider m pe A nu numai ca matrice, ci ³i ca mor�sm de la K
n la K

n,

x �→ Ax). De exemplu avem ker(A) ⊆ ker(A2), iar dimensiunile celor dou  subspaµii sunt egale

(ambele sunt n−rang(A) = n−rang(A2)); evident, asta duce la ker(A) = ker(A2) (analog proced m
pentru imagini). Mai departe se vede c  suma dintre ker(A) ³i im(A) este direct  (dac  x = Ay,
cu Ax = O, rezult  A2y = O, deci y ∈ ker(A2) = ker(A) ³i atunci x = Ay = O, etc). Luând în

considerare ³i suma dimensiunilor acestor subspaµii (care este n) rezult  c  întregul spaµiu Kn este

suma direct  dintre ker(A) ³i im(A). Atunci matricea lui A, într-o baz  corespunz toare acestei

descompuneri, este format  dintr-un bloc de dimensiune r = rang(A) care este matrice inversabil 

de ordin r (pe care-l putem considera plasat în colµul din stânga sus) ³i restul elementelor nule.

Prin urmare A aparµine grupului matricelor de forma P−1XP , unde P este matricea de trecere de

la baza canonic  la acea baz  în care A are forma descris  mai sus, iar X parcurge matricele de

aceast  form  (practic, grupul matricelor X � ³i, odat  cu el ³i grupul în care se situeaz  A � este

izomorf cu GLr(K)).

Din acest punct de vedere putem reconsidera ³i r spunsul la întrebarea privind matricea E
de mai sus; e su�cient s  observ m c  rangul matricii E2 este egal cu rangul lui E atunci ³i numai

atunci când caracteristica lui K este diferit  de 2.

220. S  se determine o funcµie polinomial  cu coe�cienµi reali p : R → R, care admite

un punct �x x0 ∈ R ³i care comut  (în sensul compunerii) cu o funcµie injectiv  f r  puncte �xe

f : R → R.

Andrei Vernescu

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu din

Bârlad. O asemenea funcµie este p(x) = x3; ea are trei puncte �xe, pe −1, 0 ³i 1 ³i se poate vedea

imediat c  p(x) ∈ {−1, 0, 1} ⇔ x ∈ {−1, 0, 1}. Aceast  observaµie ne va ajuta s  demonstr m c  p
comut  cu f : R → R de�nit  prin

f(x) =


−x, pentru x ∈ R − {−1, 0, 1}

0, pentru x = −1
1, pentru x = 0

−1, pentru x = 1.

Într-adev r, pentru x ∈ R − {−1, 0, 1}, avem p(x) ∈ R − {−1, 0, 1} ³i, de asemenea,

f(x) ∈ R − {−1, 0, 1}, deci:
p(f(x)) = p(−x) = −x3 = −p(x) = f(p(x));

în plus:

p(f(−1)) = p(0) = 0 = f(−1) = f(p(−1))

³i analog se veri�c  relaµiile p(f(0)) = f(p(0)) ³i p(f(1)) = f(p(1)). Pân  la urm  avem deci

p(f(x)) = f(p(x)), pentru orice x real (iar f este injectiv  ³i f r  puncte �xe). Dac  vrem ca
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punctul �x s  �e neap rat un x0 ∈ R (nenul, c ci pentru x0 = 0 am v zut deja exemplul), n-avem

decât s  lu m p(x) = x3/x20, pentru care exist  f injectiv  ³i f r  puncte �xe de�nit  prin:

f(x) =


−x, pentru x ∈ R − {−x0, 0, x0}

0, pentru x = −x0
x0, pentru x = 0

−x0, pentru x = x0

.

astfel încât p(f(x)) = f(p(x)), pentru orice x ∈ R.

Un exemplu mai general se poate obµine dup  cum urmeaz . Consider m o funcµie poli-

nomial  care are punctele �xe x1, x2, . . . , xn ³i astfel încât, pentru �ecare 1 ≤ j ≤ n, ecuaµia
P (x) = xj are exact soluµiile (distincte) y1j , . . . , ym−1,j , ymj = xj (acela³i num r m de soluµii

pentru �ecare j). Mai consider m o funcµie ϕ : R → R care comut  cu p: p(ϕ(x))) = ϕ(p(x)),
pentru orice x ∈ R ³i o permutare σ a mulµimii {1, . . . , n}. Funcµia c utat  va � f : R → R de�nit 

prin f(x) = ϕ(x), pentru orice x ∈ R diferit de toate numerele yij ³i prin

f(yij) = yiσ(j),

pentru orice 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n; veri�carea relaµiei p ◦ f = f ◦ p se face exact ca mai sus.

Nu întâmpl tor am dat asemenea exemplu, condiµiile enunµului îl forµeaz . Într-adev r, în

primul rând observ m c , dac  x0 este punct �x pentru p (care comut  cu f , ca în enunµ), atunci

³i f(x0) are aceea³i proprietate:

p(f(x0)) = f(p(x0)) = f(x0),

deci inductiv deducem c  f [n](x0) = (f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
de n ori

)(x0) este punct �x pentru p, oricare ar � n ≥ 1.

Dac  ³irul (f [n](x0)) ar avea toµi termenii distincµi, p ar avea o in�nitate de puncte �xe, deci ar

rezulta, în mod necesar, p(x) = x, pentru orice x ∈ R (³i putem declara neinteresant acest exemplu

banal); a³a c  putem presupune c  exist  s > t numere naturale astfel încât f [s](x0) = f [t](x0).
Atunci injectivitatea lui f conduce la f [s−t](x0) = x0, deci pentru orice punct �x x0 al lui p exist 
un num r natural k astfel încât f [k](x0) = x0. (Se mai poate vedea ³i c  acest k trebuie s  �e cel

puµin 2, altfel f ar avea punct �x, ceea ce nu dorim; deci p trebuie s  aib  cel puµin dou  puncte

�xe.) În particular asta arat  c  orice punct �x al lui p trebuie s  �e valoare a funcµiei f .
Mai observ m c , dac  x0 este punct �x pentru f ³i y0 este astfel încât p(y0) = p(x0) = x0,

atunci ³i p(f(y0)) = f(p(y0)) = f(x0), deci dac  ecuaµia p(x) = x0 are m soluµii reale, atunci

ecuaµia p(x) = f(x0) are m1 soluµii reale ³i m1 ≥ m (iar am folosit c  f este injectiv ). Mai

departe deducem tot a³a c  ecuaµiile p(x) = f [2](x0), . . . , p(x) = f [k−1](x0), p(x) = f [k](x0) au

m2, . . . ,mk−1, mk soluµii respectiv ³i m ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mk . Dar ultima ecuaµie este, de fapt,

p(x) = x0, deci mk = m ³i astfel obµinem c  m = · · · = mk−1, deci c  toate ecuaµiile au acela³i

num r de soluµii. Iat  de ce exemplul dat (cel general) are înf µi³area pe care am v zut-o.

Dar mai mult de atât nu cred c  se poate face, deoarece nu avem nici un control asupra

funcµiilor ϕ care comut  cu o funcµie polinomial  oarecare. Se poate vedea acum c  exemplul de la

începutul soluµiei a fost construit pornind de la ϕ(x) = −x (care comut  cu p(x) = x3), dar puteam
g si ³i alte funcµii injective cu aceast  proprietate, de pild  ϕ(x) = x2q+1, cu q num r natural (³i

probabil c  mai sunt ³i altele). Iat  de ce nu credem c  se pot determina cumva toate funcµiile

polinomiale p cu proprietatea din enunµ.

Desigur, ar mai � ³i problema existenµei unei funcµii polinomiale având propriet µile de

mai sus. Cel puµin în cazul m = 1 (�ecare ecuaµie p(x) = xj s  aib  soluµie unic ) am reu³it s 

construim un asemenea exemplu (³i nu e prea greu de realizat) ³i credem c  se poate oricând.

Notele Redacµiei. 1. În cazul particular în care injectivitatea funcµiei f este realizat 

prin condiµia mai restrictiv  c  f este strict cresc toare, mulµimea soluµiilor se restrânge la cea

format  numai din funcµia polinomial  p(x) = x (aplicaµia identic  a mulµimii numerelor reale R).

Într-adev r, de�nind ³irul de numere reale (xn)n prin egalit µile:

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, 2, . . . (1)

observ m întâi c  x1 �= x0, deoarece egalitatea x1 = x0 ar echivala cu f(x0) = x0, ceea ce contrazice
faptul c  funcµia f nu admite puncte �xe.

Apoi, dac  x0 < x1, atunci printr-un raµionament elementar de inducµie (de altfel, bine-

cunoscut din teoria ³irurilor recurente!) se obµine c  ³irul (xn)n este strict cresc tor; analog, dac 
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x0 > x1, atunci ³irul este strict descresc tor. A³adar termenii ³irului (xn)n sunt distincµi doi câte

doi (³irul este injectiv).

A�rm m acum c 

p(xn) = xn, (2)

pentru orice n = 0, 1, 2, . . . Într-adev r, pentru n = 0, a�rmaµia este veri�cat , din enunµ, deoarece

x0 este punct �x pentru funcµia polinomial  p. S  presupunem acum c , pentru un n oarecare,

avem p(xn) = xn. Atunci, µinând seama de (1), de comutativitatea din enunµ ³i de ipoteza de

inducµie, rezult :

p(xn+1) = p(f(xn)) = f(p(xn)) = f(xn) = xn+1,

adic  p(xn+1) = xn+1.

De aici decurge c  funcµia polinomial  q : R → R, q(x) = p(x) − x admite ca r d cini toµi

termenii ³irului injectiv (xn)n, adic  admite o in�nitate (num rabil ) de r d cini, deci este funcµia

polinomial  identic nul . A³adar, p(x) = x, pentru orice x ∈ R.

2. O soluµie corect  a problemei a mai dat ³i domnul Marius Olteanu, inginer la S. C.

Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

221. Fie n ≥ 1 un num r natural. S  se arate c  mulµimea:

{n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}
se poate partiµiona în patru submulµimi, �ecare cu aceea³i sum  a elementelor, dac  ³i numai dac 

n este multiplu de 8 sau n este un num r de forma 8k + 5, unde k ≥ 1 este num r natural.

Marian Tetiva

Soluµia autorului. Necesitatea condiµiilor decurge în mod, oarecum, natural. Dac  not m cu

s suma elementelor din �ecare din cele patru submulµimi ale partiµiei (presupunând c  o asemenea

partiµie exist ), trebuie s  avem, evident

(n+ 1) + (n+ 2) + · · · + (n+ n) = 4s,
adic 

n(3n+ 1)

2
= 4s,

deci
n(3n+ 1)

8
= s trebuie s  �e num r natural, adic  trebuie ca 8 s  divid  produsul n(3n + 1).

Este clar c  n ³i 3n+1 sunt întotdeauna numere de parit µi diferite, deci de aici obµinem �e c  8|n,
�e c  8|(3n+ 1), ceea ce se dovede³te imediat a � echivalent cu faptul c  n d  restul 5 la împ rµirea

cu 8, sau n = 8k + 5, k �ind un num r natural. În acest al doilea caz nu putem avea, totu³i n = 5
(k = 0) deoarece mulµimea {6, 7, 8, 9, 10} nu poate � partiµionat  conform cerinµei enunµului (suma

s ar trebui s  �e 10 ³i, evident, nici un element � în afar  de 10 � nu poate � grupat cu altul � sau

altele � ca s  dea aceast  sum ), deci k ≥ 1.
Ne mai r mâne s  demonstr m c , pentru n de forma 8k sau 8k+ 5 (k ≥ 1 num r natural),

împ rµirea cerut  se poate realiza.

Aceasta este destul de simplu pentru n = 8k. Avem

{8k + 1, 8k + 2, . . . , 16k} = {8k + 1, 16k} ∪ {8k + 2, 16k − 1} ∪ · · · ∪ {12k, 12k + 1},
adic  o partiµie a mulµimii {8k + 1, 8k + 2, . . . , 16k} în 4k clase, �ecare având dou  elemente ³i

�ecare având aceea³i sum  a elementelor. Reunind arbitrar câte k din aceste 4k submulµimi (dar

astfel încât �ecare s  �e luat  în considerare) obµinem, evident partiµia cerut  (�ecare clas  va avea

2k elemente, a c ror sum  este k(24k + 1)).
Mai departe consider m n = 8k + 5; trebuie s  ar t m cum se poate partiµiona mulµimea

M = {8k + 6, 8k + 7, . . . , 16k + 10}
în 4 submulµimi, �ecare cu aceea³i sum  a elementelor (care trebuie s  �e s = (8k + 5)(3k + 2)).

Vom porni de la partiµia M = A ∪ B ∪ C ∪D a mulµimiiM , unde:

A = {8k + 6, 8k + 10, . . . , 16k + 6, 16k + 10}
B = {8k + 7, 8k + 11, . . . , 16k + 7}
C = {8k + 8, 8k + 12, . . . , 16k + 8}
D = {8k + 9, 8k + 13, . . . , 16k + 9}.

(Fiecare dintre aceste submulµimi conµine toate elementele luiM care dau acela³i rest la împ rµirea

cu 4; A are 2k + 2 elemente, iar �ecare dintre B, C, D conµine câte 2k + 1 numere.)
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Se vede imediat c , dac  not m t suma elementelor din D, atunci sumele elementelor din

C, B, A vor � respectiv t− (2k + 1), t− (4k + 2) ³i t+ (10k + 7); atunci, din

t+ t− (2k + 1) + t− (4k + 2) + t+ (10k + 7) = 4s,

rezult  t = s− (k+ 1). A³adar, suma numerelor din D este cu k+ 1 mai mic  decât ne-ar trebui, în

C suma este cu 3k + 2 mai mic , în B este mai mic  cu 5k + 3 ³i, în sfâr³it, suma elementelor din

A dep ³e³te cu 9k + 6 pe s, la care vrem s  ajungem. Ideea este s  schimb m între ele elementele

acestor mulµimi pentru a obµine, pe scheletul lor, alte submulµimi, toate cu suma elementelor s.
Vom considera k ≥ 2 (separat apoi k = 1).

Prima schimbare ,,aranjeaz � mulµimea D. Lu m din A ultimele k + 1 elemente, adic  pe

12k+10, 12k+14, . . . , 16k+10 ³i le punem în D, în locul ultimelor k+1 de acolo, adic  în locul lui

12k+9, 12k+13, . . . , 16k+9. Pe acestea le mut m în C, înlocuind pe 12k+8, 12k+12, . . . , 16k+8
care, din aceast  mulµime se mut  în A. Evident, astfel am realizat o nou  mulµime

D1 = {8k + 9, . . . , 12k + 5, 12k + 10 . . . , 16k + 10},
care are suma elementelor cu k + 1 mai mare decât D, adic  s.

De mulµimea B nu ne-am atins, iar A ³i C au devenit respectiv:

A1 = {8k + 6, . . . , 12k + 6, 12k + 8 . . . , 16k + 8}
³i

C1 = {8k + 8, . . . , 12k + 4, 12k + 9 . . . , 16k + 9};

A1, B1, C1, D1 realizeaz , ³i ele, o partiµie a lui M iar sumele elementelor lor sunt respectiv

s+ (7k + 4), s− (5k + 3), s− (2k + 1) ³i, cum am mai spus, s.
Pasul urm tor const  în interschimb rile:

8k + 10 ⇔ 8k + 8, 8k + 14 ⇔ 8k + 12, . . . , 12k + 2 ⇔ 12k ³i 16k + 8 ⇔ 16k + 5

între mulµimile A1 ³i C1. Acestea conduc la noua partiµie M = A2 ∪ B ∪ C2 ∪D1, unde

A2 = {8k + 6, 8k + 8, . . . , 12k, 12k + 6, 12k + 8, . . . , 16k + 4, 16k + 5}
are suma elementelor cu 2k + 1 mai mic  decât A1 (adic  s+ (5k + 3)) ³i

C2 = {8k + 10, . . . , 12k + 2, 12k + 4, 12k + 9, . . . , 16k + 1, 16k + 8, 16k + 9}
are suma elementelor cu 2k + 1 mai mare decât C1; deci suma elementelor din C2 este s.

În sfâr³it, mai avem de balansat ni³te elemente între A2 ³i B, pentru a echilibra ³i sumele

din aceste clase ale partiµiei. Realiz m asta cu interschimb rile (A2 ⇔ B):

12k + 8 ⇔ 12k + 3, 12k + 12 ⇔ 12k + 7, . . . , 16k + 4 ⇔ 16k − 1

(în num r de k) ³i
8k + 8 ⇔ 8k + 7, 16k + 5 ⇔ 16k + 3,

care conduc la mulµimile A3 ³i B1 care au suma elementelor cu 5k + 1 + 2 = 5k + 3 mai mic ,

respectiv mai mare, decât suma elementelor din A2, respectiv din B. Adic  A3 ∪B1 ∪C2 ∪D1 este

partiµia care îndepline³te cerinµele enunµului.

De exemplu, partiµia la care ajungem prin acest procedeu pentru k = 2 (adic  n = 21) este

{22, 23, . . . , 42} = {22, 23, 27, 30, 31, 35} ∪ {24, 32, 36, 37, 39}∪
∪{26, 28, 33, 40, 41} ∪ {25, 29, 34, 38, 42}.

Mai trebuie s  rezolv m cazul k = 1 (când ultima etap  a metodei descrise mai sus nu

merge, deoarece 12k + 3 = 8k + 7). Avem deci n = 13 ³i partiµia

{14, 15, . . . , 26} = {14, 15, 17, 19} ∪ {16, 24, 25} ∪ {18, 21, 26} ∪ {20, 22, 23}
care completeaz  soluµia.

Soluµie dat  deMarius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala

,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea. Not m A = {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}. Evident CardA = n.
Implicaµia direct : Dac  A se poate partiµiona cum cere enunµul, suma elementelor lui A

este (n+1)+(n+2)+ . . .+2n =
n(3n+ 1)

2
³i trebuie s  �e multiplu de 4. Într-adev r, dac  S este
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suma elementelor �ec reia din cele patru submulµimi, atunci
n(n+ 3)

2
= 4S, deci S =

n(n+ 3)

8
;

cum S ∈ N∗, iar n ³i 3n + 1 sunt de parit µi diferite, atunci n este multiplu de 8 , adic  n = 8l,
l ∈ N∗ sau 3n + 1 este multiplu de 8. În acest al doilea caz, în plus n trebuie s  �e obligatoriu

num r impar (altfel 3n+ 1 ar � impar, deci n-ar � multiplu de 8).

Fie deci n = 2p + 1, p ∈ N. Atunci 3(2p + 1) + 1 = 8t, unde t ∈ N∗, ceea ce este echivalent

cu 6p + 4 = 3t, adic  3p + 2 = 4t de unde p =
2(2t − 1)

3
. Cum p ∈ N, exist  m ∈ N astfel încât

2t − 1 = 3m. Cum 2t − 1 este num r impar, m trebuie s  �e tot un num r impar (pentru c ,

evident, 3 este impar), deci m = 2k + 1, unde k ∈ N
∗. Înlocuind avem:

n = 2p+ 1 = 2 · 2(2t − 1)

3
+ 1 = 2 · 2 − 3n

n
+ 1 = 4m+ 1 = 4(2k + 1) + 1 = 8k + 5,

deci n = 8k + 5, k ∈ N∗.
Implicaµia reciproc . Fie întâi n = 8l, l ∈ N

∗. Atunci A = {8l + 1, 8l + 2, . . . , 16l}
poate � împ rµit  în 4 submulµimi disjuncte cu aceea³i sum  a elementelor astfel: {8l + 1, 16l};
{8l+ 2, 16l− 1}; {8l+ 3, 16l− 2};. . . ; {8l+ 4l− 1, 16l− [(4l− 1) − 1]}; {8l+ 4l, 16l− (4l− 1)} (se

observ  c  suma elementelor este egal  cu 24l + 1).
Reuniunea primelor l dintre aceste submulµimi constituie prima clas  dintre cele patru clase

ale partiµiei.

Reuniunea primelor l dintre cele 3l submulµimi r mase constituie a doua clas  a partiµiei.

Apoi reuniunea primelor l dintre cele 2l submulµimi r mase constituie cea de a treia clas 

a partiµiei.

În �ne, reuniunea ultimelor l submulµimi r mase dup  ,,epuizarea� celor 3l submulµimi

constituie cea de a patra clas  a partiµiei.

Observaµie. Este interesant de stabilit num rul tuturor partiµiilor care se pot realiza conform

condiµiilor din enunµ, pentru acest caz.

Fie acum n = 8k + 5, k ∈ N∗. Atunci A = {8k + 6, 8k + 7, 8k + 8, . . . , 16k + 10}.
Fie A = B ∪ C ∪ D ∪ E partiµia dorit . În B punem pentru început, numerele 8k + 6,

8k + 7, 8k + 8, 16k + 4, în C numerele 8k + 9, 16k + 9, 16k + 7, în D numerele 8k + 10, 16k + 5,
16k + 10, iar în E numerele 8k + 11, 16k + 6, 16k + 8; pân  acum elementele din B, C, D ³i E
au aceea³i sum : 40k + 25. Numerele r mase de la 8k + 12 pân  la 16k + 3 (care sunt în total

(8k + 5) − 13 = 8(k − 1)), le împ rµim în k − 1 grupe de câte 8 numere consecutive, de forma

{p, p+ 1, p+ 2, p+ 3, p+ 4, p + 5, p+ 6, p+ 7}.
Mai departe, numerele p ³i p + 7 din �ecare grup  le punem în B � realizându-se prima

clas  a partiµiei �, numerele p + 1 ³i p+ 6 din �ecare grup  le punem în C � obµinându-se a doua

clas  a partiµiei �, numerele p + 2 ³i p + 5 din �ecare grup  le punem în D � rezultând a treia

clas  a partiµiei � ³i în cele din urm , numerele p + 3 ³i p + 4 din �ecare grup  le punem în E�
obµinându-se cea de a patra clas  a partiµiei. Cu aceasta problema este complet rezolvat .

Observaµie. Aceast  problem  precum ³i problemele G90, L90 ap rute în revista Recre-

aµii Matematice, nr. 2/2005, constituie complet ri la articolul ,,Ca s  rezolvi aceast  problem ...�

al c rui autor este profesorul Marian Tetiva, articol publicat în G.M.-B nr. 12/2005, pp. 611-615.

222. Fie a, b, c numere pozitive. S  se arate c :
a4

a3 + b3
+

b4

b3 + c3
+

c4

c3 + a3
≥ a+ b+ c

2
.

Vasile Cîrtoaje

Soluµia autorului. F r  a pierde din generalitate, putem considera c = max{a, b, c}.
Inegalitatea poate � scris  astfel:(

a4

a3 + b3
− a

2

)
+

(
b4

b3 + c3
− b

2

)
+

(
c4

c3 + a3
− c

2

)
≥ 0,

ceea ce echivaleaz  cu
a(a3 − b3)

a3 + b3
+
b(b3 − c3)

b3 + c3
+
c(c3 − a3)

c3 + a3
≥ 0.

Deoarece
a(a3 − b3)

a3 + b3
− b(a

3 − b3)

a3 + b3
=

(a − b)(a3 − b3)

a3 + b3
≥ 0,

este su�cient s  ar t m c 

b(a3 − b3)

a3 + b3
+
b(b3 − c3)

b3 + c3
+
c(c3 − a3)

c3 + a3
≥ 0.
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�inând seama c 

b(a3 − b3)

a3 + b3
+
b(b3 − c3)

b3 + c3
=

2b4(a3 − c3)

(a3 + b3)(b3 + c3)
,

ultima inegalitate este echivalent  cu

(c3 − a3)(c − b)[a3(2b3 + b2c+ bc2 + c3) − b3c(b2 + bc− c2)] ≥ 0. (1)

�inând seama c  (c3 − a3)(c− b) ≥ 0, este su�cient s  ar t m c 

a3(2b3 + b2c+ bc2 + c3) − b3c(b2 + bc− c2) ≥ 0. (2)

În cazul a ≥ b, avem:

a3(2b3+b2c+bc2+c3)−b3c(b2+bc−c2) ≥ b3(2b3+b2c+bc2+c3)−b3c(b2+bc−c2) = 2b3(b3+c3) ≥ 0.

Ca urmare, în continuare, vom considera c  0 ≤ a < b ≤ c.
Prin permutare, din (1), rezult  c  inegalitatea ciclic  dat  este adev rat  dac 

(a3 − b3)(a − c)[b3(2c3 + c2a+ ca2 + a3) − c3a(c2 + ca− a2)] ≥ 0.

Deoarece (a3 − b3)(a − c) > 0 pentru 0 ≥ a < b ≥ c, este su�cient s  ar t m c 

b3(2c3 + c2a+ ca2 + a3) − c3a(c2 + ca− a2) ≥ 0. (3)

Pentru a încheia demonstraµia, vom ar ta c  (2) este adev rat  pentru 5b3 ≤ 5a3 + c3, iar
(3) este adev rat  pentru 5b3 ≥ 5a3 + c3. Din considerente de omogenitate, vom considera c = 1.
Trebuie s  ar t m c 

a3(2b3 + b2 + b+ 1) − b3(b2 + b− 1) ≥ 0, (4)

pentru 5b3 ≤ 5a3 + 1 ³i, respectiv:

b3(2 + a+ a2 + a3) − a(1 + a− a2) ≥ 0, (5)

pentru 5b3 ≥ 5a3 + 1.
Deoarece (4) este adev rat  pentru b2 + b − 1 ≤ 0, consider m acum c  b2 + b − 1 > 0.

�inând seama de aceast  condiµie ³i de faptul c  5b3 ≤ 5a3 + 1, avem:

5a3(2b3 + b2 + b+ 1) − 5b3(b2 + b− 1) ≥ (5b3 − 1)(2b3 + b2 + b+ 1) − 5b3(b2 + b− 1) =

= 10b6 + 8b3 − b2 − b− 1 = 8b6 + (b2 + b− 1)(2b4 − 2b3 + 4b2 + 2b+ 1) >

> (b2 + b− 1)(b4 − 2b3 + b2) = b2(b2 + b− 1)(b − 1) ≥ 0.

La rândul ei, inegalitatea (5) este adev rat  pentru 5b3 ≥ 5a3 + 1, deoarece

5b3(2 + a + a2 + a3) − 5a(1 + a− a2) ≥ (5a3 + 1)(2 + a+ a2 + a3) − 5a(1 + a− a2) =

= 5a6 + 5a5 + 5a4 + 16a3 − 4a2 − 4a+ 2 > 12a3 − 4a2 − 5a+ 2 = (2a − 1)2(3a + 2) ≥ 0.

Cu aceasta, demonstraµia este încheiat . Avem egalitate numai în cazul a = b = c.

Soluµie dat  deMarius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala

,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea. Distingem cele ³ase relaµii de ordine dinte numerele a, b, c ³i
anume:

(I)

 a ≥ b ≥ c
b ≥ c ≥ a
c ≥ a ≥ b

, (II)

 a ≥ c ≥ b
b ≥ a ≥ c
c ≥ b ≥ a

.

În continuare vom studia numai cazurile a ≥ c ≥ b, a ≥ b ≥ c , deoarece, dup  cum se va

observa în continuare, celelalte cazuri se reduc la unul din cele dou  ,,de baz �.

A³adar, presupunem pentru început c  ne situ m în cazul a ≥ c ≥ b.
Not m

a

b
= x ≥ y =

c

b
; evident x ≥ y ≥ 1 ³i a = bx, c = by. Înlocuind acum pe a ³i

b în inegalitatea cerut  ³i efectuând câteva calcule, urmeaz  a se demonstra c  avem urm toarea

inegalitate:

x4

x3 + 1
+

1

y3 + 1
+

y4

x3 + y3
≥ x+ y + 1

2
, ∀x ≥ y ≥ 1. (1)
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Aducând la acela³i numitor, inegalitatea (1) este echivalent  cu:

2
[
x4(x3 + y3)(y3 + 1) + y4(x3 + 1)(y3 + 1) + (x3 + 1)(y3 + x3)

] ≥
≥ (x+ y + 1)(x3 + 1)(y3 + 1)(x3 + y3) ⇔

⇔ 2
(
x7y3 + x7 + x4y6 + x4y3 + x3y3 + x3y4 + y7 + y4 + x3y3 + x3 + y3 + x6

) ≥
≥ (x+ y + 1)(x3 + y3)(x3 + y3 + x3y3 + 1) = (x+ y + 1)(x6 + x3y3 + x6y3 + x3 + x3y3 + y6+

+x3y6 + y3) = (x+ y + 1)(x6 + y6 + x3 + y3 + x3y6 + x6y3 + 2x3y3) =

= x7 + xy6 + x4 + xy3 + x4y6 + x7y3 + 2x4y3 + x6y+

+y7 + x3y + y4 + x3y7 + x6y4 + 2x3y4 + x6 + y6 + x3 + y3+

+x3y6 + x6y3 + 3x3y3 ⇔ x7y3 + x7 + x4y6 + x3y7 + y7 + y4 + x3 + y3 + x6 ≥
≥ xy6 + x4 + xy3 + x6y + x3y + x6y4 + y6 + x3y6 + x6y3 ⇔

⇔ x7(y3 + 1) + x6(1 − y − y4 − y3) + x4(y6 − 1) + x3(y7 + 1 − y − y6)+

+xy3(−y3 − 1) + y7 + y4 + y3 − y6 ≥ 0.
(2)

Deoarece variabilele x, y sunt independente, putem �xa pe y ³i s  consider m funcµia

f : [y,∞) de�nit  prin:

f(x) = x7(y3+1)−x6(y4+y3+y−1)+x4(y6−1)+x3(y7−y6−y+1)−xy3(y3+1)+y7−y6+y4+y3.

Astfel, a demonstra inegalitatea (2), revine la a ar ta c  f(x) ≥ 0, pentru orice x ∈ [y,∞),
unde y ≥ 1. Avem:

f ′(x) = 7x6(y3 + 1) − 6x5(y4 + y3 + y − 1) + 4x3(y6 − 1) + 3x2(y7 − y6 − y + 1) − y3(y3 + 1),

f ′′(x) = 42x5(y3 + 1) − 30x4(y4 + y3 + y − 1) + 12x2(y6 − 1) + 6x(y7 − y6 − y + 1),

f ′′′(x) = 210x4(y3 + 1) − 120x3(y4 + y3 + y − 1) + 24x(y6 − 1) + 6(y7 − y6 − y + 1),

f(IV )(x) = 840x3(y3 + 1) − 360x2(y4 + y3 + y − 1) + 24(y6 − 1) + 6(y7 − y6 − y + 1).

Îns :

840x3(y3 + 1) = 360x3y3 + 360x3y3 + 120x3y3 + 840x3 > 360x2y4 + 360x2y3 + 360x2y.

Într-adev r, inegalitatea precedent  este echivalent  cu:

360x2y3(x− y) + 360x2y3(x− 1) + x2(840x − 360y) + 120x3y3 > 0,

ceea ce este adev rat deoarece x ≥ y ≥ 1.
Cum y6 − 1 ≥ 0, deoarece y ≥ 1, din cele de mai sus rezult  c  f(IV )(x) > 0. Prin urmare

f ′′′ este strict cresc toare pe intervalul [y,∞), de unde f ′′′(x) ≥ f ′′(y), pentru orice x ∈ [y,∞).
S  observ m c 

f ′′′(y) = 210y4(y3 + 1) − 120y3(y4 + y3 + y − 1) + 24y(y6 − 1) + 6(y7 − y6 − y + 1) =
= 120y7 − 126y6 + 90y4 + 120y3 − 30y + 6.

Fie g : [1,∞) → R, de�nit  prin:

g(y) = 120y7 − 126y6 + 90y4 + 120y3 − 30y + 6.

Atunci

g′(y) = 840y6 − 756y5 + 360y3 + 360y − 30 ≥ 0,

deci g este strict cresc toare pe intervalul [1,∞). Prin urmare g(y) ≥ g(1) = 0, de unde g(y) ≥ 0,
pentru orice y ≥ 1.

Cum, de fapt, f ′′′(y) = g(y), rezult  c  f ′′′(y) ≥ 0, deci f ′′′(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ [y,∞).
A³adar, f ′′(x) este cresc toare pe [y,∞), deci f ′′(x) ≥ f ′′(y).
S  observ m c 

f ′′(y) = 42y5(y3 + 1) − 30y4(y4 + y3 + y − 1) + 12y2(y6 − 1) + 6y(y7 − y6 − y + 1),

i.e.

f ′′(y) = 30y8 − 36y7 + 12y5 + 30y4 − 18y2 + 6y.
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Fie h : [1,∞) → R, de�nit  prin:

h(y) = 30y8 − 36y7 + 12y5 + 30y4 − 18y2 + 6y.

Atunci

h′(y) = 240y7 − 252y6 + 60y4 + 120y3 − 36y + 6,

h′′(y) = 1680y6 − 1512y5 + 240y3 + 360y2 − 36 > 0.

Drept urmare h′ este strict cresc toare pe intervalul [1,∞), de unde h′(y) ≥h′(1)= 138 > 0,
deci h este strict cresc toare pe intervalul [1,∞). Atunci h(y) ≥ h(1) = 24 > 0, de unde

f ′′(y) = h(y) > 0. A³adar f ′′(x) ≥ f ′′(y), pentru orice y ≥ 1 ³i x ∈ [y,∞), ceea ce implic 

faptul c  f ′ este cresc toare ³i, în consecinµ , f ′(x) ≥ f ′(y).
S  observ m c :

f ′(y) = 7y6(y3 + 1) − 6y5(y4 + y3 + y − 1) + 4y3(y6 − 1) + 3y2(y7 − y6 − y + 1) − y3(y3 + 1) =
= 8y9 − 9y8 + 6y5 − 8y3 + 3y2.

Fie u : [1,∞) → R, de�nit  prin:

u(y) = 8y9 − 9y8 + 6y5 − 8y3 + 3y2.

Atunci:

u′(y) = 72y8 − 72y7 + 30y4 − 24y2 + 6y > 0, ∀ y ≥ 1,

deci u este strict cresc toare pe intervalul [1,∞), de unde u(y) ≥ u(1) = 0. Atunci f ′(y) = u(y) ≥ 0
³i prin urmare f ′(x) ≥ 0. A³adar, f este strict cresc toare pe intervalul [y,∞), deci

f(x) = f(y) = 2y10−2y9−2y4+2y3 = 2y3(y7−y6−y+1) = 2y3(y−1)2(y5+y4+y3+y2+y+1) ≥ 0,

pentru orice y ∈ [1,∞).
În concluzie f(x) ≥ 0, oricare ar � x ∈ [y,∞).
Egalitatea se atinge dac  ³i numai dac  x = y = 1, ceea ce echivaleaz  cu a = b = c.

MANIFEST�RI �TIIN�IFICE

Conferinµa internaµional  de Algebr  comutativ 

Constanµa, 29-31 martie 2007

În perioada 29-31 martie 2007 s-au desf ³urat la Universitatea Ovidius din Constanµa lu-

cr rile Conferinµei internaµionale ,,Comutative Algebra and Related Structures�, organizat  de c tre

Facultatea de Matematic  ³i Informatic  a Universit µii din Constanµa, Institutul de Matematic 

Simion Stoilow al Academiei Române ³i Societatea de �tiinµe Matematice din România.

Prima zi a conferinµei a debutat în Sala Senatului Universit µii Ovidius, unde s-a desf ³urat

festivitatea de decernare a titlului de Doctor Honoris Causa domnului profesor Dorin Popescu,

profesor la Universitatea din Bucure³ti, Pre³edintele Societ µii de �tiinµe Matematice din România.

Au participat matematicieni din Germania ³i România, prieteni, colegi ³i studenµi ai profesorului

s rb torit cu ocazia împlinirii vârstei de 60 de ani.

În celelalte dou  zile au fost prezentate lucr rile participanµilor: J. Herzog, Universitatea din

Essen (Vertex cover algebras), S. Basarab, Institutul de Matematic  al Academiei (Kneser and co

- Galois structures), G. P�ster, Universitatea din Kaiserslauten (The property of approximation-

stories of the old days), S. Ianu³, Universitatea din Bucure³ti ³i W. Bosko�, Universitatea din

Constanµa (Harmonic maps on manifolds with some remarkable geometric structures), B. Martin,

Universitatea din Cottbus (A strange connection between Milnor algebras and modular germs), D.

�tef nescu, Universitatea din Bucure³ti (Polynomial divisors and bounds for polynomial roots), F.

Nicolae, Universitatea din Berlin (On Artin's L-functions), A. Gica, Universitatea din Bucure³ti

(A generalization of a result of Fermat), M. Rockzen, Universitatea Humboldt din Berlin (From

approximation of solutions of polynomials to stringy invariants), M. Kure³, Universitatea din Brno

(Weil algebras: from geometric to algebraic questions), M. Becheanu ³i M. Vl doiu, Universitatea

din Bucure³ti (Irreductible polynomials in two series of variables), C. Baciu, Universitatea din

Mainz (Rank two Ulrich Modules over the A�ne Cone of the Simple Node), A. �tefan, Universitatea

din Ploie³ti (The facets cone associated to some classes of transversal polymatroids). V. Ene,

Universitatea din Constanµa (Maximal Cohen Macaulay modules over hypersurface rings).
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Cu prilejul conferinµei, domnului prof. dr. Dorin Popescu i s-a înmânat diploma de onoare

a Biroului Consiliului Societ µii de �tiinµe Matematice din România.

Mircea Trifu

Laudatio

cu ocazia conferirii titlului de Doctor Honoris Causa al Universit µii

Ovidius din Constanµa profesorului universitar

dr. Dorin-Mihail Popescu, de la Universitatea din Bucure³ti ³i de la

Institutul de Matematic  Simion Stoilow al Academiei Române

Universitatea Ovidius are ast zi onoarea

³i bucuria de a conferi titlul de Doctor Honoris

Causa unui mare matematician român, prieten

vechi al Facult µii de Matematic  ³i Informatic ,

distinsului cercet tor ³i profesor Dorin-Mihail

Popescu, bine cunoscut profesor de matematic 

al universit µii bucure³tene, om de ³tiinµ  recu-

noscut pe plan mondial, pre³edintele Societ µii

de �tiinte Matematice din România.

Este o onoare pentru noi s  prezent m în

faµa domniilor voastre viaµa ³i activitatea profe-

sorului Dorin Popescu.

Dl. Dorin-Mihail Popescu s-a n scut

la 21 martie 1947, în comuna P târlagele din

judeµul Buz u. În comuna natal  a descoperit

matematica, îndrumat de profesorul Nicolae Zu-

gravu în clasa a V-a; dup  aceea, a înv µat singur

matematic  din pasiune. A urmat cursurile

Prof. univ. dr. D. Popescu cu ocazia

conferirii titlului de Doctor Honoris Causa al

Universit µii Ovidius din Constanµa

liceale la Colegiul Naµional Bogdan Petriceicu Ha³deu din Buz u, absolvind liceul în 1964. În

acela³i an, dl. Dorin Popescu a dat examen de admitere la Facultatea de Matematic -Mecanic  a

Universit µii din Bucure³ti. Pasionat de matematic  din clasele elementare, a înv µat cu pasiune ³i

a participat � înc  din primul an de facultate � la un cerc studenµesc de teoria categoriilor, condus

de tân rul cercet tor de la Institutul de Matematic  al Academiei Nicolae Popescu. A întâlnit

astfel domeniul care va deveni pasiunea vieµii sale � algebra � înc  din anul I ³i a început s  fac 

cercet ri originale în algebr  ca student. Singur sau în colaborare cu colegul George Georgescu a

publicat, de pe b ncile facult µii, patru articole originale, dintre care trei în Franµa, dou  dintre ele,

consacrate fascicolelor unei teorii, în prestigioasa revist  a Academiei franceze ,,Comptes Rendus

de l'Academie des Sciences�. În 1969 Dorin Popescu a terminat facultatea ³i � absolvent eminent

� a fost repartizat ca preparator la catedra de algebr  a Facult µii de Matematic  din Bucure³ti,

condus , pe atunci, de prof. Gh. Galbur . A concurat apoi la postul de asistent ³i a funcµionat

în facultate pân  în 1979, când a concurat pe un post de Cercetator Principal III, la Institutul de

Matematic  care, pe atunci, devenise INCREST (Institutul Naµional pentru Creaµie �tiinµi�c  ³i

Tehnic ), post pe care l-a ocupat pân  în 1990. La INCREST, dl. Dorin Popescu avea mai mult

r gaz pentru cercetare; este, de altfel, motivul pentru care a optat pentru postul de acolo.

La foarte scurt timp, Dorin Popescu a reu³it s -³i termine studiile doctorale cu profe-

sorul Ionel Bucur ; acest lucru s-a întâmplat în 1974, când a susµinut teza cu titlul ,,Aproximarea

forte peste inele excelente de valuare discret �, o tez  bine apreciat , care i-a adus recunoa³tere

naµional  ³i internaµional . A publicat peste dou zeci de articole asupra aproxim rilor Artin, desin-

gulariz rilor Néron, inelelor henseliene, inelelor ³i corpurilor valuate, continuând, cu multe nout µi

³i cu aplicaµii la zi, ideile din tez .

Fire sportiv , Dorin Popescu a iubit ³i iube³te ascensiunile montane ³i marea, care i-au

asigurat rezistenµ  �zic  ³i rezistenµ  mental , absolut necesare cercet rii matematice.

Activitatea ³tiinµi�c  a D-lui Dorin Popescu

Rezultatele obµinute de domnia sa în cercetarea matematic  îi asigur  un loc de frunte

între matematicienii români ³i recunoa³terea internaµional . Ele i-au adus un premiu I pentru

cercetare în 1973 la Atena, conferit de Uniunea Matematicienilor din Balcani, ³i premiul Academiei
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din 1979. La 33 de ani, a obµinut, prin concurs, o bursa NSF la Institute for Advanced Study de

la Princeton, S.U.A., unde a cunoscut ³i a fost cunoscut de mari matematicieni. În 1990-1991,

a putut onora o burs  Humboldt la Universitatea din Essen, Germania, extins  apoi pentru un

semestru la Universitatea din Osnabrück. Între 1993-1997, în �ecare an, dl. prof. Dorin Popescu a

fost profesor vizitator în universit µi de marc  din Germania ³i din alte µ ri. Astfel, a fost 6 luni la

Göttingen, Kaiserslautern, Essen (în programul Humboldt), o lun  la Universitatea din Edinburgh,

o lun  la Universitatea din Kaiserslautern, o lun  la Universitatea din Bielefeld. În 1999, a obµinut

un grant EPSRC ³i a vizitat din nou Universitatea din Edinburgh ³i, câte dou  luni, în programul

Humboldt, a lucrat în universit µile din Kaiserslautern ³i Essen. La acelea³i universit µi, ³i-a

continuat activitatea în seminariile lor stiinµi�ce ³i în anii urm tori, cu granturi DAAD. În Franµa

a fost invitat la universitatea din Bordeaux, în Spania la universitatea din Barcelona; la Berlin,

Essen, Kaiserslautern a mers de multe ori, cu burse europene sau ale Academiei Germane. A

conferenµiat la universit µi ³i institute de cercetare renumite: MIT, Berkeley, Los Angeles, Salt

Lake City, Urbana-Champaigne în S.U.A., la Montreal în Canada, la Edinburg, Glasgow, She�eld

(Anglia), la Kyoto, Nagoya (Japonia), la Genova, Ferrara, Catania (Italia), la Barcelona (Spania),

la Bordeaux, Luminy, Grenoble (Franµa), la Oslo (Norvegia), la Var³ovia (Polonia), la Budapesta

(Ungaria), la Utrecht (Olanda), la Innsbruck (Austria), la multe dintre universit µile germane.

Domeniile de interes ³tiinµi�c ale profesorului sunt algebra comutativ  ³i geometria alge-

bric , domenii care au cunoscut o adev rat  în�orire în ultimele decenii ale secolului trecut ³i care

sunt ³i ast zi în plin  dezvoltare.

Primele rezultate originale ale cercet rii ³tiinµi�ce desf ³urate de prof. Dorin Popescu se

refer  la:

• Aproximarea Artin ³i inele henseliene;

• Desingularizarea Néron;

• Module proiective de inele de polinoame peste un inel regulat.

Dl. Popescu a dat soluµii unor conjecturi aparµinând lui M. Artin ³i Bass-Quillen, soluµii

care au fost prezentate în Seminarul Bourbaki (1993- 1994) de B. Teissier ³i pe care R. Swan le-a

prezentat, în 1998, în lucrarea ,,Néron-Popescu Desingularization�.

Dup  1987, Dorin Popescu a început s  studieze modulele Cohen-Macaulay. A studiat

modulele Cohen-Macaulay maximale, module cvasi-Buchsbaum, module Cohen-Macaulay gene-

ralizate, algebre Rees ³i aplicaµii ale combinatoricii în algebr . Mai precis, iat  câteva dintre

rezultatele obµinute de domnia sa:

• Împreun  cu Jürgen Herzog ³i Liam O'Carroll, a completat o teorem  a lui Knörrer,

folosind-o la descrierea modulelor Cohen-Macaulay peste unele hipersuprafeµe;

• Împreun  cu Gerhard P�ster, a completat teorema de periodicitate a lui Knörrer în

caracteristic  2;

• Împreun  cu Jürgen Herzog, a demonstrat conjectura lui Pardue referitoare la regularitate

³i a dat r spunsuri parµiale la conjecturi ale lui Eisenbud-Green-Harris în teoria Cayley-Bacharach

³i în teoria lui Castelnuovo.

• Împreun  cu Radu Laza ³i Gerhard P�ster, a descris modulele Colen-Macaulay maximale

peste conul curbei proiective V (f), f = X3 +Y 3 +Z3, folosind clasi�carea lui Atiyah a variet µilor

peste V (f).
• Împreun  cu Corina Baciu, Viviana Ene ³i Gerhard P�ster, a descris modulele Cohen-

Macaulay maximale pentru suprafeµe V (f), f = X3 + Y 3 + Z3 + U3 de rang inferior sau egal

cu 2.

• Împreun  cu Jürgen Herzog, Dorin Popescu a extins conceptul de complex simplicial

,,shellabil� la multicomplexe, studiind �ltr rile de module aproape curate.

S-ar putea, desigur, scrie multe despre rezultatele cercet rii ³tiinµi�ce a d-luiDorin Popescu,

care sunt apreciate în toat  lumea matematic  ³i sunt concretizate în peste 80 de articole publicate

în reviste de matematic  de bun  reputaµie ³tiinµi�c  ³i în monogra�i care se bucur  de larg 

recunoa³tere ³i de o pres  ³tiinµi�c  bun . Cit m câteva dintre monogra�i, cu titlurile lor, anul

public rii ³i editura:

• Die Approximationseigenschaft lokaler Ringe, în Lecture Notes în Mathematics, Nr. 634,

Springer, 1978;

• Inele henseliene ³i proprietatea de aproximare a lui Artin (cu V. Nica), Ed. Univ.

Bucure³ti, 1979;

• Elemente de teoria grupurilor �nite (cu Constantin Vraciu), Ed. �tiinµi�c  ³i Enciclope-

dic , 1986;
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• Criptogra�e, coduri, algoritmi (cu C t t lin Gherghe), Ed. Univ. Bucure³ti, 2005.

Prestaµia didactic  a profesorului Dorin Popescu este unanim apreciat  de studenµi ³i de

colegi. Cursurile sale sunt moderne ³i conµin idei de cercetare pentru auditoriu. �tim acest lucru

³i din cursurile predate un semestru la facultatea noastr . Ultima monogra�e este, de altfel, scris 

cu intenµia ca studenµii s  ³tie aplicaµii ale algebrei comutative în criptogra�e.

De altfel, cu generozitate, Dorin Popescu a îndrumat pa³ii spre cercetare multor tineri din

anturajul s u, dându-le idei matematice, urm rindu-le progresele, îndemnându-i s  lucreze. A creat

o adev rat  ³coal , care are o viaµ  ³tiinµi�c  vie, particip ri la conferinµe naµionale ³i internaµionale

³i care continu  ³coala profesorilor s i Gh. Galbur  ³i Nicolae Radu. Este un exigent conduc tor

de doctorate.

A fost un promotor al ³colilor naµionale de algebr , pe care le-a organizat începând cu 1985,

mai întâi la Universitatea Al. I. Cuza din Ia³i, împreun  cu d-na Mirela �tef nescu (1985-1989), ³i

apoi la Universitatea Ovidius împreun  cu doctoranda sa, d-na Viviana Ene, cu Mirela �tef nescu

³i cu alµi colaboratori de la Facultatea de Matematic  ³i Informatic  a Universit µii Bucure³ti ³i

de la Institutul de Matematic  al Academiei Române. Num r m ast zi peste 15 ediµii ale acestei

³coli, care funcµioneaz  în primul rând datorit  entuziasmului profesorului Dorin Popescu.

Pentru noi, participarea la aceste ³coli a profesorului D. Popescu, împreun  cu ³coala sa

³i cu unii dintre prietenii s i din Germania ³i elevi ai acestora, le-a conferit acestora o calitate

deosebit  ³i o prestanµa internaµional .

Sentimentul datoriei faµ  de comuni-

tatea matematic  româneasc  l-a f cut pe dl.

prof. Dorin Popescu s  accepte, din 2004,

pre³edinµia Societ µii de �tiinµe Matematice

din România. Prezenµa sa acolo este deja re-

marcabil ; publicaµiile Societ µii au devenit

tot mai bune, �lialele se întrec în iniµiative,

Societatea a redevenit tot mai mult un fac-

tor activ în dezvoltarea studiului matematicii

în România, s-a ref cut leg tura dintre ³coala

universitar  ³i cea preuniversitar  de mate-

matic .

Noi îl vedem pe profesorul Dorin

Popescu de câteva ori pe an; a participat la

toate manifest rile ³tiinµi�ce de algebr , �ind

mai întotdeauna între organizatori, la ³edinµe

ale Filialei S.S.M.R. din Constanµa, ne-a dat

sfaturi ³i ne-a ajutat. Îl consider m un prie-

ten, un sf tuitor, un exemplu.

Îi mulµumim pentru toate cu aceast 

ocazie, suntem onoraµi c  a acceptat s 

primeasc  titlul de Doctor Honoris Causa al

Universit µii Ovidius din Constanµa, ceea ce

pentru noi înseamn  c  ne preµuie³te ³i crede

în viitorul ³i prezentul acestei universit µi.

Martori ast zi ai unui moment de ex-

cepµie, conferirea titlului de Doctor Honoris

Causa al universit µii tomitane d-lui profesor

Dorin Popescu, îl felicit m pentru primirea

acestui titlu, îi ur m succese în continuare,

multa s n tate ³i putere de munc .
Cu ocazia împlinirii vârstei de 60 de ani, îi ur m, din toat  inima ,,La mulµi ani�, multe

bucurii ³i realiz ri, domniei sale ³i familiei sale.

Prof. univ. Wladimir Georges Bosko�

Decanul Facult µii de Matematic 

Universitatea Ovidius din Constanµa
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�coala de var  de Criptogra�e de la Vatra Dornei, 20-25 august 2006

Activitate matematic  interesant  ³i inedit  prin conµinut, �coala de Criptogra�e ³i Crip-

tologie a fost organizat  de c tre facult µile de matematic  ale Universit µii din Bucure³ti ³i Uni-

versit µii Ovidius din Constanµa.

Au participat cadre didactice ³i studenµi de la universit µile din Bucure³ti, Cluj, Constanµa,

Pite³ti ³i Ploie³ti, cercet tori de la Institutul de Matematic  Simion Stoilow al Academiei Române,

profesori din înv µ mântul preuniversitar.

Au susµinut expuneri: prof. univ. dr. Dorin Popescu, Universitatea din Bucure³ti (,,Intro-

ducere în teoria numerelor. Criptosisteme cu curbe eliptice�), conf. univ. dr. C t lin Gheorghe,

Universitatea din Bucure³ti (,,Criptosisteme cu cheie public . Criptosistemul DES, Criptogra�e

cuantic �), lector. univ. dr. Cristina Flaut, Universitatea Ovidius din Constanµa (,,Criptosisteme

clasice�, aplicaµiile �ind susµinute de c tre studenµii const nµeni Oana Apetrei, Sheila Ablamit, �te-

fan Curcan, Alexandru Mizeranschi ³i Georgeta Pan ), asistent univ. Silviu Vasile, Universitatea

din Bucure³ti (,,Criptosistemul AES, Signaturi digitale�), studenµii bucure³teni Roxana Iacobescu

(,,Criptosistemul Knapsack�), Maria Popescu ³i Iuliana Vlad (,,Moduri de criptare bloc ³i funcµii

hash�).

Prezentate ,,pe înµelesul tuturor�, expunerile s-au bucurat de o primire c lduroas , activi-

tatea urmând s  se continue ³i în anii urm tori.

Mircea Trifu

DIN VIA�A SOCIET��II

Academicianul Profesor Dimitrie D. Stancu la 80 de ani

Anul acesta academicianul profesor D. D. Stancu, ³eful ³colii române³ti de Analiz  numeric 

³i Teoria aproxim rii, a împlinit frumoasa vârst  de 80 de ani.

S rb torit de c tre Universitatea Babe³-Bolyai, unde este prezent din 1947, academicianul

D. D. Stancu iradiaz  acela³i robust optimism ³i aceea³i bucurie de viaµ  dintotdeauna; este ³i

bucuria realiz rilor dintr-o munc  de peste ³ase decenii pe t râmul matematicii: realiz ri ³tiinµi�ce

(în domenii pe care le vom prezenta pe scurt), precum ³i realiz ri la catedr , ca profesor la Facul-

tatea de Matematic  a Universit µii Babe³-Bolyai ³i conduc tor ³tiinµi�c a peste 45 de doctoranzi �

români ³i str ini � care au obµinut titlul ³tiinµi�c de doctor în matematic  sub îndrumarea domniei

sale.

Ca o recunoa³tere a contribuµiilor sale ³tiinµi�ce deosebite în matematic , profesorul uni-

versitar D. D. Stancu a fost distins cu titlul ³tiinµi�c Doctor Honoris Causa al Universit µii Lucian

Blaga din Sibiu ³i al Universit µii de Nord din Baia Mare. Fiind membru de peste 30 de ani al

American Mathematical Society, i s-a acordat titlul de membru emerit al acestei societ µi.

Academicianul D. D. Stancu s-a n scut la 11 februarie 1927 în comuna b n µean  C lacea.

Dup  absolvirea prestigiosului liceu ,,Moise Nicoar � din Arad (unde înv µaser , cu circa 20 de

ani mai înainte, ³i valoro³ii matematicieni Tiberiu Popoviciu ³i Caius Iacob), în acei ani di�cili

de dup  r zboi, D. D. Stancu reu³e³te s  treac  peste di�cult µi materiale, iar în anul 1947 se

înscrie la Facultatea de Matematic  a Universit µii Victor Babe³ din Cluj. Aici resimte bene�c

in�uenµa maestrului s u Tiberiu Popoviciu, care observase imediat marele talent matematic ³i este

angajat preparator înc  din anul al treilea de studii, pentru ca, imediat dup  dobândirea licenµei,

în 1951, s  �e numit asistent, întâi la Catedra de Mecanic  ³i Astronomie ³i ulterior la Catedra

de Analiz  Matematic  (³ef de catedr  � Tiberiu Popoviciu). Este admis la doctorat în 1952, pe

baz  de concurs, iar în 1956 susµine teza (�nalizat  deja din 1955); conduc tor ³tiinµi�c a fost

Tiberiu Popoviciu, iar din comisie au mai f cut parte Miron Nicolescu, Dumitru V. Ionescu ³i

Adolf Haimovici. În anul universitar 1961-1962 lucreaz , pe baz  de concurs, la Departamentul de

Analiz  numeric  al Universit µii Wisconsin din ora³ul Madison (capitala statului Wisconsin, S.

U. A.), condus pe atunci de c tre profesorul Preston C. Hammer. Acolo a cunoscut personal pe

matematicienii J. Favard, A. Ostrovski, I. J. Schoenberg, G. G. Lorentz, P. L. Butzer, A. Sharma,

L. Collatz, P. Davis, A. S. Householder, P. Davis, M. Urabe, N. Gastinel ³i alµii. În Statele Unite

a mai prezentat lucr ri la întâlnirile A. M. S. din ora³ele americane Milwakee, Chicago ³i New York.

Dup  întoarcerea din S.U.A., în 1962, este numit prodecan al Facult µii de Matematic 

(�ind deja conferenµiar din 1959) ³i ³ef al Catedrei de Calcul Numeric ³i Statistic, nou în�inµate.

150



În 1969 devine profesor. D. D. Stancu a condus Catedra de Calcul Numeric ³i Statistic, de la

în�inµare, timp de peste 33 de ani, pân  la pensionarea sa, din 1995.

Profesorul D. D. Stancu a µinut cursuri de Analiz  numeric , Teoria aproxim rii, Teoria

constructiv  a funcµiilor, Teoria probabilit µilor, Analiz  matematic , iar la un moment dat, chiar

³i de Aritmetic  ³i Teoria numerelor, precum ³i Programarea automat  a ma³inilor de calcul.

Îmbinând în mod fericit activitatea la catedr  ³i cea de cercetare, profesorul D. D. Stancu

a obµinut rezultate importante în toate compartimentele Analizei numerice ³i Teoriei aproxim rii:

Teoria interpol rii (unde a efectuat o reconsiderare profund  a formulelor de interpolare cu noduri

multiple de tip Hermite), Derivare numeric , Polinoame ortogonale (în special în leg tur  cu for-

mulele de cuadratur  de tip Gauss), Cuadraturi ³i cubaturi numerice (unde a stabilit noi formule),

Dezvolt ri Tayloriene. În domeniul aproxim rii funcµiilor prin operatori liniari pozitivi, a de�nit un

operator de aproximare care ast zi îi poart  numele ³i care constituie o generalizare remarcabil  a

operatorului lui S. Bernstein, legat de teorema de aproximare a lui Weierstrass. A stabilit ³i apro-

fundat în cazuri foarte generale metodele probabilistice de construire ³i investigare a operatorilor

de aproximare. A stabilit formule ³i reprezent ri pentru rest la numeroase formule de aproximare.

Are rezultate noi în teoria aproxim rii spline ³i în utilizarea calculului cu diferenµe �nite ³i a cal-

culului operatorial �nit (calculul umbral) în construirea de operatori de aproximare. De asemenea,

are importante contribuµii în utilizarea calculului cu diferenµe �nite în Teoria probabilit µilor ³i

Statistica matematic .

De-a lungul anilor, profesorul universitar Dimitrie D. Stancu a µinut numeroase conferinµe

³i a participat la numeroase evenimente ³tiinµi�ce în Germania (Stuttgart, Hannovra, Hamburg,

Göttingen, Dortmund, Münster, Siegen, Würzburg, Berlin, Oberwolfach), Italia (Roma, Neapole,

Potenza, L'Aquila), Marea Britanie (Lancaster, Durham), Ungaria (Budapesta), Franµa (Paris),

Bulgaria (So�a, Varna), Republica Ceh  (Brno).

Aceast  vast  activitate este concretizat  în peste 160 de lucr ri (ne referim în total, la

articole ³i c rµi). O lucrare de mare importanµ  o constituie impun torul tratat de Analiz  numeric 

³i Teoria aproxim rii, în trei volume, pentru care a angrenat în efortul de redactare câµiva dintre

valoro³ii s i colaboratori de la Catedra de Calcul numeric ³i statistic. Este tratatul românesc în

domeniu; el poart  amprenta academicianului D. D. Stancu.

Subliniem, faµ  de cele ar tate, faptul c  lucr rile sale sunt citate de foarte mulµi autori,

iar peste 60 de articole de cercetare conµin numele s u chiar în titlu.

Academicianul D. D. Stancu este, de mulµi ani, recenzent la ,,Mathematical Reviews� ³i

la ,,Zentralblatt für Mathematik�. Cum spuneam ³i la început, este membru emerit al A. M. S.

Este redactor ³ef la ,,Revue d'Analyse Numérique et de Théorie de l'Approximation�, publicat 

la Cluj-Napoca de Academia Român ; se a�  de mulµi ani în Editorial Board-ul revistei italiene

,,Calcolo�, publicat  ast zi la Springer.

În anul 1968 a obµinut Premiul Ministerului Înv µ mântului pentru ansamblul lucr rilor

sale de pân  atunci din domeniul Analizei numerice ³i Teoriei aproxim rii.

Dup  1990 activitatea sa a continuat cu aceea³i intensitate ³i efervescenµ . În 1996, pro-

fesorul D. D. Stancu a organizat în Cluj-Napoca ,,International Conference on Approximation

Theory� (ICAOR) cu o valoroas  participare internaµional : peste 150 de matematicieni din 20

de µ ri. A participat în 2000 la un simpozion internaµional ,,Trends in Approximation Theory�

dedicat profesorului L. Schumacker la Nashville (Tennessee, S. U. A.). Atunci a µinut conferinµe la

mai multe universit µi americane: Ohio State University din Columbus (Ohio), Universitatea din

Carolina de Sud, din ora³ul Columbia ³i Universitatea Columbia (ambele din Carolina de Sud),

Universitatea Vanderbilt din Nashville (Tennessee), Pace University din Pleasantville (Statul New

York). De asemenea, în mai 2002, Universitatea Babe³-Bolyai a organizat ,,International Sym-

posium on Numerical Analysis and Approximation Theory� dedicat anivers rii de 75 de ani a

academicianului D. D. Stancu. În iulie 2006 ,,International Conference on Numerical Analysis� a

fost organizat  de Universitatea Babe³-Bolyai. Cum era �resc, academicianul D. D. Stancu a fost

pre³edinte de onoare al Conferinµei; au participat peste 60 de matematicieni din 12 µ ri. Pentru

toate cele trei prestigioase reuniuni ³tiinµi�ce clujene din 1996, 2002 ³i 2006, s-au publicat lucr rile,

în condiµii gra�ce excelente.

Cum spuneam la început, academicianul D. D. Stancu degaj  o mare încredere în viaµ  ³i

transmite interlocutorilor s i optimism ³i îndemnul de a lucra cu pasiune ³i a nu se l sa impresionaµi

de di�cult µi. Dar o face cu aleas  discreµie, blândeµe ³i �n humor. Orice convorbire cu domnia sa

constituie o bucurie ³i un prilej de reconfortare pentru interlocutor. A d ruit cu generozitate idei

rodnice colaboratorilor s i, din care mulµi îi datoreaz  pa³i decisivi în cariera universitar . Dar, tot
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atât de important ³i poate, nespus înc  explicit, academicianul D. D. Stancu este un om de o rar 

bun tate su�eteasc . Exemplul ³i îndemnul s u, de perfect echilibru su�etesc ³i cultivare a pasiunii

³tiinµi�ce este de o mare importanµ  pentru toµi discipolii s i, toµi fo³tii s i studenµi, doctoranzi ³i

toµi cei care au avut privilegiul de a-l cunoa³te.

La ceas aniversar, îi adres m, din tot su�etul, alese ur ri de s n tate ³i fericire!

Andrei Vernescu

REVISTA REVISTELOR

Revista de Matematic  din Galaµi

Domnul profesor Romeo Zam�r - unul din principalii animatori ai publicaµiei - ne-a expediat

ultimul num r ap rut al revistei g l µene (nr. 28/2007). Domnia sa ne-a trimis, cu aceast  ocazie,

³i o scrisoare de tr sur  pe care o reproducem mai jos, întrucât ofer  o serie de detalii privitoare

la apariµia revistei.

Domnule Redactor �ef Dan Radu

Pe data de 08 ianuarie 2007 a ap rut num rul 28 al Revistei de Matematic  din

Galaµi. Ultimele numere ale revistei din Galaµi au fost prezentate la rubrica ,,Revista

revistelor� Reamintesc c  revista este editat  de catedra de matematic  a Colegiului

Naµional Vasile Alecsandri din Galaµi ³i primul num r al revistei a ap rut în anul 1985.

Nucleul principal al redacµiei de la primul num r, s-a p strat pân  în prezent (timp de 22

de ani) ³i acesta este format din profesorii Vasile Popa (redactor ³ef de primul num r),

Constantin Ursu, Marin Dolteanu, Emil Dumitrescu, Gheorghe P durariu ³i Gheorghe

Tutulan (cu excepµia ultimului, toµi sunt înc  în activitate la clas ). Nucleul principal,

ce asigur  apariµia revistei, a fost completat cu profesorii Mihai Drago³ Totolici, Iuliana

Duma, Laura Marin ³i subsemnatul care au obµinut titularizarea la Colegiul Naµional

Vasile Alecsandri din Galaµi dup  anul 1990. Revista apare cu sprijinul tuturor profeso-

rilor de matematic  din Galaµi ³i nu numai, dar ³i cu ajutorul S.S.M.R., Filiala Galaµi,

pe baza unei foarte bune colabor ri între catedra de matematic  a CNVA ³i SSMR, Filiala

Galaµi.

Tirajul revistei este 2350, iar 85% din reviste se difuzeaz  contra cost în Galati,

10% se difuzeaz  contra cost în alte judeµe (Arge³, Br ila, Dolj, Vâlcea, Dâmboviµa,

Bac u, Suceava) ³i 5% se distribuie gratuit pentru promovarea revistei.

Galaµi, 29 ianuarie 2007

Cu deosebit  stim  ³i consideraµie,

prof. Romeo Zam�r

Din cuprinsul acestui num r vom menµiona titlul a dou  interesante note matematice:

,,Power product inequalities for the Gamma function � (Z. Stroe), ,,Proprietatea de densitate pe

axa real � (I. Duma).

De asemenea, este notabil  ³i iniµiativa public rii unei d ri de seam  intitulat  ,,Din activi-

tatea Societ µii de �tiinµe Matematice din România, Filiala Galaµi� � datorat  profesorilor Cecilia

Solomon ³i Vasile Dumbrav  din localitate.

Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

De la Baia Mare am primit vol. 17 (2007) al Lucr rilor Seminarului de Creativitate mate-

matic  ³i �tiinµe de calcul al Universit µii din localitate.

Desigur, �ind vorba de o revist  de cercetare matematic  nu vom z bovi asupra conµinutului

ei. Ne vom mulµumi a cita câteva titluri din cuprins, care ni s-au p rut � �re³te, din punct de vedere

subiectiv � mai interesante : ,,Some primality and factoring tests� (C. Flant), ,,Artin symbol of the

Kummer �elds� (D. Savin), ,,A direct �nding of the supremum of sequences explained by a �xed

152



point theorem and some new results in asymptotic analysis� (A. Vernescu), ,,Minimal surfaces�

(J. Vecková) etc.

Invit m cititorii � în m sura în care au posibilitatea � s  r sfoiasc  aceast  interesant 

publicaµie în care - suntem convin³i � �ecare va g si, datorit  paletei largi de preocup ri, cel puµin

un material care s -i stârneasc  curiozitatea ³i apetitul ³tiinµi�c.

Dan Radu

Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor

din judeµul Cara³-Severin

Domnul Profesor Lucian Dragomir din Oµelul Ro³u, pre³edintelel Filialei Cara³ Severin a

S.S.M.R., ne-a expediat ultimul num r ap rut al revistei re³iµene (nr. 19 - an VIII-2007).

Revista insereaz  câteva interesante materiale cu caracter teoretic din care vom cita:

,,Re�ecµii cu privire la metodica rezolv rii problemelor (M. Sorescu), ,,Probleme de num rare pentru

elevii de gimnaziu� (A. Dragomir), ,,Teorema Hamilton-Cayley pentru matrici p tratice de ordinul

doi� (M. Monea), ,,Probleme de coliniaritate� (V. Sânefµa), ,,O generalizare a unei probleme dat  la

examenul de bacalaureat� (R. �chean), ,,Contraexemple în matematica elementar � (L. Dragomir).

De asemenea, revista conµine ³i un scurt istoric al concursului interjudeµean de matematic 

,,Traian Lalescu� (semnat de P. �u³oi), precum ³i o prezentare a ediµiei a II-a a concursului judeµean

organizat de R.M.C.S. (f cut  de L. Dragomir ³iO. B descu), însoµit  de o list  a laureaµilor acestui

concurs.

Dan Radu

Revista de Matematic  din Timi³oara

Domnul Profesor Ion Dan Bîrchi � directorul publicaµiei � ne-a expediat ultimul num r

ap rut al revistei de Matematic  din Timi³oara (nr. 1/2007).

În acest num r, binecunoscuµii ³i ve³nic activii profesori Dan �tefan Marinescu ³i Viorel

Cornea public  dou  interesante note matematice intitulate, respectiv ,,În leg tur  cu o problem 

de la barajul din 2006� ³i ,,În leg tur  cu o problem  de concurs�. O alt  not  inserat  în revist 

poart  titlul ,,O generalizare a unor probleme din R.M.T.� ³i este semnat  de profesoriul �tefan

Sab u din Baia Mare.

Vom sublinia, din nou, cum am f cut-o în repetate rânduri, bog µia ³i varietatea problemelor

propuse ³i rezolvate, a c ror calitate este atestat  de semn tura unor prestigio³i autori, vechi

colaboratori ai publicaµiilor de specialitate. Iat  câµiva dintre ace³tia: Cristinel Mortici, Aurel

Dobo³an, Gheorghe Szöllösy, Dorel Miheµ, Dan �efan Marinescu, Viorel Cornea, Marius Olteanu,

Laurenµiu Panaitopol, Gheorghe Eckstein (redactorul ³ef al publicaµiei), Liliana Niculescu etc.

Dan Radu

RECENZII

VASILE CHIRIAC, Matematic , fundamentele algebrei

³i teoria numerelor. Idei ³i metode de rezolvare

Editura SIGMA, Bucure³ti, 2007

Profesorul Vasile Chiriac este de mult un nume binecunoscut în publicistica matemati-

c  româneasc  destinat  înv µ mântului preuniversitar. El este autorul a numeroase volume, cu

prec dere de algebr , publicate de-a lungul timpului, precum ³i un fervent propun tor de probleme

în diverse publicaµii, în special al Gazetei Matematice.

Rod al unei lungi ³i laborioase munci � întins  pe durata a trei ani - prezenta lucrare consti-

tuie o chintesenµ  a preocup rilor autorului privitoare la fundamentarea ³i prezentarea riguroas  a

algebrei de liceu � ³i, într-o oarecare m sur  a algebrei, în general scris  cu mult  acribie ³tiinµi�c 

³i talent pedagogic de o persoan  cu o vast  experienµ  în domeniu.

Volumul este împ rµit în ³ase capitole, acoperind toat  materia de algebr  din liceu dup 

cum urmeaz  :

Cap. I. Mulµimi numerice;

Cap. II. Funcµii. Relaµii;

Cap. III. Progresii, combinatoric . Sume;
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Cap. IV. Elemente de algebr  liniar ;

Cap. V. Elemente de algebr  superioar  - structuri algebrice;

Cap. VI. Sisteme speciale de ecuaµii.

Fiecare capitol este împ rµit în trei secµiuni: o parte teoretic  cu demonstraµii urmate de

exemple, o a doua parte destinat  problemelor rezolvate ³i � în �ne � o a treia parte dedicat 

problemelor propuse însoµite de indicaµii ³i r spunsuri. Soluµiile sunt � în general � detaliate,

uneori date prin mai multe metode. Ele au drept scop mai buna înµelegere a materialului teoretic

prezentat anterior.

Volumul constituie un ghid e�cace pentru elevii de liceu în preg tirea diverselor categorii de

examene ³i concursuri, dar ³i un preµios material informativ pentru profesori, în vederea preg tirii

lecµiilor curente. De asemenea, destul de multe dintre probleme pot sluji ca material introductiv

pentru studenµii anilor întâi de la facult µile unde matematica face obiect de studiu.

În concluzie, avem de-a face cu o lucrare interesant , bine scris  ³i gândit , de un real

interes tuturor celor preocupaµi de matematic .

Dan Radu

ADRIAN C. ALBU, Elementele matematicii. O introducere

Editura GIL, Zal u, 2004

Odat  cu apariµia geometriilor neeuclidiene ³i a teoriei mulµimilor, în partea a doua a sec.

al XIX-lea, problematica fundaµional  a matematicii cap t  noi aspecte, mai adânci, mai subtile,

afectând direct atât obiectele prime ³i de baz  ale matematicii cum ar � num r, punct, �gur 

geometric  etc., cât (³i) mai ales liantul acestora: logica ³i metodele de raµionament (arhitectura

³i structura matematicii). A³a se face c  la începutul sec. al XX-lea apar cele trei mari curente

ale fundament rii matematicii: logicismul (Fregé, Rusell ³i Whitehead), formalismul (Hilbert) ³i

intuiµionismul (Brouwer, Poincaré ³iWeyl) în care sunt antrenaµi matematicieni, logicieni ³i �loso�,

�ind vorba de o criz  (de încredere) în templul certitudinii ≡ matematica.

Optimismul lui Hilbert de a axiomatiza (formaliza) nu numai matematica ci ³i alte ³tiinµe

(unele cu puternice r d cini în experiment) cum ar � �zica, biologia etc., este temperat (pentru

moment) în 1931 de cele dou  teoreme ale luiGödel, pentru c , nu dup  mult timp, Hilbert împreun 

cu elevul s u P. Bernays, scriu lucrarea (o putem considera r spunsul lor lui Gödel) ,,Grundlagen

de Mathematik� (în 1934) ³i, de atunci, apare o preocupare constant  ³i mai profund  a matema-

ticienilor faµ  de problemele de fundamentare. Ba, mai mult, în a doua jum tate a secolului al

XX-lea, multe universit µi introduc în programele lor cursuri de Fundamentele matematicii. Apar

o serie de lucr ri pe aceast  tem ; celebra ³coal  polonez  (dintre cele dou  r zboaie mondiale)

care s-a ocupat de fundamentele matematicii a avut revista ,,Fundamenta mathematicae� la care

a colaborat ³i Moisil. �coala româneasc  de matematic  a promovat, înc  de la început, ideea

introducerii unor cursuri de fundamentele matematicii în preg tirea studenµilor de la facult µile

de matematic  de pe lâng  marile universit µi. Primele astfel de cursuri au fost predate de repu-

taµi matematicieni ca: D. Barbilian, Gr. Moisil, R. Miron etc. Au ap rut chiar ³i câteva c rµi

(manuale) cu titlul ,,Fundamente de Matematic � (G. Sâmboan, I. Waisman, A. Albu etc.) sau

,,Fundamentele aritmeticii ³i geometriei� (autori R. Miron ³i D. Brânzei), nemaivorbind de celebra

lucrare a lui O. Becker ,,Fundamentele matematicii� (tradus  din limba german , în 1968).

Iat -ne, acum, în prezenµa unei noi lucr ri pe tema Fundamentele matematicii scris  de

distinsul profesor ³i matematician Adrian C. Albu de la Universitatea de Vest din Timi³oara.

Lucrarea este structurat  în trei p rµi ³i ³ase capitole dup  cum urmeaz :

Partea I: Probleme ale fundamentelor logicii ³i sistemelor axiomatice (Noµiuni de logic 

matematic  naiv : logica propoziµiilor, logica predicatelor ³i aplicaµii; Sisteme axiomatice cu note

³i cu o anex  referitoare la Sisteme formale).

Partea II: Probleme ale fundamentelor aritmeticii ³i ale teoriei mulµimilor (Fundamentele

aritmeticii: sistemul axiomatic al lui Peano ³i mulµimi numerice; Probleme ale fundamentelor

teoriei mulµimilor: numere cardinale ³i ordinale; Trei anexe: mulµimi vagi, analiz  nestandard ³i

fundamentele teoriei categoriilor).

Partea III: Probleme ale fundamentelor geometriei (Sistemele axiomatice ale lui Hilbert,

Birkho� ³i Weyl pentru geometria euclidian  ³i sistemul axiomatic al lui Lobacevski-Bolyai pentru

geometria hiperbolic ; urmeaz  o anex  care cuprinde în detaliu Programul de la Erlangen).

Dup  cum se observ  din conµinutul celor trei p rµi ale lucr rii, autorul trateaz  problemele

de baz  ale Fundamentelor matematicii în mod metodic: mai întâi o prezentare a elementelor de
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baz  ale logicii matematice ³i a unui sistem axiomatic, apoi se apleac  temeinic asupra problemelor

fundamentelor aritmeticii, teoriei mulµimilor ³i geometriei. De subliniat c  �ecare capitol se încheie

cu frumoase exemple ³i exerciµii, ceea ce face din lucrare un veritabil manual dup  care se poate

înv µa ³i preda. Notele, comentariile, aspectele metodice ³i interpret rile pe care autorul le dezvolt 

cu grij  ³i precizie fac din lucrare unealt  indispensabil  pentru profesorii de matematic  indiferent

la ce nivel o predau ³i de aceea o recomand m cu toat  c ldura.

Miron Oprea

THOMAS CSINTA, ION OT�R��ANU, Probleme de matematic  �

cu soluµii ³i comentarii � vol. V, Editura GIL, Zal u, 2004,

vol. 7, Editura ROTECH PRO, Bucure³ti, 2004

Ambele volume pe care le prezent m, apar sub sigla ,,Consultanµa universitar  franco-

român  de pe lâng  �colile Superioare Franceze de Înalte Studii.�

Înainte de a prezenta conµinutul acestor dou  volume de probleme de matematic  (din cele

14 volume publicate), voi cita din ,,Cuvântul înainte� al distinsului matematician care este profesorul

Constantin N st sescu, membru corespondent al Academiei Române: ,,În contextul actual, când

România face eforturi de integrare deplin  în marea familie european , 1) iniµiativa unor colabor ri

³i în domeniul înv µ mântului preuniversitar ³i universitar este bine venit �. În continuare, tot

domnia sa spune: ,,Lucrarea de faµ  se vrea o dovad  a universalit µii limbajului matematic, a

faptului c  matematica este un spaµiu spiritual în care se pot întâlni oameni ce provin din culturi

diferite ... Într-o Europ  unit , tân rul care a bene�ciat de o formare bazat  pe standarde comune

va bene�cia de libertate de mi³care ³i î³i va diversi�ca opµiunile� 2)

În volumul 5 se prezint  subiectele de matematic  propuse pentru Concursul de admitere la

grupul ENI (al �colilor Superioare Franceze de Înalte Studii Inginere³ti), care recruteaz  studenµi

prin concurs în scris, cu durata de 2 1/2 ore. Subiectele sunt tip gril , cu r spunsuri adecvate ³i

tradiµionale, începând din 2002.

Ciclul preg titor pentru inginerie, organizat cu durata de 2 ani dup  bacalaureat, este

accesibil unei elite, care în medie reprezint  circa 6% din absolvenµii de liceu. Dup  ace³ti doi ani

se trece la ciclul de inginerie propriu-zis , cu o durat  de 3 ani, totalizând în �nal 5 ani. Exist 

³i ³coli unde acceptarea la concurs a candidaµilor se face pe baza diplomei de bacalaureat, cursul

preg titor �ind de 1 an ³i cel ulterior de 4 ani. (Aceste ³coli aparµin grupului ENI ce cuprinde

4 ³coli de inginerie independente, publice, cu concurs comun de admitere). Astfel sunt: �coala

Naµional  de Inginerie (tehnic  ³i tehnologie de automatiz ri, robotic  ³i sisteme industriale, ³tiinµa

³i tehnologia materialelor), �coala Naµional  din Metz (informatic  industrial , electronic ), �coala

Naµional  de inginerie din St. Etienne (mecanic , lucr ri publice, construcµii civile ³i industriale),

�coala Naµional  de inginerie din Brest (mecanic , informatic  ³i electronic  industrial ).

Concursul de admitere se desf ³oar  de regul  numai la matematic , �zic  sau chimie, iar

la unele pro�le se mai susµine ³i la tehnologie mecanic , electronic  ³i electrotehnic  ³i, eventual,

la o limb  de circulaµie internaµional  � englez , spaniol , italian , german , rus  sau japonez .

Mai trebuie remarcat c  în înv µ mântul francez, în comparaµie cu cel românesc, programa de

matematic  este mult mai restrâns , în primul rând deoarece ciclul secundar � liceal � francez se

desf ³oar  pe durata a trei ani, iar în al doilea rând, pentru c  înv µ mântul preuniversitar francez

este structural-formativ.

În continuare, autorii fac ³i unele referiri la programa analitic  din înv µ mântul francez, în

comparaµie cu cel românesc, lucru ce ar trebui cunoscut de elevii români. Consultanµa universitar 

franco-român  (CUFR) se ocup  în principal de informarea, orientarea ³i preg tirea elevilor cu

diplom  de bacalaureat românesc, dar ³i a studenµilor din diferiµi ani, pentru concursurile de

admitere în reµeaua ³colilor superioare franceze, de înalte studii (Grands Ecoles), cu pro�l ³tiinµi�c,

ingineresc, economic ³i altele. CUFR, în egal  m sur , urm re³te ³i realizarea unei convergenµe

între sistemele educative francez ³i român, în perspectiva integr rii României în structurile Uniunii

Europene, asigurând candidaµilor români acelea³i ³anse de reu³it  pe piaµa muncii ca ³i colegilor

francezi.

1) Cele prezentate sunt publicate în anul 2004 înainte de intrarea României în Uniunea Euro-

pean . (N.A.)
2) Din ,,Cuvânt înainte�, vol. 7, pag. 5 (N.A.).
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În volumul ³apte sunt prezentate enunµurile problemelor propuse la concursurile de ad-

mitere în grupul de ³coli de inginerie (federaµia ³colilor superioare de inginerie ³i cadre de înalt 

responsabilitate în ³tiinµa ³i tehnologia de vârf, pe scurt FESIC). Timpul de lucru este tot de 2 1/2

ore, durata studiilor �ind asem n toare cu cele prezentate pe larg în volumul al cincilea � ENI.

În continuare vom prezenta trei probleme din volumul al cincilea:1)

I. Fie spaµiul organizat cu un reper ortonormat ³i P un plan din spaµiu ce trece prin

punctele A(2,−1, 3), B(3, 0, 4) ³i C(1, 1, 4). Fie D(−1, 3, a), a ∈ R. Atunci valoarea lui a pentru

care D aparµine planului P (D ∈ P) este:
a) a = −6; b) a =

5

3
; c) a =

14

3
; d) a =

40

3
; e) a = 14.

II. Fie funcµia de�nit  pe R prin relaµia

F (x) =

x∫
0

t2 + 1

(t3 + 3t+ 2)2
dt.

Atunci limita lui F în punctul x = ∞ este:

a) lim
x→∞F (x) = −1

6
; b) lim

x→∞F (x) = 0; c) lim
x→∞F (x) =

1

6
;

d) lim
x→∞F (x) =

1

2
; e) lim

x→∞F (x) = ∞.

III. Câte cuvinte diferite din 6 litere, care încep cu o consoan  ³i se termin  cu o vocal 

putem forma folosind literele cuvântului ,,CASINO�?

a) 360; b) 108; c) 72; d) 144; e) 216.

Iat , de asemenea, trei probleme inserate în volumul al ³aptelea:

I. Fie n ∈ N
∗ ³i In =

e∫
1

(lnx)ndx.

1. a) Ar taµi c  ³irul (In)n∈N∗ este cresc tor pe intervalul [1, e].
b) Calculaµi I1.
c) Determinaµi o relaµie de recurenµ  între In ³i In+1.

2. Ar taµi c  (In)n∈N∗ este m rginit ³i determinaµi limita sa.

II. În planul complex cu originea O, se consider  punctul M , al c rui a�x are modulul 1

³i argumentul
5π

6
. Vom nota cu r rotaµia de centru O ³i unghi

π

3
³i cu h omotetia de centru O ³i

raport −3. Decideµi:

a)

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)6

= −1;

b) imaginea lui M prin rotaµia r este punctul M1

(√
3

2
,

1

2

)
;

c) imaginea lui M prin omotetia h este punctul M2, al c rui a�x are modulul −3 ³i argu-

mentul
5π

6
;

d) r3(M) = (r · r · r)(M) este punctul M3, simetricul lui M în raport cu O.

III. Se dau ecuaµiile diferenµiale:

(E) : y′′ +
1

16
y = 0; (E′) : −y′′ +

1

16
y = 0.

Decideµi:

a) singura soluµie comun  a celor dou  ecuaµii este funcµia nul ;

b) soluµiile ecuaµiei (E) sunt funcµii de�nite pe R prin f(x) = A cos
x

4
+ B sin

x

4
, unde A

³i B sunt reale, arbitrare;

c) soluµiile ecuaµiei (E) sunt periodice cu perioada 4π;
d) ecuaµia (E) admite o singur  soluµie care veri�c  condiµiile y(0) =

√
2 ³i y′(0) = −√

2

³i anume funcµia g de�nit  pe R, prin g(x) =
√

2 cos
π

4
−√

2 sin
π

4
.

1) O lucrare de concurs conµine, evident, mai multe probleme (N.A.)
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Am prezentat aceste probleme pentru a ne face o idee asupra tipurilor de subiecte care se

dau la admitere în ciclul al II-lea al înv µ mântului tehnic sau economic francez.

În încheiere, ne permitem s  facem unele observaµii ast zi când România este membru al

Uniunii Europene. Consider m c  marile colegii liceale ar trebui s  aib  în bibliotec  aceste culegeri

de probleme, pentru ca elevii s  poat  s  se informeze asupra programei � ea �ind prezentat , în

mare, în prefaµa culegerilor � ³i a tipurilor de probleme care au fost date la concursurile din Franµa,

de care poate ³i ei sunt interesaµi. În alt  ordine de idei ³i comisia de elaborare a programei analitice

pentru înv µ mântul liceal ar trebui s  µin  seama de programa francez  � ³i nu numai � astfel încât

elevii no³tri s  nu �e vitregiµi prin absenµa unor capitole pe care nu le abordeaz  la clas .

Vom mai preciza c , începând cu anul ³colar 2004-2005, CUFR public  în perioada septem-

brie-octombrie, problemele de matematic  ³i �zic  cu soluµii ³i comentarii, propuse în anul curent,

la concursurile de admitere. Pentru informarea mai concret  a celor interesaµi, vom da adresa unuia

dinte autori: prof. Ion Ot r ³anu, Colegiul Naµional Economic A. D. Xenopol, Bucure³ti.

Grigore B nescu

PO�TA REDAC�IEI

Marius Olteanu � S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din

Râmnicu-Vâlcea. Am primit articolul dumneavoastr  cu titlul ,,Noi ra�n ri ale inegalit µii lui

Durrande în tetraedru� precum ³i cele trei probleme propuse. Le vom supune atenµiei Comitetului

de Redacµie.

Adrian Reisner � Centrul de calcul E. N. S. T. din Paris, Franµa. Articolul dumneavoastr 

cu titlul ,,Asupra comutantului unui endomor�sm (al unei matrice p tratice)� a fost primit la

redacµie. Comitetul Redacµional va decide asupra oportunit µii public rii lui.

Gheorghe Costovici � Catedra de Matematic  a Universit µii Gh. Asachi din Ia³i. Am

primit materialul dumneavoastr  intitulat ,,Unii monoizi izomor��. Comitetul Redacµional va hot rî

în ce m sur  el este publicabil.

Szász Róbert � Str. Rovinari, bl. 32/B114, Târgu Mure³. Problema propus  de dumnea-

voastr  se a�  în atenµia Colegiului Redacµional.

Dan Radu
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