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Interviu cu profesorul Dorin P. Popescu,

Pregedintele S.S.M.R.,
cu ocazia implinirii varstei de 60 de ani

Mircea Trifu. Stimate domnule profesor, in urma cu ceva vreme, mai pre-
cis tn 21 martie, ati implinit 60 de ani de viata. Universitatea din Constanta v-a
omagiat in mod deosebit, acordindu-va titlul de Doctor Honoris Causa. Va adresez
cu acest prilej, din partea cititorilor revistei urarile cuvenite. Este pentru dumneav-
oastrd aceastd vdrstd un motiv de bilant, un fel de ... sd tragem linie gi sd adundam?

Dorin Popescu. Vi multumesc pentru urare. Varsta pe care tocmai am
depasit-o este, dacd nu vrem si-i spunem de bilant, una de privit inapoi cu oarecare
gravitate, cu multa intelegere si destuld ingaduinta.

M. T. Cine anume atunci, in anii de inceput, in scoald, v-a facut sa alegeti
matematica?

D.P. Nu a fost o alegere ugoara, ag spune dimpotriva. Parintii mei, amandoi
invititori, mama venind chiar dintr-o familie veche de invitatori, mi-ar fi dorit o
pregitire mai degrabi umanisti. In clasa a V-a insi, cu profesorul de matematics
Nicolae Zugravu, am reusit s obtin premiul I la Olimpiada micilor matematicieni
pe fosta regiune Ploiegti. Cunoscutul profesor Ioan Grigore mi-a inméanat personal
premiul.

M. T. Profesorul Nicolae Zugravu are in prezent 77 de ani, este pensionar gi
se plinge de dureri reumatice ...

D.P. L-am invitat si participe la sustinerea tezei mele de doctorat, in anul
1974. N-a putut veni, cum n-a putut veni nici la Constanta. Cu vremea nu te
mai incumeti la drum lung... Mi-a trimis insd o scrisoare emotionanta. Pe Nicolae
Zugravu l-am avut profesor numai un an de zile. Succesorul lui avea mai putini
metodd, aga ci in gimnaziu am fost nevoit sa invit mai mult singur.

M. T. Desi aveati liceu in localitatea natald, ati urmat liceul la Buzdu...

D.P. in Patarlagele era, cum s-ar numi azi, un liceu tehnic, eu aveam probleme
de ,dosar”, aga ca m-am ,refugiat® la Buzau, unde nu prea se stia cine sunt. Si
apoi, am fost singurul candidat care, la admitere, am rezolvat integral subiectul de
matematici. Asa ca am fost declarat admis.

M. T. Liceul din Buzdu era unul de prestigiu in zond ...

D.P. La matematica l-am avut pe cunoscutul profesor fon. Paunel. Nu ne-am
inteles, avea un stil militdros care nu se potrivea cu felul meu de a fi. Mai degraba
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m-am apropiat de profesorul de fizicd, cu care am cagtigat premiul I pe regiune
la Olimpiada de fizicd. M3 indreptam cu pasi repezi spre Politehnica, care era la
,modi“ pe vremea aceea. In ultimul moment m-am rizgandit si am dat examen de
admitere la Facultatea de Matematica din Bucuresti. Era in anul 1964.

M. T. Ati ajuns pe drumul cel bun, cum s-ar zice...

D.P. Nu inci. La inceput, teoriile prezentate la facultate mi s-au parut prea
abstracte si fara motivatie. Ma gandeam sa renunt, si s ma transfer la Politehnica, la
Electronica. A intervenit insd colegul de camera si prietenul meu, George Georgescu,
in prezent profesor gi el, la facultatea noastra, care a reusit si ma intereseze cu ceva
topologie dupa Bourbaki. Tot el m-a dus la un seminar de teoria categoriilor, sustinut
de tanarul, pe atunci, cercetator Nicolae Popescu, de la Institutul de Matematica.
Incepusem chiar si am citeva rezultate pe care le-am publicat.

M. T. Dintre profesorii pe care i-ati avut in facultate, cine v-a influentat in
mod deosebit?

D.P. As aminti in primul rand pe profesorul N. Boboc, care preda impecabil
si cu folos pentru studenti. Domnia sa ne atentiona ca important este si inveti
matematica gi abia apoi ce rezultate ai si, in special, ce aplicatii au rezultatele tale.
Eu, aplecat spre teoria categoriilor, am neglijat alte domenii, nereugind sa imi fac o
buni culturd matematicd. Dupa absolvirea facultatii, in anul 1969, am fost oprit ca
preparator la catedra de algebra, condusa pe atunci de profesorul Gh. Galbura. Am
devenit apoi asistent. In anul 1979 am trecut cercetiitor la INCREST. Cea mai mare
parte a rezultatelor mele le-am obtinut dupa parasirea Universititii. La INCREST
era linigte si o atmosfera propice pentru cercetare.

M. T. Intre timp afi sustinut teza de doctorat, ati primit premiul pentru cerce-
tare oferit de Uniunea Matematicienilor din Balcani, in 1973, gi premiul Academiei
Romdne, in 1979. Rezultatele obtinute v-au asigurat, la 33 de ani, un loc important
printre matematicienii romadni si recunoastere internationald. Al putut participa la
intdlniri stiintifice importante.

D.P. Am beneficiat timp de 6 luni, in anul 1980, de o bursa NSF, obtinuta
printr-un dificil concurs, la Institutul de Studii Avansate de la Princeton, S.U.A.,
unde am cunoscut mari matematicieni, printre care si pe M. Artin. Mai apoi plecérile
in afara, chiar si in tarile din Est, s-au facut cu tot mai mare dificultate.

M. T. In compensatie, in tard ati inceput organizarea scolilor nationale de
algebrd, pana acum 15 la numar.

D.P. Am inceput la Iagi, in anul 1985, impreuna cu Nicolae Radu si Mirela
Stefanescu, sub conducerea stiintifici a lui S. Bdarcanescu. Din 1990, impreund
cu Mirela Stefanescu si Viviana Ene ne-am ,mutat” la Universitatea Ovidius din
Constanta. Ma ocupam deja de o problema noui pentru mine, module maximale
Cohen-Macaulay. Am reusit si-1 am ca partener pe excelentul profesor J. Herzog,
care m-a ajutat sd obtin o bursa Humboldt, de care am beneficiat abia in 1990, la
43 de ani.

M. T. Incepind cu acest an, ati fost prezent, ca invitat sau folosind burse,
granturi sau contracte, in mari universitdfi i institute de cercetare prestigioase
din U.S.A., Austria, Canada, Marea Britanie, Germania, Italia, Japonia, Franta,
Norvegia, Olanda, Spania, Pakistan, Polonia, Ungaria. Ati reugit sa va faceti cunos-
cute rezultatele. Sunteti autorul a peste 80 de articole in reviste stiintifice de renume
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st a unor monografii unanim apreciate. Ce se ,,ascunde® in spatele acestor rezultate
remarcabile?

D.P. Trebuie s marturisesc cd mi-a trebuit ceva timp si inteleg si s fac
matematici. Dacd am reusit aceasta s-a datorat faptului ci nu m-am oprit din
munca, depagind pas cu pas dificultatile.

M. T. De la Institut v-ati intors din nou la Universitate...

D.P. Am revenit in anul 1991, cAnd profesorul Nicolae Radu mi-a propus un
post de conferentiar, avind convingerea ci pot fi valorificate cunosgtintele mele. Din
pacate m-am ingelat. Dupa mine, acestea ar putea intra in componenta unui curs
eventual optional. In afard de aceasta, aici nu existd bani suficienti, si, deci, nici o
politicd educationald coerentd pentru o solidd pregéatire matematica a tinerilor.

M. T. Aveti, totusi, elevi ...

D.P. Dreptul de a conduce doctoranzi l-am primit tarziu si doar Viviana Ene
si Marius Vladoiu gi-au dat, oficial, doctoratul cu mine. Sunt méandru de ei i ma
bucur de rezultatele lor. In prezent am gase doctoranzi in tara si doi in strainatate.

M. T. Din anul 2004 sunteti Presedintele Societdtii de Stiinte Matematice
din Romdnia. Care au fost principalele stradanii in aceastd functie?

D.P. Pentru mine aceasti functie este o posibilitate de implinire a datoriei pe
care o aveam fatd de comunitatea matematicd roméaneasca. incerc, in timpul man-
datului meu, sa refac legdtura, rupta cu destuld vreme in urmi, intre invataméantul
preuniversitar si cel universitar.

M. T. Domnule profesor, cu ce gdnduri am putea incheia acest interviu?

D.P. In cei 60 de ani de viatd am reusit si inviit matematici, si fac mate-
matica, sa predau matematicd. Am cunoscut o multime de oameni interesanti de la
care am invitat multe si cirora le datorez multe. Am fost foarte norocos ca i-am
intalnit.

Interviu realizat de Mircea Trifu

Metoda functiilor generatoare (I)
DE Liviu I. NICOLAESCU

Abstract

We survey, from a modern point of view, but relying only on high-school mathe-
matics, some classical applications of the very versatile method of generating func-
tions.

Key words: generating functions, finite difference equations, recurrence rela-
tions, Stirling, Catalan and Bernoulli numbers, Lagrange inversion formula, trans-
lation invariant differential operators, Bernoulli and Laguerre polynomials, FEuler-
MacLaurin formula

M.S.C.: 05A15, 11B73, 13F25, 13J05, 30B10

1. Introducere

In randurile care urmeazi dorim si prezentim cititorului o tehnici remarcabil
de eficace in abordarea multor probleme din combinatoricd. Metoda este veche de
cateva sute de ani si a fost folosita de clasici ail matematicii ca Newton, Bernoulli,
Euler, Gauss i Riemann pentru a demonstra rezultate surprinzatoare.
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Probabil cd prima manifestare a acestei metode este formula binomului lui
Newton, care spune ca numarul
n\ n!
k)" Kl(n—k)

este coeficientul lui ¥ in polinomul (1 + ¢)", adica

(1+1)" = Zn: <Z>tk

k=0

In limbaj modern, putem spune ci functia (14 t)™ este functia generatoare a

numerelor:
n n n
o)l \i)-0,,)

Din acest motiv, aceste numere se mai numesc si coeficienti binomiali. Faptul cid
functia generatoare (1 4 ¢)" are o forma asa de simpla, conduce la o multitudine de
consecinte pentru coeficientii binomiali.

Metoda functiilor generatoare are la baza o idee foarte simplda. Unui sir de
numere reale ag, aq, ..., ii asociem o expresie de forma:

a(t) = ag + art + axt® + -+ -,

pe care o numim functia sau seria generatoare a acestui gir. Putem gandi o astfel
de serie ca un polinom de grad infinit. O astfel de expresie se numeste serie formala
de puteri pentru cd nu ne intereseazid convergenta ei.

De foarte multe ori aceste serii au forme foarte simple care ne permit sa tragem
concluzii despre sirul original {a,},>0, mai greu de obtinut pe alte cii.

In prima parte a lucrarii discutam seriile formale si operatiile pe care le putem
efectua cu ele. Ilustram aceste idei pe multe situatii concrete care apar in probleme
de combinatorica gi algebra.

In cea de a doua parte a lucririi discutim siruri de polinoame de o singuri
variabila. Aceastd parte a lucriarii este putin mai dificila. Desi rezultatele sunt vechi
de cateva sute de ani, le abordam dintr-un punct de vedere foarte modern, initiat
acum doua-trei decenii. Nivelul de abstractizare este ceva mai ridicat si probabil ca
cititorul va trebui sa se adapteze la un mod de gandire radical diferit de cel intalnit
in matematica de liceu, desi nivelul de cunogtinte nu depaseste matematica de liceu.

De aceea incurajam foarte mult cititorul si rezolve exercitiile pe care le-am
presarat de-a lungul prezentadrii. Sunt probleme clasice, interesante in sine, dar
care vor ajuta si la asimilarea acestui nou punct de vedere. Aceste probleme sunt
comparabile ca nivel de dificultate cu unele probleme de olimpiadi, faza nationald
sau internationala.

Pentru mai multe informatii privind acest subiect recomandim [1, 2, 4, 5] care
ne-au servit ca ghid in organizarea acestei lucrari.
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1. Serii formale si serii convergente de puteri

Definitia 1.1. O serie formala de puteri cu coeficienti reali este o expresie
de forma:
a(t) = Zant" =ag+ ait +ast®> +--- .
n>0

Mai sus, t este o variabild formala. Multimea seriilor formale de puteri se noteazd
cu RI[t]]. O

Sa observim ci existd nigte operatii naturale pe aceastd multime. Putem
aduna doui serii

(ao + art + agt® +---) 4+ (bo + b1t + bot> +---) = co + 1t +cat? + -+,
unde
Cp = G + by, Vn > 0.

Putem, de asemenea, inmulti doua serii formale ca si cum am inmulti dou&
polinoame

(a0+a1t+a2t2+---)><(b0+b1t+b2t2+---):co+clt+02t2+---,

unde
co = apbg, c1 = apb1 + a1bo, c2 = apba + a1b1 + azby,

si, in general

cn = aobp + a1bp—1 4+ -+ apbo = Zakbn—lm Vn>0.
k=0

Aceste operatii sunt comutative, asociative, distributive etc. In limbaj mo-
dern, spunem ci R[[t]] este un inel comutativ cu unitate.

Pentru a opera cu seriile formale de puteri este convenabil si introducem
notiunea de jet.

Definitia 1.2. Pentru orice intreq nenegativ k gi pentru orice serie formald

alt) = ag + art + ast® + - -- € R[[¢]],
definim k-jetul lui a ca fiind polinomul de grad cel mult k,
Jra(t) = ag +ayt + - -+ apt. O

Jeturile unei serii sunt importante datorita urmatorului fapt elementar.

Teorema 1.3. [Principiul separirii formale]|. Fie u,v € R[[t]]. Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente.

(a) u=w.

(b) Jyu = Jyv, Yk > 0. O

Remarca 1.4. Credem ci ar trebui si explicdm cititorului motivul pentru
care rezultatul de mai sus se numegte principiul separarii. Motivul este simplu.
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Rezultatul de mai sus spune cd putem distinge (sau separa) doud serii u, v uitandu-
ne la jeturile lor. Mai precis, putem decide dacd u # v intr-un numar finit de pasgi,
in sensul ca trebuie si existe un intreg pozitiv, astfel incat Jyu # Jyv.

Teorema de mai sus este un caz foarte special al unui rezultat fundamental in
algebri, numit teorema de intersectie a lui Krull. O

Propozitia 1.5. Sa presupunem cd u(t) = uo +uit + - -- € R[[t]] este o serie
formald de puteri cu proprietatea cd uyg # 0, adicd Jo(u(t)) # 0. Atunci existd o
unica serie formald v(t) € R[t]] cu proprietatea ca

u(yu(t) = 1. (L.1)
1. o . . ..
Vom nota v(t) := H si vom spune ci v este inversa multiplicativd a seriei
u
u(t).
Demonstratie. O serie v(t) = vg + v1t + vot? + - - satisface (1.1) daca si

numai daca satisface urmatorul sir de egalitati:
uovo = 1, UoUnp +U1Vp—1+ -+ uUpvo =0, Vn>1.

Prin urmare, coeficientii v, satisfac relatia de recurenti

1 1
Vo = —, Unz——(u1vn_1+---+unvo). (1.2)
Ug Uo
Asgadar seria v(t), ai cirei coeficienti sunt definiti in mod unic de (1.2), satis-
face ecuatia (1.1). O
Remarca 1.6. Rezultatul de mai sus se poate reformula in limbaj modern
spunand ca elementele u(t) € R[[t]] cu proprietatea ca Jo(u(t)) # 0 sunt elemente
inversabile ale inelului R[[t]]. Este ugor de vdzut ci acestea sunt toate elementele
inversabile ale acestui inel. O
Definitia 1.7. O serie de puteri

a(t) = Z ant™

n>0

se numeste convergentd dacd existd un numar real pozitiv r astfel incdt, pentru orice
numdr t € (—r,r), sirul de numere reale

ona(t) = ap+ art + -+ + a,t",

este convergent. Vom nota cu osca(t) limita girlui o,a(t) $i o vom numi suma

seriei. De asemenea, vom nota cu R{t} submultimea lui R[[t]] constdnd din serii

convergente. O
Exercitiul 1.8. (a) Seria geometricd

glt) =1+t 4+ +---

este convergentd pentru orice |t| < 1, iar suma ei este
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(b) Seria

e(t) ::1+%t+%t2+---
este convergentd pentru orice numar real ¢, iar suma ei este e. O
Are loc urmitorul rezultat a cidrui demonstratie o lasdm cititorului ca un
exercitiu.
Teorema 1.9. (a) Suma gi produsul a doud serii convergente este o serie
convergenta.
(b) O serie de puteri

a(t) = Z ant™

n>0

este convergentd dacd $i numai dacd existd un numdr real pozitiv ¢ astfel incdt
lant1] < clan], Vn > 0.

(c) Daca seria a(t) este convergentd pentru t € (—r,r), atunci suma ei este
o functie infinit diferentiabild f : (—r,7) — R, iar coeficientii a,, sunt descrigi de

formula MacLaurin
1 dr
an = f(@). O

nl dt" li=o

Partea (a) a teoremei de mai sus se poate reformula spunand ci submultimea
R{t} este un subinel al lui R[[¢]]. De multe ori, cand avem de a face cu o serie
convergentd a(t) a cirei sumi este o functie f(¢), in loc si folosim notatia mai
precisa

vom folosi notatia mai simpla

a(t) = f(t)
Astfel, in loc sa scriem
Ooo(1+t+1*+ )fL
oo - 1 _ t?
vom scrie
T+t+t2 4. = ——.
1-1¢
Exercitiul 1.10. Fie o un numir real. Folosind Teorema 1.9., aratati ca
seriile ( 0 ( 1( 2)
B a ofa—1), ofa—1(a—=2) 5
pa(t)—l—i-l!t—i- o1 t° + 3l t° +
si
tn
Lt)=Y_ —
n>1

sunt convergente, iar sumele lor sunt

Pa = (1+1)%, L(t) =log(1 +1),
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unde log este logaritmul natural. O
Pe multimea R[[t]] putem defini operatia de derivare formald D : R[[t]] — R][¢]],
data de
D(a0+a1t+a2t2+---) =a1+2a2t+3a3t2+--- .

Propozitia 1.11. Operatia de derivare formala este liniard, adica
D(Aa+ pb) = ADa + Db,  Va,beR[t], s VApeR,
st satisface regula lui Leibniz, anume:

D(a-b) = (Da)b+a(Db), Va,be R[] m

Exercitiul 1.12. Demonstrati propozitia de mai sus folosind principiul sepa-
rarii formale. a

Are loc urmitorul rezultat.

Teorema 1.13. Daca seria formald a(t) € R[[t]] este convergentd gi are suma

.. . » oo . ds
s(t), atunci gi seria formald Da(t) este convergentd, iar suma ei este 7 |

Demonstratia necesitd unele notiuni mai avansate de analizd si de aceea nu
o prezentam. Cititorul curios poate consulta orice tratat de analizi reald, ca de
exemplu [3, Capitolul XII].

1
Exercitiul 1.14. Seria a(t) = 1+t +t?+ -+ converge la 7

. Prin urmare

derivata formala
Da(t) =142t + 3t + - -

este convergenta, iar suma ei este

d 1 1
dtl1—t  (1—1)2

Mai general, seria formald D¥a(t) este convergentd, iar suma ei este

k! . . .
Aceastd ultimi egalitate se poate rescrie sub forma

(1—¢)ktL”
Kt +2-3---k 1 k—1)t" ___H
Impirtind prin k!, deducem
1 k+1 n+k
— =1 ttoe A 1.3
e e (1)
Formula de mai sus se poate obtine si din Exercitiul 1.10, alegind o = —(k+1).
Sa observam acum ca
(1,t)k+1:(zt ) - (Zt J)'
m>0 j=0 m;>0
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Coeficientul lui t” din produsul de mai sus este egal cu coeficientul lui ¢™ al
k
seriei din partea stangi a egalitatii (1.3). Acest coeficient este (nz )

Pe de altd parte, coeficientul ¢™ din produsul de mai sus are o interpretare
combinatorici. El este egal cu numarul de monoame de forma

FO L gma L

cu proprietatea ca mo+- - -+my = n. Putem reformula acest lucru mult mai intuitiv.

Avem (k + 1) cutii etichetate cu numerele 0,1, ..., k. Dorim si aflim in cate
moduri putem distribui n bile identice in aceste (k + 1) cutii distincte. O distributie
este datd de colectia ordonata de numere (mg, mi, . .., ms), unde m; este numarul de
bile din cutia j. Ajungem astfel la un rezultat combinatoric binecunoscut: numarul

k
de distributii de n bile identice in (k + 1) cutii diferite este egal cu (n Z )

2. Functii generatoare

Putem in fine introduce personajul principal al acestei lucrari.
Definitia 2.1. Functia generatoare a unui §ir {an}n>0 este seria formald

Fg(an;t) = ap + a1t + agt® 4 -+ .
Functia generatoare de tip exponential a unui sir {an}n>0, este functia generatoare

. a . . . .
a girului {—T:} . Vom nota functia generatoare de tip exponential prin Fg..,,
n: Jn>0

astfel ca
an
Fg..,(an;t) = Fg (F;t) . O

Exercitiul 2.2. (a) Daci a,, = 1, pentru orice n > 0, atunci

1 .
Fg(an;t) =1+t +1t2 4. = T—; § Fg..p(an;t) = e

Mai general, pentru orice numar real r, avem egalitatile:

1
Fg(r";t) = 1+rt+r2? + ... =

=71 si Fge,(r";t) = e’

(b) Pentru orice siruri (an)n>0, (bn)n>0, §i pentru orice numar real ¢, au loc
egalitatile

Fg(an + bn;t) = Fglan; t) + Fg(by;t), Fg(can;t) = cFg(an;t).

Exercitiul 2.3. Aritati ca

Sali=(Cah) (Suk)

n>0 ji>0 ’ k>0
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daca gi numai daca
" /n
" = bn_k. O

Exercitiul 2.4. Sa considerdm un sir {a,}n>0 a cirui functie generatoare
este

a(t) =ag+ait+ast®+---.
Atunci functia generatoare a girului de sume partiale
Spn=agt+ a1+ -+ ay

este
1

s(t) = —a(b). O

1
Observatiile foarte simple de mai sus ne permit deja sa tragem niste concluzii
remarcabile.
Exercitiul 2.5 [Numerele lui Fibonacci]. Sa consideram sirul lui Fibonacci
definit de conditiile initiale Fy = F; = 1 si de relatia de recurenta

F»,H_g = Fn+1 + Fn; vn Z 0. (21)

Sd notdm cu F(t) functia generatoare a sirului lui Fibonacci. Dacid inmultim
(2.1) cu t"*2 obtinem:

oo™ = t(F 1 t" ) 12 (Fut™).
Sa sumam egalitatea de mai sus dupa n =10,1,2,.... Obtinem
Fot? + Fat3 + Fyt* - = t(Fit + Fot® + Fat3 ) +t2(Fy + Fit + Fot> - --).
Egalitatea de mai sus se poate rescrie astfel
F(t) — (Fo + Fit) = t(F(t) — Fy) + t*F(t),
ceea ce este echivalent cu F(t) — (1 +t) = (t + t2)F(t) — t, adica echivalent cu

Fit)(1—t—t?)=1.
Deducem din cele de mai sus urméatoarea egalitatea surprinzatoare:

1

Ft) = ——.
®) 1—t—1t2

Recunoagtem la numitor ecuatia caracteristica a recurentei lui Fibonacci.
Putem descompune functia rationald de mai sus in fractii simple. Notam cu
r1, ro radacinile ecuatiei caracteristice

r?—r—1=0.
Are loc egalitatea

1—t—1*=(1—7rit)(1 —raot).
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Dorim si determinam A gi B astfel incat

1 1 A B Al = rot) + B(t — rit)

-2 (Um0 —ral) T—rt T—rat 1—t—¢2

)

pentru orice t, deci obtinem

A+ B =1
TQA + TlB = 0.
Determinantul acestui sistem este r; — r9, de unde rezulta ca
- T1 o T2
o T — T2 o T —T1

Prin urmare

r1 1 ) 1 r1 r2
F(t) = + = ( r”t”) + ( r"t")-
() 7“1—7“21—7“1t 7“2—7“11—7“2t TL — T2 T;Ol To —T1 7;02

Rezultd de aici binecunoscuta formula

n+1 n+1
r r
F,=—"—+ 2 O
T — T2 T —T1

Exercitiul 2.6. [Relatiile lui Newton]|. Polinoamele simetrice elementare
in n variabile rq,..., 7 sunt date de relatiile:

co=1, er(ri,...,mn)=r1+ - +rn, ck(ry,...,mn) = E Tig o Ty
1<i1 <o < <ip<n
Este binecunoscut faptul ca aceste expresii satisfac relatiile lui Viete

Ct) =1 —rt) (1 —rot)--- (1 —rnt) = co — 1t + cot> + - + (=1)"cut™.

Asa numita teoremi fundamentald a polinoamelor simetrice spune ci orice
polinom simetric .S in variabilele rq, ..., r, se poate exprima ca un polinom in vari-
abilele ¢y, ..., cp:

S(riy...,rn) =8(c1,. .. ).

Mai mult, daca S are coeficientii intregi, atunci si S are coeficientjii intregi.
De exemplu,
2R 42 = — 2. (2.2)

Acum cateva sute de ani Isaac Newton a descris un procedeu foarte elegant
de a exprima polinoamele simetrice

pre(riy.rn) =18 b4k B >0,
ca polinoame in variabilele ¢;. Astfel, egalitatea (2.2) se poate rescrie ca

2
p2 = c] — 2ca.
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Chiar si cazul urmator, al polinomului ps3, pare a fi destul de complicat.
Newton a avut inspiratia sa descrie polinoamele p, nu pe rand, unul cate unul,
ci toate deodatd, folosind functia lor generatoare,

P(t) =po + pit +pat® + -+,

careia i-a gisit o descriere foarte simpla. Iatd argumentul lui Newton.
S& observam, in primul rand, ca

Pt)=n+ i+ +r)t+ i+ +r3)t2+ - =

1 1
=(14+rit+r2t2+... e (L4t 4122 = )
(I+rt+rit"+ )+ + (L rpt +rpt7) e +1_w

Prin urmare,

" 1 "ot
(t)=n Z 1—rit zzjlfnt

=1 1

=

Derivand polinomul C(t), obtinem
d d
— _ — 1 — =
aY=a kI:II( it)

= —r1(1=rat) - (L=rpt)—ro(l—rit)(1—rst) - - - (1—rpt)— - -—rp(L=r1t) - - - (1—rp_1t),

de unde deducem

Acum putem rescrie ultima egalitate sub forma
—tC'(t) = C(t)(P(t) — n).
Daca ne reamintim ca
C(t)=1—cit +cat? — - tC'(t) = —c1t + 2c9t? — 3cat® + -+,

si
P(t) —n=pit+pot® + -+,

deducem ca
Clt—202t2+303t3—'-'= (1—Clt-‘r02t2—-'-)(p1t+p2t2+'-').

Relatiile lui Newton se obtin identificand coeficientii lui t* in cele doui parti
ale egalititii de mai sus. Avem astfel:

p1 = cC1, p2 —pic1 = —2c2, p3 — pa2c1 + pica = 3cs,
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pr—pr—1c1+ -+ (=) prgor = (-1)" ey, VEk<n (2.3a)
Pk —Pr—1c1+ -+ (=1)"pr—ncn =0, Vk>n. (2.3b)

De exemplu, avem

p3 = paci — pico + 3c3 = cl(cf —2¢3) —c1eo + 3¢5 = ci’ — 3cico + 3es. O

Exercitiul 2.7. Descrieti py ca un polinom in variabilele ¢;, ca, c3, c4. O

Exercitiul 2.8. Si presupunem c& sunt date n multimi finite Aq,..., A,.
Notam

I, := {172a .- .,Tl}, A= UZEI"A’L-'

Pentru orice submultime S C {1,2,...,n}, notdm cu r(S) cardinalul multimii

Dg = {a € Ala€ Ag, pentruorice s € S, si a € Ay, pentru orice k ¢ S},

iar cu R(S) cardinalul multimii

As =) 4;.

(a) Folosind principiul includerii-excluderii, demonstrati ci

r(S) = > (~)T=ISIR(T).

(b) Demonstrati ci

TDS

Z r(S)z!® = Z R(T)(x —1)IT!| pentru orice z € R.

SCIy, TCI,

m

Figura 1. Regiuni interzise pe o tabla de sah de tip n X n

Exercitiul 2.9. Si consideram o tabla de sah de tip n xn. Numim distributie
neagresivd de turnuri pe aceastd tabla o distributie de n turnuri incit nu exista doua
turnuri pe aceeasi linie sau coloani. Definim o regiune a tablei de sah ca fiind o
submultime a multimii tuturor celor n? patrate (vezi fig. 1). Pentru o regiune A a
tablei de gah si orice intreg k > 0, introducem urmaitoarele notatii:

e r;(A) := numarul de distributii neagresive cu proprietatea ci exact k turnuri

se gasesc in regiunea A.
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e Ri(A) := numirul de distributii neagresive cu proprietatea ca cel putin k
turnuri se gisesc in regiunea A.

o ry(x) = Z re(A)z®, Ra(z) = Z Ry(A)z". Observati ci r4(0) este

k>0 k>0

numdrul de distributii neagresive cu proprietatea cd nici unul din turnuri nu se afla
in regiunea ,interzisd“ A. Polinomul 74 (x) se numeste polinomul turnurilor asociat
regiunii A.

(a) Aratati cd pentru orice regiune A a tablei de sah are loc egalitatea

ra(z) =Ra(x—1), Yk >0.

(b) Calculati r 4 (x) cAnd A este fie multimea vid4, fie una din regiunile colorate
cu gri in figura 1. O

3. Ecuatii cu diferente

S& consideram un gir de numere reale {a, },>0. Sa notdm cu a(t) := Fg(an;t)
functia generatoare a acestui gir. Putem considera sirul diferentelor dat de

(Aa)p = ang1 —an, n=0,1,2,....

Putem s& ne gandim la sirul {(Aa), } ca fiind derivata sirului {a, }. Dorim s
exprimam functia generatoare a diferentelor finite cu ajutorul functiei generatoare
a girului initial. S& notdm cu Aq(t) seria generatoare a girului de diferente finite.

Sa observam ci

(1-t)a(t) = (1—t)(ao+art+ast®+ -+ ) = ao+(a1—ao)t+(az—ar ) t*+ - - = ag+tAa(t).

Deducem ca

Aa(t) = a(t) — —ao = q(t)a(t) — ~ao, (3.1)

unde ¢(t) este functia rationals

Putem defini inductiv ,derivatele de ordin superior*:
(A" a), = (A(A%) )n
De exemplu,
(A%a);, = (A@)pt1 = (Aa)n = (ant2 = ant1) = (@it — @n) = ng2 = 2an11 + ap.

Notam cu AFa(t) functia generatoare a sirului A*a. Aplicand (3.1) iterativ
deducem: .
Ata(t) = gA*a(t) - (A 1a)y =

= 8 a(t) — 2 { a8 )y + (A4 a), | =

1
- = quJr E{ qk_lao + qk_Q(Aa)o +---+ (Ak_la)o }
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Are loc deci identitatea

1 oo 1—
Aka(t) = ¢*a(t) — i "1 (AVa), unde q:= Tt (3.2)

Propozitia 3.1.

(A*q),, = zk: ( " )anﬂ, Vn,k > 0. (3.3)

n —
j=0 J

Demonstratie. Din identitatea (3.2) deducem

k—1
tPAFa(t) = (1 —t)*a(t) =) (1 —t)* 177t (Ada),.
———— =0
I

II

Termenul (A¥a),, este coeficientul lui t*7" in seria t* A¥a(t). Observand ci IT
este un polinom de grad mai mic decat k, deducem ci (A*a),, trebuie sa fie egal cu
coeficientul lui t*+™ in I. Folosind binomul lui Newton, deducem ci acest coeficient

este egal cu expresia din partea dreaptd a egalitatii (3.3). O

Definitia 3.2. Spunem ca un gir {an}n>0 satisface o ecuatie cu diferente

omogene de ordin k dacd existd niste constante reale cg,c1,...,ck, cx # 0, astfel
incat

ck(Aka)n + ck_l(Akfla)n + -+ c1(Aa)y + cpan, =0, Vn >0. (3.4)

O

Daca sirul {an }n>0, cu functia generatoare a(t), satisface ecuatia (3.4), atunci
rezultd, din (3.2), ci seria a(t) satisface ecuatia

(\
,_.

k
1 S 1—-1
0= Zce (qéQ(t) 3 qbl*](A]a)o), unde ¢ = ——.

£=0 7

I\
o

Inmultim ambele parti ale egalitatii de mai sus cu t* si deducem

k
0=> c (tk 1 —t)la(t) — tF ZZtJ ) 1—j(Aja)0>.

£=0

Prin urmare

k k l—1
(Z cot" (1 — 1)t )Q(t) =Y et 3 H (L - 1) (A a),.
£=0 =1 j=0

Sa observam ca termenul din partea dreaptd a egalitatii de mai sus este un
polinom r(t) de grad mai mic decat k ai cirui coeficienti sunt complet si unic deter-
minati de ,,derivatele initiale*

aop, (Aa)o, ceey (Ak_la)o.
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Ajungem la urmitoarea concluzie.
Corolarul 3.3. Dacd sirul {an}n>0 satisface ecuatia cu diferente (3.4), atunci
functia lui generatoare a(t) este o functie rationald de forma

a(t) = r(t)
= (1 =R dep ot (1 — )L 4o ot

unde gradul numardatorului r(t) este mai mic decdt gradul numitorulus. a
Exercitiul 3.4. (a) Aritati cd pentru orice polinom de grad k

u(t) = upth + up_ P 4w, ug #0,
existd constantele ¢y, ..., c, unic determinate de egalitatea
wpthf +up_ P g = er(l— t)* + cr—1t(1 — t)k_1 + o coth.

(b) Aratati ci un sir de numere reale {a, } satisface o relatie de recurenti de
forma
UkOntk + Uk—1Gntk—1 + -+ ugan =0, Vn >0, (3.5)

dacd gi numai daca satisface o ecuatie cu diferente de forma (3.4). Deduceti ci un
sir {a,} satisface o relatie de recurentd de forma (3.5) daci si numai daci functia
lui generatoare are forma

r(t)

upth + w1 tF g

a(t) =

)

unde gradul lui r este mai mic decéat k. O
Exercitiul 3.5. Aritati cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
(a) Sirul {a,} satisface ecuatia cu diferente

(AF*1la), =0, Vn>o0.
(b) Existd constantele co, ¢, ..., ck, astfel incat

- 2o() -2

n .
= (k) Cn—k, pentru orice n > 0.
§j=0 k=0

(c) Existd constantele do, ds ..., dg, astfel incat

k
an:Zdjnj, Vn>0. O
=0

Exercitiul 3.6. Si consideram sirul {ay},>0 care satisface relatia de re-
curenta
Gn+2 = Dapy1 — 6a,, Vn>0.

Aratati cd el satisface ecuatia cu diferente

(A%a),, — 3(Aa), +2a, =0, ¥Yn>0. O
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Exercitiul 3.7. Pentru orice intregi 0 < £ < n, notam cu f,  numarul de
submultimi de cardinal k ale multimii {1,...,n}, cu proprietatea ci nu contin nici
o pereche de numere consecutive. Aratati ci

Fon = (n—l;—i—l)

n
Z fn,k = Fn+2;
k=0

unde {F,} este girul lui Fibonacci. O

gica

4. Formula de inversiune a lui Lagrange

Pentru a formula rezultatul principal al acestei sectiuni trebuie si facem cateva
observatii preliminare.
Definim o serie Laurent formald ca fiind o expresie de forma

akt_k + a,kﬂt_k“ + a,lt_l +ag + ait+ a2t2 + e

O serie Laurent formala este cu alte cuvinte suma dintre o serie formald de
puteri si un polinom in t~1. Notdm cu R[[t,¢!] multimea seriilor Laurent formale.

Sa observam ca putem aduna gi inmulti doud serii formale ca gi cum ar fi poli-
noame, iar multimea R[[¢, '] devine inel comutativ cu unitatea cand este inzestrata
cu operatiile de adunare gi inmultire.

Operatorul de derivare formala D se extinde in mod evident si la seriile Lau-
rent. Propozitia 1.11 se extinde i la cazul seriilor Laurent. In particular, D satisface
regula lui Leibniz §i pentru produsul a doud serii Laurent.

Daci a(t) este o serie Laurent formala, iar k este un intreg, vom nota cu [t*]a
coeficientul lui ¢* in dezvoltarea lui a. Coeficientul lui 7! in a(t) se numeste reziduul
seriei Laurent a si il vom nota cu Resa.

Propozitia 4.1. Dacd a(t) = ag+ait+ast> +--- € R[[t]] este o serie formald
de puteri, atunci

1
[t°)(D"a), ¥Yn>0. m

an = [t"]a(t) =

Definitia 4.2. Spunem cd o serie Laurent u este O(k), unde k este un intreg,
si scriem uw = O(k), dacd ea are forma
u(t) = *a(t), a(t) € RI]. 0
Cu alte cuvinte,
u(t) = O(k) dac# si numai dacd  w(t) = upt® +upy t" 1+

De exemplu, faptul ca o serie Laurent a este o serie formald de puteri, adica
nu apar puteri negative ale lui ¢, se poate scrie ¢ = O(0).
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Putem reformula principiul separarii formale, folosind notatia O, astfel:
Teorema 4.3.

[Principiul separirii formale in notatia O]. Fie
u,v € R[[t]]. Atunci
u=v dacd $i numai daca u(t) —v(t) =O(k), Vk>0. O
Sa observam ca daca
v(t) = vit +vot? + - = O(1),
iar u(t) = up + uit + ugt? + - -+ = O(0) este o serie formala oarecare, atunci putem
defini compunerea lor astfel:

wouv(t) = uo+u1(v1t+v2t2+~~~)+uQ(vlt+v2t2 +~~)2+

= ug + (urv1)t + (urv2 + uv? + U2’U%)t2 4+
Coeficientul lui t* in uow este descris de un polinom universal in variabilele u1,
Viye.., Uk

A 7uk7
Teorema 4.4. [Derivarea compunerii|. Fie u € R][t]] i v € R[[t]], astfel
incdt v = O(1). Atunci

D(uow) = ((Du)ou) - (Duv). (4.1)

O
Exercitiul 4.5. Si presupunem ci u,v € R[[t]], iar v = O(1).
(a) Aratati ci, pentru orice intreg pozitiv k, are loc egalitatea
Jr(wow) — (Jrpu)ov=0O(k+1), (4.2)
unde reamintim ca Jj este notatia pentru k-jet.

(b) Demonstrati egalitatea (4.1), folosind (4.2) si principiul separirii formale

a

Exemplul 4.6. [Puterile intregi ale unei serii Laurent|. Si presunem
ca v(t) = O(1). Atunci, pentru orice intreg k > 0, putem defini seria (1 + v)[=* ca
fiind compunerea

k—1
n>0

k—1
1+ v = wou(t), unde u(t) = (1+6)7*=> (1) (n . ) ’
Lasam cititorului si verifice, folosind principiul separarii formale, ci, pentru
orice intreg pozitiv k, are loc egalitatea
1+o)lF. 1 +0)k =1,

(=]

adica faptul ca seria (14-v)[~*] este inversa seriei (1+2)* in inelul R[[t]]. Din aceasta
cauza vom scrie (14 v)~* in loc de (1 + v)=*].
Mai general, daci ¢ # 0, putem defini

(C + Q)[_k] = c_k(l + c_ly)[_k]
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In particular, deducem ca daca u = ug + ut + ugt? + - - - € R[[t]] este o serie
formala astfel incat Jou = ug # 0, atunci putem defini u(¢)™ ca o serie formala,
pentru orice intreg n. In plus, au loc egalitatile

uu"=1,;V nez.

Daca mai sus alegem n > 0, si apoi derivim, folosind regula lui Leibniz,
deducem
(Du™)u™" +u"(Du~") =0,

de unde
u"(Du™") = —ny" " (Duwu™" = —nu~" (Du).

Inmultind ambele parti ale ultimei egalitdti cu ", obtinem
Du™" = —nu~ """ (Du).
Am demonstrat astfel urmitorul fapt:
Du™ = mu™ "' (Du), (4.3)

pentru orice m € Z \ {0}, unde u € R[[t]], astfel incat Jou # 0.
S4 observam ci daci u(t) este o serie Laurent formald, atunci o putem descrie
ca un produs

u(t) =t"(go +qt+---),

unde k este un intreg, iar qo # 0. Dacd n este un intreg, putem defini u™ prin
egalitatea

u =" (g0 + qut + )"

Egalitatea (4.3) se extinde si la acestd situatie mai generala. O
Definitia 4.7. O serie

w=uit+ust®+--- =0(1)
se numegte inversabild functional (sau, pe scurt, f-inversabild), dacd existd o serie
v=wt+vt>+ - =0(1),

astfel incdt

wou(t) =vou(t) =t

|

Vom folosi notatia
u(t) = ul "V (1),

st vom spune ca v(t) este inversa functionald a seriei u(t). O
Exercitiul 4.8. [Teorema functiilor implicite formale|. Aritati ca o
serie u(t) = O(1) este f-inversabild daca si numai daci [tju # 0, adicd coeficientul
lui ¢ in w nu este zero. In acest caz u admite o unicd inversa functionala. O
Remarca 4.9. Si presupunem ci u(t) este o serie formald care admite o
inversd functionald v. Atunci seria u este convergentd dacid si numai daca seria
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v este convergentd. Acest fapt este cunoscut in analizd sub numele de teorema

functiilor real analitice implicite. O
Dorim sa rezolvim urmitoarea problema:
Daci u(t) = uit + ugt® + - -+ este o serie f-inversabild (adicd uy # 0), sd se

descrie coeficientii seriei inverse in functie de coeficientii seriei u(t).

Problema de mai sus se poate rezolva prin metoda coeficientilor nedeterminat;i,
dar calculul coeficientilor inversei (= devine oribil de complicat. Formula de
inversiune a lui Lagrange descrie in esentd un algoritm de calcul al coeficientilor
seriei inverse care de multe ori produce rezultate interesante. In demonstratia acestui
algoritm vom avea nevoie de urmitorul fapt elementar, dar fundamental.

Lema 4.10. [Teorema formali a reziduurilor|. (a) Dacd a(t) este o serie
Laurent, atunci reziduul derivatei Da este zero, adicd

ResDa = 0. O
(b) Daca seria u € R[[t]] este f-inversabild, atunci are loc egalitatea
Resu'Du = 1.

Demonstratie. Partea (a) rezultd din observatia cd monomul t~! nu este
derivata nici unei serii Laurent. Pentru a demonstra partea (b), scriem u sub forma

w=uit +ust®+ - =t(ug +ust+---),
_/_/

T

unde uy # 0, deoarece u este f-inversabila. Atunci
u =t siDu=r+tDr, deunde u 'Du=t"147r"1Dr
Sa observiam ca r~!Dr € R[[t]] si deci Resr~!Dr = 0, de unde
Resu 'Du = Res(t ' + 7 'Dr) = Rest ' = 1. O
Teorema 4.11. [Formula de inversiune a lui Lagrange]. Fie
u(t) = urt + ugt? + - - € R[[]]

o serie f-inversabild, adicd uy # 0. Notam cu s(t) = s1t + sot2 + -+ inversa ei
functionalda. Dacd scriem u(t) sub forma

u(t) = tr(t), r(t) =uy +ugt +ust? +--- |

atunci
ns, = n[t"]s(t) = Resu™" = [t"r(t)™".

Demonstratie. Si scriem

s(t) = Z Smt™.

m>1
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Atunci are loc egalitatea

t=s(u(t) = Z Smu’™.

Derivand, obtinem
1= Z msmu™ 1 Du.

m2>1
Inmultind cu ©~", deducem
u "= E msmu™ 1" Du.
m>1
Sa observam ca dacd m # n, atunci

1

m—n

u™ " Dy = Dy™™"

)
si, din teorema formala a reziduurilor, obtinem
Resu™ '""Du =0, Vm #n.

Deducem ca
Resu™" = ns,Resu" ' Du.

Folosind partea (b) a teoremei formale a reziduurilor, gisim cd
ns, = Resu™ = Res(t "r™") = [t (¢t "r(t)™™) = [t""|r(t) " O

Exercitiul 4.12. Si presupunem ci seria u(t) € R[[t]] este f-inversabild si
sa notam
vi=ul"l,

Folosind tehnica de demonstratie a Teoremei 4.11, aratati ca

(7)o" = S[t"’k](i )" = S[t’k]u’". (4.4)

In particular, dacs u(t) are forma

u(t) = %, unde f(t) = fo+ fit+--- € R[[t]], astfel incat fo # 0,
atunci %
[#"]o* = ~[" R (4.5)
a

Exemplul 4.13. Formula de inversiune se poate intelege cel mai bine daca o
ilustrdm pe un exemplu. S& presupunem ca o serie formald de puteri s(t) satisface
o ecuatie de forma

s =t(1+ as)’,
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unde / este un intreg, iar a # 0 un numar real. Daca definim
u(t) :== t(1+ at)~*,

deducem ci
u(s(t)) =t,

adica s este inversa functionald a seriei u. Putem scrie
_ 2
s=s81t+ 89" + -+,

iar formula de inversiune a lui Lagrange ne spune ci

Lin1(1 4 apyt,

Sp = —
n

Daci £ > 0, atunci deducem, din formula binomului lui Newton, ca

1/ nt 1 1 nd+1\ ,_,
n=— = e 4.
§ n(n—l)a n€+1< n )a (46)

Daci ¢ < 0, atunci, din egalitatea (1.3), deducem

(1+at) " = 3 (—1)m (m+n|€| - 1)amtm7

m
m>0

i, prin urmare,
1 /n+nlt -2 4 1 n(f+1) -1 4
N == )l = - —a)"7 . (4.
3 n( n—1 )( 2 n(lf|+1)—1 n (=a) (47)

O
Exemplul 4.14. Seria de puteri

1o, 15 14 —t
este inversabild. Inversa ei este seria formald

r(t) = rit +rot®> 4+ - -

unde )
1. n""
Ty = _[tn l]ent —_
n n!

Exemplul acesta este foarte interesant, deoarece seria u(t) apare in combina-
toricd in problema numérarii arborilor, adicd a grafurilor conexe care nu au cicluri.
O

Exemplul 4.15. [Numerele lui Catalan]. Pentru orice intreg n > 1,
vom nota cu C,, numarul posibilitdtilor de descompunere a unui poligon convex cu
n + 2 varfuri etichetate, in n triunghiuri, cu ajutorul a (n — 1) diagonale care nu se
intersecteazd. Astfel de triangulari se vor numi triangulari simple. Numerele C,, se
numesc numerele lui Catalan. Figura 2 aratd ca Cy =1 gi Cy = 2.
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2 3 2 3 ~ - -

Figura 2. Trianguldari ale unui poligon . . .
i . Figura 3. Triunghiul A+
conver cu ajutorul diagonalelor

Sa construim functia generatoare
C(t)=Cit+ Cot* +--- .

Dorim si gasim o relatie de recurenta pentru numerele lui Catalan pe care
sd o putem exprima in termeni de functii generatoare. Vom nota cardinalul unei
multimi A cu |A4|.

Fixam n > 2. Numarul C),4; este numarul de triangulari simple ale unui
poligon convex P cu (n + 3) varfuri 0,1,...,(n+2). Notdm cu 7 multimea acestor
triangulari. Pentru orice triangulare 7 € 7, latura [0, (n + 2)] a poligonului P
apartine exact unui singur triunghi al triangularii 7. Notam acest triunghi cu A,
iar cu v, varful lui A, diferit de 0 si (n 4 2) (vezi figura 3). Este evident ca

vr €{1,2,...,n+1}.
Pentru orice k € {1,2,...,n+ 1}, notdm
T = {TGT; vr = k}.

Are loc egalitatea
n+1

T =) |l
k=2

Distingem doud cazuri.

Cazul 1. k= 1sau k =n+ 1. Fie 7 € 7;. In acest caz triunghiul A, are
o singurd latura, care este diagonald a lui P. Aceastd diagonald imparte P in dou
parti: triunghiul A; gi un poligon cu (n + 2) varfuri. Deducem ci, in acest caz,

|7| = Ch.
Cazul 2. 2 < k < n. In acest caz, diagonalele [0, k] si [k, (n + 2)] impart P
in doud poligoane convexe: un poligon P’ cu (k + 1) varfuri, anume 0,...,k, si un

poligon P” cu (n + 3 — k) varfuri, anume k, ..., (n + 2). Rezulta ci
g

|Tk| = Cr—1Crny1—k-
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Deducem, din discutia de mai sus, ca

n n—1
Cr1 =200+ CraCryp1k =20, + Y CiCnij, ¥n>2.
k=2 j=1

Inmultind egalitatea de mai sus cu ¢"*! gi apoi sumand dupi n > 2, deducem

identitatea, .
S Cpprt™h =2t Cut" 1y (Z Can_j>t”,

n>2 n>2 n>2 j=1

pe care o putem rescrie sub forma

C(t)—t—2t> =C(t) — Cit — Cot® = 2t(C(t) — C1t ) +tC(t)?,

de unde
C(t) —t = 2tO(t) + tO(t)?,
deci )
Ct)y=t(1+C(t))".
Suntem exact in situatia descrisa in Exemplul 4.13, cazul £ = 2, a = 1.

Deducem, din (4.6),

co— 1 2n+1y 1 2n -
" oan+1 n Cn+1\n)’
Exercitiul 4.16. Fie P si QQ doui puncte laticiale in plan, adici P,Q € Z2.
Un drum laticial de lungime n de la P la @ este un gir de puncte

Py, Py,...,P, eZ?

cu urmatoarele proprietati:
ePy=P,P,=Q.
e Pentru orice k € {1,...,n}, avem fie P, = P,_1 + (1,0), fie P, = P.—1 + (0,1).

Cu alte cuvinte, de-a lungul
unui drum, pasii au lungime 1 si sunt
indreptati fie citre est, fie catre nord.
! S& notam cu T(Q,P) numarul de

drumuri laticiale de la P la Q care
nu trec deasupra diagonalei y = =z
L Drum pe sub diagonala (vezi figura 4). Aritati cd daci

P = (an)v Q= (n,n),

Drum pe deasupra diagonalei

atunci
1 2n
T(Q,P)ch: n+1<n)
Figura 4. Drumuri laticiale
(va urma)
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Une nouvelle inégalité qui simplifie essentiellement la
démonstration de la formule de Stirling"

ANDREI VERNESCU

Abstract

In this note the author surveys some results about generalized Euler’s constants
and makes some historical remarks concerning this topic.

Key words: FEuler’s (generalized) constants, Stieltjes constants.

M.S.C.: 01-99, 40A25

1. Considérons la formule de Stirling sous sa forme la plus simple:

n!
lim ————— =12, 1
n—00 ple=N\/21n M)
Pour obtenir la démonstration de cette formule on parcourt d’habitude deux étapes:
(a) On établit que la suite de terme général

n! n! 3)
nne—n\/ﬁ T pntl/2¢—n

Ap =

(2)

1) Aceastd lucrare a fost prezentati la Al Saptelea Colocviu Franco-Roméan de Matematici
Aplicate, Craiova, 2004, in cadrul Sesiunii speciale de inegalititi si aplicatii (a se vedea G.M.-A nr.
4/2004, pp. 403-404). (N.R.)

2) Des formes plus raffinées de I’évaluation de n!, ramenant, toutes a (1), se trouvent dans
Mitrinovié [8]. Il existe, biensiir, aussi un développement asymptotique pour n! (e.g. Knuth [5],
9]). (N.A))

3) 1’inclusion du facteur v/27 au dénominateur de a,, ne modifie pas la démonstration; seulement
que la limite du point (b) sera 1 au lieu de V27, Cette inclusion est anticipative, donc non naturelle.
(N.A))
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est convergente, ayant une limite a, finie et differente de zéro.
(b) Tenent compte que, dans les conditions du point (a), on a 'identité a =

lim a—", on établit, a aide de la formule de Wallis:
n—00 A2n

. 2:2:4-4-6-6...-2n-2n T
lim =,
n-001-3-3-5-5-7-...-(2n—1)-(2n+1) 2

que a = /27.
*
L’obtention du point (a) se fait, dans beaucoup de textes (par exemple [4] et
[16]) tenant compte de I'inégalité:

2n+1
1 1) -1 — 3
<In(n+1) nn<2n(n+1), (3)

2n +1
qui, itérée de n & n + k, donne:
1< an < 1/1 1
exp| - — —
ik Pla\n o +k))
ce qui, pour k — oo, conduit & a > 1 et
prouve le point (a).

L’inégalité (3), qui améliore I'in-
égalité de Neper:

1 1
— <1 1)—Inn < —,
— n(n+1)—1Inn -

s’obtient en [4] et [16] par quelques con-
sidérations géométriques lices & laire .
) s . I
engendrée par la courbe d’équation )
'.”
i : —_—
O Afny E Bin+1) x
En réalité, cette inégalité représente un cas particulier de 'inégalité d’Hermite-
Hadamard (nomée parfois aussi I'inégalité de Jensen-Hadamard) pour les fonctions
continues et convexes ¢ : [a,b] — R

s0<a;b>§ 1 /bw(m)dxgcp(a);cp(b).

1
y=—, x € [n,n+ 1] (voir la figure).
T

b—a

1
(Dans notre cason a: a=n, b=n+1, p(z) = ;) (voir [10], [11] , [16]).

Dans [17] j’ai établi une preuve élémentaire de (3), c’est & dire une preuve
indépendente de I'utilisation des dérivées et des intégrales.

Le but du present travail est de donner une démonstration élémentaire pour
le point (a), plus simple que celle de Dan Romik, de son travail [15], ,,Stirling’s
Approximation for n!: the Ultimate Short Proof ?“, et aussi plus simple que celle de
[1] et [7].

108



2. Passons a la démonstration. Soit:

1:2:3-5-...-(2n—1)
- 2:4-6-...-2n '

Q, (4)

On a l'inégalité élémentaire
1

V2n+1

Nous utiliserons la remarque suivante: Soit (z,), une suite strictement crois-
sante & termes strictement positifs. Alors on a

Q, < D, (5)

2

x
Ty > —-. (6)
T2n
e"n! .
Prenons maintement z, = —.  Evidemment z, > 0, pour tout
n
n=1,2,3,...et, de la relation
Tn41 N €

" - 1 mno
")
n

1
tenent compte que (1 + — < e (& cause du caractére strictement croissant de la
n

I'nJrl
Tn

1 n
suite (en)n, €n = <1 + —) ), on trouve > 1, donc x,4+1 > x,, c’est & dire que
n

la suite (), est strictement croissante.
On peut donc lui appliquer I'inégalité (6) et on trouve aprés quelques calculs
élémentaires qui ne contienent que des simplifications:

1
Ty > o (7)
Tenent compte de (5), on trouve
Tn > V2041, (8)
c’est a dire

)
en >V2n+1,

nn

e"n! Van +1 1
> —/24 -,
1

1) D’une maniére plus éxacte on a les inégalités de Wallis

d’ou

1

I —_— Qn s
Vr(n+1/2) < < VT de

1 1
(voir [8], [3]) et de M. le Professeur L. Panaitopol

1\/7r(n +1/2) << \/ngn +1/4)
(voir [12], [20]). (N.A.)

Kazarinoff

Vm(n + 1/4+ 1/32n) <n < Vr(n + 1/4)
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donc, en définitif:

an > V2 9)

(avec a,, de (2)).
La suite (ay), est strictement décroissante a cause de la relation

ntl _ ° <1, (10)

an < 1)n+1/2
14—
n

qui provient du fait que la suite de terme général

en(1/2) = (1 + %)M/Q

est décroissante’), donc le terme général est plus grand que la limite.
D’autre part, la suite (a, )y est bornée inférieurement. Donc, d’une théoréme
célébre, elle est convergente. Passent & la limite dans (9), on obtient:

a= lim a, > V2. (11)
n—oo
Donc, on a obtenu le point (a) d’'une maniére plus simple que celle habituelle,
exposée dans 'introduction. Le but de note travail est accompli.

3. La suite de la démonstration de la formule de Stirling découle en éfectuent
les calculs du point (b).

Tenent compte du fait que la formule de Wallis posséde aussi une démonstra-
tion élémentaire (voir Yaglom [21] ainsi que [17]), on peut conclure que la formule
de Stirling posséde aussi une démonstration tout a fait élémentaire.
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Angle Bisectors in a Triangle: A problem Solving Approach

BY NATHANIEL HALL, BOGDAN SUCEAVA AND KM UYEN TRUONG

Abstract

The present work includes a mini casebook on angle bisectors in triangles, com-
prising problems and solutions, some of them real gems. Their solutions display
techniques involving the power of the point with respect to a circle, congruence of an-
gles, and metric relations (such as the angle bisector theorem). The article is written
mainly for students preparing for mathematical competitions as well as all readers
interested in problem-solving techniques.

Key words: angle bisectors, metric relations, problem-solving techniques.

M.S.C.: 51M04, 97C30

Many interesting results in geometry involve angle bisectors, and proofs of
these results use a variety of interesting techniques. This paper is a mini casebook
on angle bisectors in triangles, comprising six problems and their solutions. These
problems are gems, and their solutions display techniques involving the power of
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the point with respect to a circle, congruence of angles, and metric relations (such
as the angle bisector theorem). We believe that this article will be of interest to
students preparing for mathematical competitions as well as all readers interested in
problem-solving techniques. One of the difficulties in approaching a plane geometry
problem is to choose a method that uses on a precise and effective technique. What
should we use and when? Does the geometric structure itself suggest a method?

Some of the notation we use is the following: The lines through points A and
B will be denoted AB, the segment joining them [AB], the distance between them

|ABJ, and the ray starting at A through M will be denoted AM. Given a line [ and
a point P not on [, the foot of the perpendicular from P to [ is also known as the
projection of P onto [. The measure of <A in degrees will be denoted by m(<rA).
A well-known fact about angle
bisectors that we will assume is that the
A Fig. 1 angle bisector is the set of points that
' are equidistant from the sides of the an-
gle.

The angle bisector theorem
states that if D is the point at which
the bisector of <¥BAC meets [BC],
B D C then IBD|  |AB|

|DC|  |AC|

Another concept that we
will use is the power of the point
with respect to a circle. Suppose
that point P lies in the exterior
of circle ¢ of radius r and cen-
ter O, and let AA; and BB be
two secants of ¢ passing through
P (see Fig. 2). Let PT be a tan-
gent to ¢ from P.

Fig. 2 Then the power of the
point P with respect to circle ¢
is, by definition, p.(P) = |OP|?> — r%. By the Pythagorean Theorem in APOT, we
. ) o PA| _ |PT|
have |PO|? — r* = |PT|?. Since APAT ~ APTA;, we have PT| ~ [PAL’ or
|PT|> = |PA|-|PA;|. Since this is true for every secant of ¢ passing through P, it
follows that p.(P) = |PB| - |PB;| = |PA| - |PA;| = |POJ? —r? = |PT|%.

If the point P is in the interior of ¢, the
power of the point P with respect to c is defined
to be p.(P) = r? —|PO|?. It is easy to show that
pe(P) = 12~ |POJ? = |PA|-|PAy| = |PB|-|PB
for any secants AA; and BB; passing through P
(see Fig. 3).
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The problems. Each of our six problems is followed by a hint. However, we
encourage readers to attempt to find a solution before reading the hint. (Relevant
figures appear in the Solutions.) The first problem is a classic textbook problem
(see, for example, Tonescu-Tiu [8]).

Problem 1. Prove that in any AABC, the midpoints of sides [AB] and [BC]
and the foot of perpendicular from B on the angle bisector of <A are collinear.

Hint: Join the midpoint of side [AB] to the point of intersection of the angle
bisector AA’ and the perpendicular from B to AA’. Try to prove that this segment
passes through the midpoint of side [BC].

Problem 2. ([12]) Let P be a point in the interior of AABC. Let D, E, F be
the feet of the perpendiculars from P to BC,CA, and AB, respectively. If each of
the three quadrilaterals AEPF, BFPD, CDPE has an inscribed circle tangent to
all four sides, then P is the incenter of AABC.

Hint: Tt is sufficient to show that P lies on one of the angle bisectors.

Our next problem, due to Laurentiu Panaitopol [10], connects the angle bisec-
tor with a concept more common in algebra and analysis than in geometry, namely,
one-to-one functions.

Problem 3. Let AABC' be such that |AB| # |AC|. Let M be a point on the
segment [BC] with ray AM intersecting the circumcircle of AABC a second time
in M'. Prove the following:

(i) The function f:[BC] — R defined by f(M)= AM - AM’ is injective.

(ii) If AM - AM’' = AB - AC, then AM s the bisector of < A.

Hing: For (i), use directly the definition of an injective function and the power
of a point with respect to a circle. You will also have to think about the sum of
opposite angles in a cyclic quadrilateral. For part (ii), start by computing AM - AM’
for the angle bisector AM , then use the injectivity proven in (i).

We would like to explore in more detail the use of power of a point with
respect to a circle. Our next example is from a 1930 book by Aubert and Papelier,
([4], p-39) where the problem is presented in a context that suggests an analytic
solution.

Problem 4. Let AABC be an acute triangle and let X be a point on the
bisector of angle <A, in the interior of the triangle. The circle (AX B) intersects
AC in D, and circle (AXC) intersects AB in E. Prove that |BE| = |CD).

Hint: The power of a point with respect to a circle is the tool that helps in
the proof, since circles are involved. We may need to use also the angle bisector
theorem.

Our next example is essential for our discussion, and we will give two proofs,
the first using angle measures, the second the power of a point. These two concepts
constitute the common ground of all of our examples. This problem was first posed
by the second author (Problem 11006, Amer. Math. Monthly, vol.110 (2003), p.
340).

Problem 5. Consider the acute triangle ABC. Denote by T the intersection
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of the angle bisector of <X BAC with the circumcircle of AABC. The projections of
A and T on BC are respectively G and K, the projections of B and C on AT are
respectively H and L. Prove that:

(i) the points G, H, K, L lie on a circle,

(ii) KH || AC,GL | BT,GH | TC, and LK || AB,

(iii) If E is the midpoint of AB, then the center of the circle determined by
G, H, K, L lies on the circumscribed circle to the triangle GEK.

Hint: For the solution by using measures of the angles, try to understand
all the angles in the picture and try to see why it is important that AT is bisector
of <BAC. In a second approach think about writing powers of various points with
respect to several circles that appear in the problem. In this figure there is not only
the circumcircle of AABC, but there are several cyclic quadrilaterals there, each one
with its own circle.

Our sixth problem has been posed by the second author (Problem 10983 from
Amer. Math. Monthly, vol.109 (2002), p. 922).

Problem 6 Let T be the projection of the orthocenter H of an acute triangle
ABC' on the line bisecting the angle from A. Denote P the projection of T on BC,
M the midpoint of BC and A’ the intersection between BC and the line bisecting
<BAC.

(i) Prove that T A’ bisects <M T P;

(ii) Prove that TM || AO, where O is the circumcenter of the triangle ABC.

Hint: Think about an auxiliary construction: draw the exterior bisector of
the angle A. Another way to solve the problem is to use metric relations: angle
bisector theorem, law of sines and various trigonometric formulas for circumradius
and distances between points of interest in a triangle. We will include in Appendix
the reference for this solution. However, one can avoid tedious computations by
considering a natural extension of the figure.

The solutions. In this section we present the solutions to the problems
proposed above.
Solution to Problem 1: Connect the midpoint D of side [AB] with the point

F, which is the intersection of the angle bisector ﬂ with the perpendicular from
B to AA’. We need to prove that DF passes through the midpoint E of the side
BC. In the right triangle AAF B, |DF] is the length of the median corresponding
to hypothenuse [AB], so it is half of [AB|.

A
Therefore AADF is isosceles and

JBAF = <J4AFD. From hypothesis,
SBAF = qCAF, so <CAF =2 4AFD, and
hence DF||AC. Since DF' passes through the
midpoint of [AB], it must be the midline in
AABC, therefore DF must pass through the
midpoint of [BC].
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Solution to Problem 2:
Denote by X the centre of the
circle (¢) inscribed in BDPF,
and by T, U, V, S the projections
of X on BC, PD, PF, and re-
spectively AB. We will show that
|PF| = |PD| = |PE|, and this is
the central result needed to prove
that P is the incenter of AABC.

Without loss of general- _
ity, it is sufficient to prove that B r D c
|PF| = |PD|.

The quadrilaterals FV XS and UDTX are rectangles (each one of them has
three right angles by construction). Furthermore, they are squares, since each has
two pairs of adjacent congruent sides: |F'S| = |FV| (tangents from F to (gq),)
|UD|=|DT| (tangents from D to (q),) and respectively |SX|=|VX|=|UX|=|TX]|
are all radii of incircle (g). The two squares have sides of the same length (radius of
(¢)), thus

|FP|=|FV|+|VP|=|UD|+ |PU| = |PD|.

As a consequence, AFBP = ABDP (since the hypothenuse [BP] is common,
m(x<BFP)=m(<PDB) = g and |FP| = |PD]). Therefore, P lies on the bisector

BP of 4 B.
Similarly, AP and CP are bisectors of <BAC and <BCA respectively. In
conclusion, P is the incenter of AABC. O
Solution to Problem 3: (i) Suppose for
proof by contradiction that there exists M;
and Ms on [BC] such that M; # M, and
F(My) = F(Ms).
This means |AM;| - |AM]{| = AM, -
AM). Regarding this relation as a power of a
point with respect to a circle, it results that
My M{ My M} is a cyclic quadrilateral. We use
this fact to write the following relations

m (M, M; M) = 180°—m(<B)—m(<x BAM]),

and
m(X M MiMs) = m(C) + m(xBM,M]) = m(<C) + m(<xBAMj).

Therefore, the measures of the angles <tB and <.C are equal, which contradicts the
hypothesis |AB| # |AC|. Thus f is one-to-one.
(ii) Let AM be the bisector of xBAC. Therefore AABM; and AAM{C are
similar, thus
|AM;| |AB|

[AC]  |AM]]
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or |AM.| - |JAM{| = |AB| - |AC]. Since f is injective, this property characterizes the

unique point on the segment [BC| that satisfies this metric relation. Therefore, if
—

the point @ on [BC satisfies f(Q) = |AB|-|AC|, then AQ) must be the angle bisector

of s A. O
Solution to Problem j: Denote

by N the intersection of the circle
(ABX) with the line BC and by M the
intersection of circle (ACX) with BC.
Suppose, for example, that N and M
are in the exterior of segment [BC]. If
either M or N is in the interior of [BC],
the problem is solved similarly.
N B JF C M We denote the length of the sides
/ of AABC by |AB| = ¢, |AC| = b and
|BC| = a.
The power of the point B with respect to circle (AXC) is p(B) = |BE| -
|AB| = |BC| - |BM]|. Writing the known quantities in terms of lengths of sides:
|BE| - ¢ = a(a+ |CM]), and, if we solve for |BE|, we get

Fig. 7

[BE| = (a+ |CM]).

Writing the power of the point C' with respect to the circle (ABX), we obtain,
similarly, as above

a
|CD| = E(a—i— |BN|).
We need to prove that |BE| = |CD]|, or

“(a+|CM|) = Z(a+ BN]), (1)

SaRS

which is equivalent to
ba+b-|CM|=ca+c-|BN|. (2)

Our problem is reduced to prove the relation [2]. We can use the power
of the point F' with respect to both circles, keeping in mind that F lies on their
radical axis (see [6], pp. 31-34). Actually, the power of F' with respect to the
circle (AXC') must be equal to the power of F' with respect to the circle (ABX),
or p(F) = |FN|-|FB| = |FC| - |FM]|. From a consequence of the angle bisector
theorem, we know that

bcfc IFB| = bcfc'
Therefore, by the angle bisector theorem

|AB| |FB| |FM|

|AC| |FC| |FN|’
and from the first and last ratio we have ¢ |FN| =b-|FM]|. Thus

(-2 fiom)) = e (2 4 1BN])
b+c b+c

FO| =
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This is equivalent to
ab® +b(b+c) - |CM| = ac* + c¢(b+¢) - |BN|,
and factoring out
alb—c)(b+c¢c)=(c-|BN|=b-|CM|)(b+ c).
Simplifying by b + ¢ (this quantity cannot be zero) we get:
ab—ac=c-|BN|—-b-|CM|,

which is exactly the relation [2] that we needed to prove. O

For Problem 5 we present two solutions. The method of the second solution
is different than the proof published in Amer. Math. Monthly, January 2005, pp.
90-91.

First solution to Problem 5: (i) 4

Let P be the intersection of AT with BC.
The quadrilateral ABGH is cyclic (since
m(<BHA) = m(3AGB) = g).

Therefore m(cxHGP) = m(xBAH).
Similarly, from the cyclic quadrilateral CK LT H
one gets m(sxKCT) = m(<PLK) and since B K c
m(xKCT) = m(XBAT) the conclusion is G
m(XHGK) = m(3HLK), therefore GLK H L
is cyclic.

T Fig. 8
(ii) The quadrilateral AGLC is cyclic since m(<AGC) = m(xALC) = g,

therefore m(XGLA) = m(<GK H) and thus m(<GKH) = m(xBCA) or HK || AC.
To see that GL || BT, let’s look first to the cyclic quadrilateral BT K H.
We have m(<BTH) = m(«xBKH). Using (i), in the quadrilateral K HGL we have
m(xBKH) = m(<xHLG). Therefore m(xHLG) =m(xATB), so GL || BT.
We now prove that HG || TC. By (i), m(<xGHL) = m(<GKL). From the
cyclic quadrilateral K LTC we have m(<LTC) 4+ m(xLKC) = 7. But m(<LKB) +
m(XLKC)=m, som(XGHL) = m(<GKL) = m(xLTC). Therefore HG || TC.

Since m(<xABC) = m(xATC), the above arguments yield also m(<xABC) =
m(xBKL), therefore AB || K L.

(iii) Let us denote by O’ the center of the circle (GHKL). We remark first
that

1
m(<GLK) = m(xBCA) + §m(<XBAC).
In the circle centered in O’ we have m(<KO'G) = 2m(< K LG), therefore

m(xBAC)

m(¥KO'G) =2 |m(4BCA) + 5

= 2m(3BCA) + m(<BAC).
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On the other hand m(xKEG) = m(xABC) — m(<ACB) therefore, adding
term by term these last two relations, we obtain

m(¥KO'G)+m(¥KEG) =m(xABC) + m(<BCA) + m(xBAC) = .

Therefore the points K, O’, G, E lie on the same circle. (As a matter of fact,
this is the Euler’s circle of the triangle ABC.) O

Second solution to Problem 5: Writing the power of P with respect to the
circle (KLTC) we get

pi(P) = |PK|-|PC| = |PT|-|PL|,
and the power of P with respect to the circle (ABGH)
p2(P) = |PG| - |PB| = |PH| - |PA|

Multiplying these two equalities term by term and using the fact that |PB| -
|PC| = |PT|-|PA|, we get

|PK|[-|PG| = |PL[-|PH|,

i.e. KLGH is a cyclic quadrilateral. This proves (i).
To see (ii), we need to prove, for example, that

|PK| |PH|
|PT|  |PA|

or |PK|-|PA| = |PT|-|PH|. This relation can be proved if we use, in addition to
the above considerations, the power of P with respect to the circle (AGLT)

p3(P) = |PL| - [PA| = [PG| - |PT]|.

a

Our solution for Problem 6 is different from the one published in Amer. Math.
Monthly, vol 111 (2004), pp. 726-728, since it is based on an auxiliary construction,

-
a natural extension of our figure, suggested by the fact that AA’ is the angle bisector.

Solution to Problem 6: (i) Consider
the line d through A perpendicular to the

line /Tf? bisecting < A. Project H onto d
and denote this point S. The quadrilateral
ATHS is a rectangle. To establish the no-
tations, let’s denote by A”, B” and respec-
tively C” the feet of the altitudes in the tri-
angle ABC.

Let’s prove for the beginning that
M, T and S are on the same line. The
quadrilateral AB"HC" is cyclic and [AH]
is a diameter in its circumcircle.




The points S and T lie also on this circle, since they form a right angle on
the circumcircle. The diagonal in the rectangle ATHS, [ST], is also a diameter.

The point T is the midpoint of the arc B”"HC", since AT bisects <<BAC.
Then the diameter [T'S] is perpendicular to [B”C"] at its midpoint.

The quadrilateral BCB”C" is cyclic, and its circumcenter is M, its diam-
eter is [BC|]. Therefore [B”C"] is the common chord to the circles (AC”B”) and
(BCB"C"). Thus, the line perpendicular to B”C" at its midpoint will pass through
the two centers, and one of them is M.

In this context, we see that m(xA'TP) = m(4<TAH), and from the rect-
angle m(<TAH) = m(«xSTA), and as opposite angles m(<xSTA) = m(xMTA’).
Therefore T A’ bisects <M T P.

(ii) We have seen that T'M is perpendicular to B”C”, which is one of the sides
in the triangle A” B”C". Tt is known that AO is perpendicular to B”C". Therefore
TM || AO. O

Comment. We now summarize the geometric arguments we have encoun-
tered in these solutions. First of all, we have seen proofs based on standard reasoning
with measures of angles (as the first proof of Problem 5 and the proof of Problem
6) and proofs based on the power of the point (Problem 4). The interplay of these
methods is by no means a surprise, since the angle bisector has a dual nature (bisects
the angle and is the set of the points equidistant from the sides, thus characterized
by a metric condition). The connection with these metric relations allows other im-
portant metric methods to play a role in the proofs. We see this in the proofs using
the power of the point with respect to a circle. (See the second solution of Problem
5, and the solution of Problem 4.) In Problem 3, we have a very interesting inter-
play between angles and metric properties, perhaps one of the simplest and most
informative examples one may find to illustrate the consequence of using these two
methods.

The classical viewpoint on these geometric structures presented by Cozeter
and Greitzer, in [6], or Lalescu, in [2], is the common ground of many of our textbooks
(see, for example, Posamentier, [11], pp. 88-96.) Recently, the problem-solving
viewpoint has been well represented in the literature. For example, in Andreescu
and Gelca, [1], there is a thorough discussion of the power of a point with respect to
a circle. This discussion extends the classical viewpoint presented in Coxzeter and
Greitzer, [6], pp.27-31. Other interesting geometric structures are discussed from
the problem solving viewpoint by Andreescu and Savchev in [2], and by Andreescu
and Fnescu in [3]. For example, in [2], pp. 88-92, Andreescu and Savchev discuss
auxiliary constructions, (as we did in Problem 6) and, in [3], Andreescu and Enescu
collect a group of problems on quadrilaterals with an inscribed circle (we had to use
this concept in Problem 2).

Bonus problems. In our final section, we propose a few problems whose
solutions may use the methods discussed in the present note.

Problem 7. Let AABC a triangle such that AB # AC. The angle bisector
of <BAC intersects (BC) in D. The circle through the points A, D and midpoint
M of (BC) intersects (AB) in P and (AC) in Q. Then (BP) = (CQ).

Hint: Write the powers of the points B and C' with respect to the circle
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(ADM). The proof is similar to the one of Problem 4.

Problem 8. (C. Gidea, E:8859, Gazeta matematica, XCII, 1986.) Let A, B,C
be three points on a circle with center in O and A’, B',C’ their diametral opposites,
such that B is on the arc AC and XAOC is acute. Then prove that:

(i) If AC'NBC = {M} and A'/CNB'C’' = {N}, then the points M,0, N are
collinear.

(i1) If (MC) =2 (A'C'), then M A’ is the bisector of the angle CMC'.

The next example is a classic. It has been assigned to the International
Olympiad 1987. There are similarities between its proof and Problems 4 and 5
presented above.

Problem 9. Let the bisector of angle A in acute triangle ABC cross BC at
L and meet the circumcircle of the triangle at N. From L, let perpendiculars LK
and LM be drawn to sides AB and AC, respectively. Prove that the quadrilateral
AKNM and triangle ABC' have the same area.

For a solution, see for example [7], pp.192.
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Asupra structurii grupurilor abeliene finite

DE NICOLAE ANGHEL

Abstract

In this note we present a direct elementary proof to a classical result regarding
the structure of finite abelian groups as products of descending cyclic groups.

Key words: finite groups, abelian groups, cyclic groups, classification theorem.

M.S.C.: 20K01, 20K25

Un rezultat clasic in teoria grupurilor abeliene finite afirma ca, pana la un
izomorfism, orice grup abelian finit netrivial este caracterizat in mod unic de un sir
de numere naturale m; > mg > --- > m,, > 2, cu proprietatea mp‘mp_l‘ e ‘mg‘ml.
In general existd doud nivele de demonstratie pentru acest rezultat [1, 2|:

1) Teoria elementard a grupurilor. Demonstratiile uzuale in acest context,
desi elementare, par ocolitoare datorita folosirii descompunerii in factori primi a
numerelor naturale.

2) Teoria avansatd a algebrelor comutative. Demonstratiile de acest tip sunt
o consecinti a teoremei factorilor invarianti gi ca atare devin inaccesibile matemati-
cianului incepétor.

O noud demonstratie, in spiritul punctului 2), dar la nivelul punctului 1),
poate aparea deci interesanta. Scopul acestui articol este de a prezenta o astfel de
demonstratie. Se poate spune chiar ci dupa insugirea catorva concepte de baza din
teoria grupurilor privitoare la ordinul unui element, grupuri ciclice, grupuri factor si
sume directe interne, demonstratia propusa va fi pe intelesul liceanului pasionat de
matematica.

Fie G un grup abelian finit. Conform uzantelor, operatia de grup in G va fi
notatd aditiv prin +, iar elementul neutru prin 0. Dacid n este un numér natural,
subgrupul n-anulator al lui G, notat "G, se definegte prin "G := {g € G|ng = 0}.
Ezponentul e(G) al lui G este atunci cel mai mic numir natural cu proprietatea
"G = G. Este ugor de vizut cd ordinul fiecdrui element din G este un divizor al
lui e(G) si ci existd elemente de ordin e(G) in G. Rezultd agadar ca e(G) este un
divizor al ordinului lui G, |G|.

Subgrupurile n-anulatorii au doua proprietiti simplu de demonstrat i care
vor juca un rol major in cele ce urmeaza.

a) Grupurile abeliene finite izomorfe au n-anulatori izomorfi.

b) n-anulatorul unei sume directe de grupuri abeliene finite este egal cu suma
directd a n-anulatorilor respectivelor grupuri.

Pentru a termina aceastd introducere vom nota prin (g) subgrupul ciclic al
lui G generat de g € G i prin |g| ordinul acestui subgrup. O submultime F' C G se

va numi n-directd daca toate elementele lui ' au ordin n si Z (f) e o sumi directi
feF

internd in G. De exemplu, orice submultime cu un singur element F' = {f} este

| f|-directd. Evident orice submultime n-directd poate fi extinsi la una maximali.

Submultimile e(G)-directe maximale vor fi inspectate mai atent in urmitoarele doud

leme.
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Lema A. O submultime e(G)-directa F a unui grup abelian finit G de expo-
nent ¢(G) este mazimald dacd $i numai dacd e | G/ f669F<f>> < e(G).

Demonstratia Lemei A decurge imediat din simpla observatie ca pentru un
element h € G de ordin e(G), suma (h) + (feeaF(f)) este una directd internd in G
dacd si numai dacd clasa lui h in grupul factor G/ fGEBF<f> are ordinul e(G).

Lema B. Daca G este un grup abelian finit netrivial, atunci pentru orice
submulime e(G)-directd mazimala F exista un subgrup H al lui G, e(H) < e(G),
cu proprietatea

G= @ (f)y®H.
feF

Demonstratie. Vom face demonstratia prin inductie dupa |G|. Pentru valori
mici ale lui |G|, |G| = 2,3, afirmatia este evidentad pentru c atunci G este un grup
ciclic si automat H = 0.

Sa presupunem acum cd pentru un N fixat, N > 4, afirmatia este adevarata
pentru grupuri de ordin strict mai mic decat IV gi ci G este un grup abelian de ordin
N. Fie F o submultime e(G)-directd maximald in G. Pentru simplitate si notam
prin n exponentul grupului factor G/ f@F< f). Atunci n este un divizor al lui e(G)

€

e(G)

si, conform Lemei A, n < e(G). Este evident ci multimea { —=flfe F} este o
n

submultime n-directd a grupului "G i, prin urmare, e ("G) = n. Vom extinde acum

G
{ L) f ‘ fe F} pana la o submultime n-directd maximala in "G, prin adaugarea,
n

si spunem, unei multimi D C*"G. Cum |"G| < |G|, conform ipotezei de inductie
existd un subgrup L C"G, e(L) < e("G) = n, cu proprietatea:

"G = <fGEBF <Lf)f> ® d?D<d>) @& L. (3)

Demonstratia va fi completa daca ardtam ca

fer deD

G= & <f>@<@ <d>®L).

Fie g € G. Cum e <G/ @ <f>) = n, avem n[g] = [0], unde parantezele
fer
patrate [-] reprezintd clase in G/ @ (f). In consecinti, ng € @ (f). Afirmam ci
feF fer
existd un element v € @ (f) cu proprietatea n(g — v) = 0. Intr-adevir, exista
fer

numere naturale 0 < Ay < e(G), f € F, astfel incit ng = Z Arf. Deci
fer

0= c(@ =1 g = 3= (D) 1
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gi cum suma @ (f) este una directd, pentru fiecare f € F, avem <@)\f> f=0.
fer n
e(G)

Dar |f| = e(G) si, prin urmare, e(G) este un divizor al lui
n
echivalent cu faptul cd pentru orice f € F, n este un divizor al lui Ay. Deci

A, ceea ce este

A
n(g—v) =0, unde v = g —ff. Cu alte cuvinte g — v €"G. Conform egalititii (3),
fer
. e(G) . .
existd elemente w € & ( ——=f),t€ @& (d)sil € L, cu proprietatea
fEF\ N deD

g—v=w+t+1.

Din moment ce & <@f> C @ (f),g=(w+v)+ (t+1) ne aratd ci
fer n fer
G= 8 (NH+ <d?D<d> ® L) : ()

Ramane de ardtat ci membrul drept al egalitdtii (4) este o sumi directd
internd in G. S& presupunem ci pentru v € @ (f), t € @ (d) sil € L, avem
fer deD
v+ (t+1) =0. Atunci, n(t +1) = 0, deoarece t + 1 €"G si, prin urmare, nv = 0. Ca
e(G
mai inainte, se vede ci acest fapt este echivalent cu v € @ <Q f > Egalitatea
feF\ n
(3) implicd decicav=0,t=0,1=0. O

Teorema de Clasificare — Existenta. In orice grup abelian finit netrivial
G exista elemente g1, g2, ...,gp de ordine respective mi,ma,...,my > 2, cu propri-
etatea cd mp|mp_1|...|ma|mi i G = (g1) ® (g2) ® - B (gp)-

Demonstratia consta intr-o folosire repetata a lemei B, mai intai in G, apoi in
subgrupul asociat H etc., pana cand se obtine H = 0. Elementele g1, go, . . ., gp sunt
pur si simplu o indexare progresiva a elementelor apartinand tuturor submultimilor
directe maximale care apar pe parcurs. Este clar ci ordinele lor, e(G), e(H) etc.,
repetate corespunzitor, satisfac conditia de divizibilitate cerut.

Teorema de Clasificare — Unicitatea. Dacd elementele g1,92,...,9p, cu
ordine respective mi, ma, ..., my $t hi, ha, ..., hq, cu ordine respective ni,na, ..., ng,
satisfac simultan conditiile teoremei de existentd, atunci p = q $i m1 = n1, Mo = Na,
coey My = N

Demonstratie. Prin reducere la absurd, si presupunem ca cele doua siruri
de ordine nu sunt identice. Fie atunci r cel mai mic numér natural cu proprietatea
m, # n,, s zicem m, > n,. Avem r > 1, deoarece m; = ny = e(G). Teorema de
existentd garanteazi atunci existenta unor subgrupuri Gy, Gs si Hy, Hs cu propri-
etitile G = G1 ® Go = H1 ® Ha, Gy este izomorf cu Hy, e(G2) = m, si e(Hz2) = n,.
In consecintd, "G =""G, &Gy =""H, &"" Ho, |Ga| = |Hal si [""Ga| = |""Ha|.
Ultimele doua egalitati sint insd contradictorii, deoarece ""H, = Hs, dar cum
€(G2) =My > Ny, Gy g Gy . O
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EXAMENE SI CONCURSURI

Examenul pentru obtinerea gradului didactic I1

— sesiunea august 2006 —
Universitatea Transilvania din Bragov

DE EUGEN PALTANEA §1 EMIL STOICA

In vederea testirii nivelului de pregitire al candidatilor la disciplina matema-
ticd, precum si a cunostintelor de metodica predarii specialititii, comisia a optat
pentru o proba scrisd cu un continut clasic. Au fost propuse trei subiecte: un
subiect de algebra (teorie si metodica predarii specialititii), un subiect de analizd
matematici gi respectiv un subiect de geometrie. S-a urmarit ca rezolvarile itemilor
propusi si necesite cunostinte matematice variate din programele de gimnaziu (arit-
metica numerelor intregi, elemente de geometrie sintetici) si respectiv liceu (clasele
de resturi, studiul variatiei functiilor reale, convergenta girurilor, limitele de functii,
calculul integral). Au fost testate gi alte cunostinte, specifice programei examenului
de gradul II (relatia de echivalentd, convergenta seriilor numerice gi transformirile
geometrice). Structurarea subiectelor a fost realizatd cu respectarea principiului
gradarii dificultatii. S-a urmaérit de asemenea o repartizare adecvatid a punctajului.

In urma verificarii lucrarilor, s-au consemnat rezultate sensibil superioare celor
inregistrate in anii precedenti la aceeagi probd, in centrul universitar Bragov. Aceasta
se datoreaza in principal dificultatii matematice moderate a probei propuse in acest
an, precum si ameliorarii nivelului de pregatire al candidatilor. Un factor indis-
cutabil pozitiv il constituie publicarea consecventd a subiectelor propuse la diverse
concursuri sau examene ale profesorilor de matematica in paginile revistei Gazeta
Matematica Seria A. Candidatii au avut astfel la dispozitie modele recente utile de
enunturi gi rezolvari.

Cele 21 de cadre didactice prezente in examen au obtinut medii cuprinse
intre 7 gi 9,33. Situatia statisticd a rezultatelor inregistrate este ilustrata de tabelul
urmator:
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tip unit. de inv. unde desf. activ. did.
scoald generalad | lic. teoretic, col. tehnic, gr. scolar

numér candidati 11 10
media pe unitate de inv. 8,15 8,47
| media generala || 8,30 |

Continutul probei de matematica si solutiile problemelor propuse sunt expuse
in continuare.

Proba de matematica

1. a) (1p) S& se enunte teorema impdrtirii cu rest in multimea Z.

b) (1p) Si se defineascd divizibilitatea numerelor intregi si s se caracterizeze
notiunea utilizind teorema impartirii cu rest.

c) (2p) S& se enunte si si se demonstreze criteriul de divizibilitate cu 3 pentru
numere naturale reprezentate in baza 10.

d) (2p) Sa se verifice cd, pentru n € N*, relatia 7 =,, 7, definita prin a =, b
dacd n|(b — a), unde a,b € Z, este o relatie de echivalentd pe multimea Z.

e) (3p) Sa se descrie metodica constructiei inelului (Z,,,+, ), unde n € N*,
caracterizand elementele sale inversabile.

2. Se considera functia f: R — R, definitd prin

x? arctg x

fla) = 5

a) (3p) Sa se studieze monotonia functiei f si si i se determine imaginea
f(R).

b) (3p) Fie sirul (z,,)n>0, definit prin z,,41 = f(z,), pentru orice n € N, cu
xo > 0. Sa se studieze convergenta sirului (z,)n>0 si sa se determine natura seriei
numerice Z Ty -

n>0
c) (3p) Fie functia F : (0,00) — R, definitd prin:

F(z) = / (F(t) - F(1/8) dt, >0,

S& se arate cad F(x) > 0, pentru orice x > 0 si si se calculeze h\mo F(z).
T

3. Fie un triunghi ABC i P un punct arbitrar situat in planul 7 al triun-
ghiului. Notdm A’, B’, C’ simetricele punctului P fati de mijloacele laturilor BC,
C A i respectiv AB ale triunghilui ABC.

a) (3p) Sa se demonstreze: A ABC' = A A'B'C'.

b) (4p) Sa se arate cid triunghiurile ABC' gi A’B’C’ sunt inscrise in acelagi
cerc daca gi numai dacd P este ortocentrul triunghiului ABC.

c) (2p) Dacd P este ortocentrul triunghiului ABC, si se determine o trans-
formare geometrica T : m — 7 cu proprietatea T'(A ABC) = A A'B'C".
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Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. La fiecare subiect se acorda 1 punct
din oficiu.

Solutii.

Subiectul 1. (rezumat)

a) Teorema impdrtirii cu rest in mul{imea Z are urmitorul enunt;:

Pentru oricare a,b € Z, cu b # 0, existd gi sunt unice numerele intregi ¢ §i r,
numite cdtul gi respectiv restul tmpartirii lui a la b, astfel ca a = be+r i 0 < r < |b].

b) Divizibilitatea numerelor intregi reprezint o relatie de preordine partiald
definitd pe multimea Z prin enuntul: pentru oricare a,b € Z, b divide a (notatie
uzuala: bla) dacd existd ¢ € 7 astfel ca a = be. Din teorema impdatirii cu rest in Z se
obtine urmitoarea caracterizare a divizibilitatii: pentru oricare a,b € Z, cu b # 0, b
divide a dacd g1 numai daca restul tmpartirii lui a la b este nul.

c¢) Enuntul criteriului este urmatorul: wn numdr natural se divide cu 3 dacd
gt numai daca suma cifrelor sale din reprezentarea sa in baza 10 se divide cu 3.

Demonstratie. Fie a = m(w)- Notidm S suma cifrelor numarului

n n k—1
a. Avem a = S + Zak(lok -1)=5+ 92% Z 107, de unde obtinem 3|a daca
k=1 k=1 i=0

gi numai dac# 3|S.
d) Este necesar si demonstrim ci relatia congruenta modulo n, notatd prin
=, 7, este reflexiva, simetrica $i tranzitivd.
1) Reflezivitatea: (¥ a € Z) (a =, a).
Avem n|(a — a), pentru orice a € Z.
2) Simetria: YV a,b€Z) (a=,b = b=, a).
Pentru oricare a,b € Z, dacd n|(b — a), atunci n|(a — b).
3) Tranzitivitatea: (¥ a,b,c €7Z) (a =, b N b=, c= a=,c).
Pentru oricare a, b, ¢ € Z, dacd n|(b—a) si n|(c —b), atunci n|(c — a), deoarece avem
c—a=(b—a)+ (c—0b).
e) Relatia de echivalentd =, determind pe Z partitia Z,=  :=Z, = {Z|x €
Z},unde z = {y € Z|y =, x} reprezint clasa de echivalentd modulo n a elementu-

2

lui « € Z. Conform teoremei impatirii cu rest, Z, = {6, 1, ,n/—\l} Pe multimea
Z., se defineste adunarea modulo n prin: Z+7 := & + y, pentru orice Z, 7 € Zy si re-
spectiv inmultirea modulo n prin: Z7% := Ty, pentru orice Z, ¥y € Z,. Corectitudinea
definitiilor operatiilor algebrice pe multimea Z,, decurge din implicatia urméatoare:

Va2 yy €Z) (x=n2 ANy=,.y = czty=.2"+y N ay=,2Y).

Se verifica elementar ci (Z,,+,-) are o structurd de inel comutativ, numit
inelul claselor de resturi modulo n. Inelul (Z,,+,-) se obtine prin factorizarea ine|-
lu]-lui Z la idealul nZ = {nk |k € Z}. Din urm&toarea proprietatea de divizibilitate
(cf. algoritmului lui Euclid):

Ve,n€Z* (xz,n) =1 & Jy, ke, zy=1+nk,

se deduce ca elementul T este inversabil in Z,, daci si numai daci numerele intregi
x i n sunt prime intre ele. Atunci (Z,,+, ) este un inel cu divizori ai lui 0, dacid n
este neprim, respectiv (Z,, +, -) are o structura de corp, daca n este un numar prim.
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Descrierea constructiei inelului claselor de resturi (Z,,+,:), n € N*, este
previazutd in programa de matematicd M; a clasei a XII-a. Sunt necesare urmi-
toarele notiuni preliminare: inel gi corp, divizibilitate (in Z), relatie de echivalentd
si multimea claselor de echivalenti. Pentru fixarea operatiilor algebrice din Z,, se
vor utiliza tablele de operatie. Prezentarea la clasa a definitiei constructive a inelului
Zy, va fi insotita de exemplificari sugestive. Se vor caracteriza unitéatile inelului Z,, si
se va analiza cazul cAnd n este numéar prim. Se va accentua faptul ca Z,, reprezinta
cel mai important exemplu de inel/corp finit.

Subiectul 2.

a) Avem f'(z) = (2% +2zarctgz)(z?+1)72, x € R. Din zarctgz > 0, pentru
orice x € R, deducem ci f’ este strict pozitivd pe R*, deci f este strict crescitoare
pe R. Cum f este continud pe R si lim f(z) = —, respectiv lim f(z) = fﬁ,

T—00 2 T——00 2
functia f are imaginea f(R) = (—g, g)

b) Avem 0 < f(z) < arctgz si arctgx < a, pentru orice > 0, deci
0 < f(z) < =, oricare ar fi x > 0. Rezultd ca sirul (x,, ), >0 are termenii strict pozitivi
(demonstratie prin inductie) si este strict descrescator. Atunci girul este convergent

cu limita a € [0, x¢). Prin trecere la limita in relatia de recurenti se obtine a = f(a).

T Tparctgx
Se deduce a = 0, deci lim z, = 0. Apoi lim L = lim n27g'n = 0. Con-
(o]
form criteriului raportului (d’Alembert), seria E X, este convergenta.
n=0

c) Evident, F(1) = 0. Fie > 1. Deoarece f este strict crescitoare pe (0, 00),
are loc inegalitatea f(t) > f(1/t), pentru orice ¢t € (1,«], de unde F(z) > 0. Daca
x € (0,1), atunci F(z) = f;(f(l/t)ff(t)) dt > 0, deoarece f(1/t) > f(t), oricare ar
fit € [x,1). Pentru calculul lui F(z) putem utiliza identitatea arctg t+arctg 1/t = g,
oricare ar fi ¢t > 0. Astfel obtinem f(¢) — f(1/t) = arctgt — g(t2 +1)71, ¢t > 0. Prin
integrare (prin parti) rezulti:

2

s 1 9 m T 1

Ca urmare, h{r%) F(x) =7%/8 — /4 + InV2.

Subiectul 3.

a) Patrulaterele APBC’ si APCB’ sunt paralelograme, deci patrulaterul
BCB’'C’ este de asemenea paralelogram. Rezultdi BC = B’C’. Analog obtinem
CA=C'A ¢t AB=A'B'. Atunci AABC = AA'B'C’ (cazul LLL).

b) Daca A, B, C, A’, B’, C’ sunt conciclice, atunci ABA’B’ este un parale-
logram inscriptibil, deci este un dreptunghi. Din AB’ | CP si AB’ L AB, rezulta
CP 1 AB. Analog obtinem AP 1 BC'. Rezultd ca P este ortocentrul triunghiului
ABC.

Reciproc, fie P ortocentrul triunghiului ABC. Din CP 1 AB,BP 1 AC si
BA'CP paralelogram, rezultd A’B | AB si A’C L AC, deci punctele A, B, C, A’
sunt conciclice. Analog deducem ci punctele A, B, C, B’, respectiv punctele A, B,
C, C’ sunt de asemenea conciclice. Atunci A, B, C, A’, B, C’ sunt conciclice.
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c¢) Deoarece A, B,C,A’, B’,C’ sunt conciclice, iar patrulaterele ABA’'B’ si
BCB'C’ sunt dreptunghiuri, segmentele AA’, BB’ si CC’ sunt diametri in cercul
circumscris tringhiului ABC. Consideram 7" : m — 7 simetria fatd de centrul O al
cercului circumscris triunghiului ABC. Avem T(A) = A’, T(B) = B'si T(C) = ',
de unde T(AABC) = AA'B'C'.
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NOTE MATEMATICE

Subalgebre nilpotente din £(K")
DE ADRIAN REISNER

Abstract

In this note author presents some properties of nilpotent subalgebras of £(S),
where S is a K-vectorial space (K being a commutative field).

Key words: nilpotent endomorphism, nilpotent algebras, adopted base for a
direct sum of vectorial subspaces

M.S.C.: 15A30, 15A78

Introducere. Definitii si notatii

Fie K un corp comutativ arbitrar, iar S un K- spatiu vectorial. Un element
f € L(S)V este nilpotent dacd existdi s € N* astfel incat si avem f° = 0; cel
mai mic numar nenul avind aceastd proprietate se numegte indicele de nilpotentd al
endomorfismului f. Deci r € N* este indicele de nilpotentd al endomorfismului f
daca fr=0si fr 1 #£0.

O subalgebri din £(S) este un subspatiu vectorial stabil pentru compunere.
O subalgebri A din £(S) este nilpotentid daci existd s € N* astfel incat compunerea
oriciror s elemente din A este nuld. Indicele de nilpotents r al subalgebrei A este
cel mai mic numir natural cu aceastd proprietate. Subalgebra A este comutativi
dacd avem fog = go f, pentru orice f,g € A.

Ne propunem aici sd demonstrdm cateva proprietiti ale subalgebrelor nilpo-
tente. Vom arita in particular ci toate elementele unei subalgebre nilpotente A4 pot
fi reprezentate printr-o matrice de aceeasi forma specifica.

Fiind datd o suma directd de subspatii vectoriale S = S; ® So ® ... B Sy,
vom numi bazd adaptatd a acestei sume directe orice baza B a spatiului S de forma
B = UB;, unde B; este o bazi a subspatiului S, i € {1,...,n}. Intr-o astfel de bazi
B, matricea unui element f din £(S) este de forma:

1) Prin L(S) autorul desemneazi, ca de obicei, algebra endomorfismelor spatiului vectorial S.
Compunerea endomorfismelor — ca i in general a aplicatiilor — va fi notatd prin juxtapunere. Prin
L(S,S”) este desemnat spatiul vectorial al aplicatiilor liniare dintre spatiile S si S&’. (N.R.)

128



Pentru simplificarea notatiilor vom scrie f;; in loc de f;;(f) cand contextul
va permite. Pe de altd parte, o bazd adaptatd B fiind aleasd, vom nota cu aceeasi
literd f;; omomorfismul din £(S;, S;) reprezentat de matricea f;;(f), in raport cu
bazele Bj §i Bz fij : Sj — Sz H Mat (fij;Bj,Bi) = (flj(f))

Endomorfisme nilpotente nenule din £(K?)

In aceastd sectiune consideram S = K2. Avem lema urmitoare:

Lema 1. Daca f este un endomorfism nilpotent, nenul, de indice r, atunci
existd o baza B a spatiului S, astfel itncit

Mat(f,B)<(1) 8)

Mai mult, avem r = 2.

Demonstratie. Endomorfismul f nefiind nici nul, nici bijectiv, avem
rgf = 1. Din teorema rangului (defectului) rezultd rg f + dimker f = dim S = 2 si
deducem imediat cd dimim f = dimker f = 1. Urmeazi ci f induce un endomorfism
nilpotent, deci nebijectiv pe im f. Tnsd im f Nker f # {0}. Avem deci — trecand la
dimensiuni — im f = ker f. In concluzie f2 = 0, i.e. indicele de nilpotents al lui f
este 7 = 2. Fie z € S\ ker f. Sistemul {z, f(z)} este liber, deci formeazi o bazid B a
0 0
1 0 )
ceea ce incheie demonstratia lemei 1. Observim ca det f = trf = 0. Din Lema 1
obtinem:

Teorema 2. A fiind o subalgebrd nilpotentda nenuld din L(S), existd o bazd
B a spatiului S = K2, astfel incat:

spatiului S . Matricea endomorfismului f in aceastd baza este de forma

0 0

Mat (f,B) = ( S0

), undey €K, VfeA

Demonstratie. Daca f este un element nenul apartinand subalgebrei A, fie
B o baza a spatiului S, astfel incat

Mat (f,B) = <(1) 8)

(vezilema 1). Cum f este un element oarecare al subalgebrei A, avem det f = trf =
0. Matricea Mat (f, B) este de forma

vat (18)= (2 ).

unde o? + By = 0. Dar endomorfismul f + f, este de asemenea un element al

subalgebrei A gi Mat (f + fo,B) = ( ’yi 1 —604 ), deci avem a2 + 3(y + 1) = 0.
Deducem imediat 8 = 0 gi a = 0, deci f = v fy. Invers, v fy apartine subalgebrei A

pentru orice vy € K.

Endomorfisme nilpotente nenule din £(K")
In aceasta sectiune consideram S = K". Fie f un endomorfism nilpotent,
nenul, de indice r gi S5 = imfker f . Acest subspatiu S3 este diferit de S (cici,
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in caz contrar, am avea S C imf gi S C ker f, ceea ce este imposibil, trecand la
dimensiuni); de asemenea, S3 este diferit de {0}, cici f induce un endomorfism
nilpotent pe imf # {0}, deci f nu este injectiv. Mai mult, avem S3 = imf daca si
numai daci r = 2. Intr-adeviir, S5 = imf dac# i numai dacd imf C ker f, deci daca
si numai daci f2? = 0, de unde deducem asertiunea, cici imf # {0}. Consideram
r > 3 i notam:

S1 un subspatiu vectorial suplimentar spatiului imf, in raport cu S
(imf @ S, =19);

Ss un subspatiu vectorial suplimentar spatiului S3, in raport cu imf
(SQ oS3 = 1mf)

Cu aceste notatii avem:

Teorema 3. Pentru r > 3, si pentru descompunerea in sumd directd
S =585 S53, endomorfismul f este reprezentat de o matrice de forma urma-
toare:

0 0O O
fai fe2 0 |, (1)
far fz2 O

intr-o bazd adaptatd acestei sume directe. Mai mult, matricea foo este nilpotentd cu
indicele v' =1 — 2.

Demonstratie. Fie B = B; U B> U B3, unde B; este o bazid a subspatiului
Si, i € {1,2,3} si matricea Mat (f, B) = (fi;), i,7 € {1,2,3}, descompusi in blocuri
de matrici conform sumei directe S = S7 @ Sy @ S3 (B este o bazi adaptatd acestei
sume directe). Deoarece S; este un supliment al spatiului imf — in raport cu S —
deducem ca f1; =0, pentru ¢ € {1,2,3}. Cum Ss este inclus in ker f, avem f;5 =0,
i € {1,2,3}, de unde prima parte a teoremei 3.

Pe de altid parte, pentru orice s € N*, matricea endomorfismului f#, in baza
B, este de forma

0 0 0
f32(f) 0
* * 0

Avem, deci, f3,(f) =0, r fiind indicele de nilpotenta al endomorfismului f si
deci matricea foo este nilpotentd, cu un indicele v’ < r.

Sa determindm acest indice 7.

Cum r > 3, deoarece f este nilpotentd de indice r, rezultd f" = 0 si
fr=HS) C Ss. Deci f7"2(S9) = f~H(S) C Ss i foy 2 = 0. Presupunand c#

73 = 0. deducem f"3(Sy) C Sz gi f72(S) = f 3(imf) = f’"_?’(Sg @ Ss3); dar

f771(S) C £(S3) = {0}, ceea ce este imposibil, cici f"~! # 0. In final, indicele de
nilpotentd al matricei fog este v’ =1 — 2.

Ezxemplificare numericd. Pentru n = 4 considerim endomorfismul f reprezen-
tat prin matricea urméatoare in baza canonicd {ey, es, e3,e4} a spatiului K*

0 0 0O
0 0 01
1 0 0 0
0 01 0
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Aici r = n = 4; imf = Sp{es, e3,e4}?) 5 ker f = S, {ea}, iar S1 = S,{e1},
Sy = Sp{es,ea}, S3 = Sp{ea}. In baza {e1, e3, €4, €2} — bazd adaptatd descompunerii
in sumd directd S = S & So @ S3 — matricea endomorfismului f este

0 0 0 O

1 0 0 O

01 0 0|

0 01 0
matrice de forma (1) — redusa Jordan a matricei initiale — unde fo; = ( (1) ),
fao = ( (1) 8 >, fa1 =(0), fs2 = (0 1). Matricea fas este nilpotenta de indice 2,

conform teoremei 3.

Subalgebre nilpotente nenule din £(K,,)

In aceastd sectiune consideram S = K. A fiind o subalgebra nilpotents,
nenuld, de indice r, din £(5), notdm cu I(.A) subspatiul vectorial generat de ima-
ginile elementelor lui A, K(A) intersectia nucleelor endomorfismelor din A si cu
S =1(A)NK(A).

Cu aceste notatii avem:

Propozitia 4. a) I(A) # 5, S3 # S, S5 # {0}.

b) Mai mult, S3 = I(A) dacd si numai dacd r = 2.

Demonstratie. a ) Dacd r este indicele de nilpotentd al subalgebrei A,
putem alege r — 1 elemente din A, Aj, As,..., A,_1 astfel incit produsul
A= A1As... A1 # 0 si sd avem, pentru orice B € A: AB = BA = 0. Deci
imB C ker A, pentru orice B € A; din insigi definitia subspatiului 7(.A), deducem
cd I(A) Cker A C S. La fel imA C ker B, pentru orice B € A; deci imA C K(A).
Dar A € A, ceea ce implici imA C I(A). In final, avem {0} C imA C S3 (incluziu-
nile fiind stricte).

b ) Avem S3 = I(A) daci si numai dacd imB C K(A), pentru orice B € A,
deci daca si numai dacd imB C ker C, oricare ar fi B,C € A. Deducem imediat
asertiunea b).

Consideram atunci r > 3 i notam:

S1 un subspatiu vectorial suplimentar spatiului I(.A) — in raport cu S:

I(.A) @S5 =S,;
Sy un subspatiu vectorial suplimentar spatiului S5 - in raport cu I(.A):
So @ S5 =I(A).

Prin urmare avem S = S1 @& S @ S3. Alegem o bazi adaptatd B pentru
acestd suma directd; tinand seama de proporzitia 4 si de definitiile subspatiilor 5;,

L) Prin Sp{...... } este desemnat subspatiul generat de familia de vectori indicatd intre acolade.
In cazul in care aceasta este o bazd, ordinea este esentiald. (N.R.)
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i € {1,2,3}, aceeagi demonstratie ca cea a teoremei 3 aratd atunci cd orice endo-
morfism f € A admite, in baza B, o matrice de forma

0 0 O
Mat(f,B) = fa1 fe2 O
far fz2 O

Pentru i € {2,3} si j € {1,2}, notdm cu A;; spatiul vectorial Sp{f;;} cand f
parcurge A. Avem, atunci:

Teorema 5. a) Asy este o subalgebrd nilpotenta din L£(S2) de indice r.

b) Mai mult, aceastd subalgebrd este nuld dacd $i numai dacd v = 3 (vezi
teoremna 8).

Demonstratie. a) Aplicatia A — L(S2), f — fa2(f), este un morfism de
algebre (aplicatie liniard si morfism pentru produsul intern). Imaginea Ass a acestui
morfism este o subalgebra nilpotenta din £(S2) de indice inferior sau egal cu r.

b) Fie f € A oarecare. Avem foy = 0 daca si numai daca f(I(A)) C K(A),
deci daca gi numai daca f(imA) C ker B, pentru orice A, B € A (caci f(I(A)) este
generat de citre f(imA) cand f parcurge A). Deci foo = 0 daci si numai daci,
pentruu orice A, B € A, Bf A = 0. Prin urmare avem Ags = {0} daci gi numai daca
r = 3. S& demonstram prin inductie teorema urmitoare:

Teorema 6. Familia de endomorfisme {f | f € A} este cotriangularizabild,
adicd existd o baza B’ a spatiului S astfel ca oricare ar fi f € A, Mat(f,B") = (vi;),
unde @;; =0, pentru i < j (matrice strict triangulard inferior).

Demonstratie. Fie f € A. Pentru n = 2 vezi prima parte. Presupunand
rezultatul adevarat pentru dimS < n, ne propunem si-1 demonstrdm pentru
dim S = n. Dacd r = 2 se alege o bazd a spatiului S, care se completeaza cu
o baza din imf. Dacd r > 3 alegem o bazi a spatiului S7, care se completeazi cu
o bazid din Sy aleasd in aga fel ca matricea faa(f) s fie strict triangulara inferior —
o astfel de baza exista tinand seama de ipoteza de inductie — si cu o baza din Ss;
obtinem astfel baza B’. Teorema 6 este astfel demonstrati prin inductie. Ea admite
corolarul urmator:

Corolarul 7. Indicele de nilpotentd r ol subalgebrei A verificd relatia r < n.

Demonstratie. Fie B’ = {ej,es...,e,} 0 bazi a spatiului S in care matricile
tuturor endomorfismelor apartinand subalgebrei A sunt strict triangulare inferior.
Fie F; = Sp(eit1,€it2,...,€n), pentru ¢ < n si F,, = {0}. Pentru orice f € A si
i <mn, f(F;) C Fiy1. Deci daci f1, fo,..., fn, sunt elemente oarecare al subalgebrei
A, avem fi1fa... fn(Fo) =0.

Conform teoremei 5 subalgebra Ay este nilpotenta. Dacd r > 3 avem mai
mult:

Teorema 8. Dacd r > 3, subalgebra Aao este nilpotentd de indice v’ = r — 2.

Demonstratie. Fie fi, fo,..., fr—2 elemente ale subalgebrei A. Tinand
seama de demonstratia teoremei 5 b), avem pentru orice A, B € A,

Bfifa... fr—aA =0, deci (fifa...fr—2)22 = 0 cu notatii evidente. Prin urmare

(f1)22(f2)22 . (fr—2)22 =0.

Produsul a r» — 2 elemente oarecare din subalgebra Ass este deci nul.
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Pe de alta parte, alegand Ay, As ... A,._1 elemente din A astfel incat produsul
AjAs ... A._1 # 0 — astfel de elemente existd caci indicele de nilpotentd al lui A
este r —avem (Ag... A, _2)22 # 0, deci (Ag)aa ... (Ar—2)22 # 0. Am gisit deci r — 3
elemente din A, al cirui produs nu este nul. In final rezulti ' = r — 2.

Pentru r > 3 teorema urmatoare si corolarul sdu descriu unele proprietati ale
matricilor (omomorfismelor) f;;, i € {2,3}; j € {1, 2}.

Teorema 9. Pentru r > 3 au loc, cu notatii evidente, urmdatoarele asertiuni:

a) Pentru orice f € A, avem faa(I(A21)) C I(Az21).

b) I(A2) = So.

Demonstratie. a) Fie f € Agi g € A Avem (fg)o1 = fa2 - g21. Deci
fa2(imga1) = im(fg)21 C I(Az1), de unde foo(I(As21)) € I(21).

b) Prin absurd, sa presupunem ci I(Asg;) # Ss i fie S5 un subspatiu suplimen-
tar al lui I(Az;) in raport cu Sz. Cum f este un element oarecare din A gi I(Ag;) este

f) 0 >

(f) D) )’
in descompunerea So = S5 @ I(Az21). Pe de altd parte fo1(S1) C I(A2) si, in
descompunerea S = S; ® S, @ I(A21) @ S3, f este reprezentat de matricea-bloc
urmatoare

. . . A
stabil pentru fso, deducem ca foo este reprezentat prin matricea ( C

0 0 0 0

0 A(f) 0 0
E(f) C(f) D(f) 0
fsr F(f) G(f) 0

Fie ¢ proiectia pe S paraleld cu S; ® I(A21) & Ss .

Pentru « € S, q(f(x)) = A(f)(q(z)) si deci g(imf) = imA(f). Multimea
A= {A(f) | f € A} este o subalgebra nilpotentd din S} si avem ¢(I(A) = I(A").
Dar I(A) = &, @ I(As21) & Ss si deci ¢(I(A)) = S5 si in final I(A') = S5, ceea ce
contrazice rezultatul obtinut la propozitia 4. Deducem I(Az;) = S5.

In cazul cand presupunem ci subalgebra A este comutativi, asertiunea b) a
acestei teoreme conduce la corolarul urmaétor:

Corolarul 10. Pentrur > 3, daca f este un element al subalgebrei nilpotente
comutative A astfel incat fo1 = 0, atunci avem fon = 0 §i f3o = 0. In schimb fs1 nu
este obligatoriu nul.

Demonstratie. Fie f € A astfel incat fo1(f) = 0 si ¢ € A. Din egali-
tatea fg = gf, deducem fa2g21 = 0 si f32g21 = 0, de unde Imgs; C ker foo si
Imgo; C ker f35. Dar tinidnd seama de asertiunea b) din teorema precedenti, sub-
spatiile Imgo; genereazd spatiul So cand g parcurge A . Prin urmare foo = 0 si
f32 =0.

Consideram subalgebra A generatd de endomorfismul f studiat in cadrul
exemplului numeric din text. In baza {e1, e, eq, €2} — bazd adaptats descompunerii
in sum3 directd S = S; @ Sy ® S3 — endomorfismul f/ = f3 este reprezentat de
matricea

_ o O o
O O OO
O O OO
o O OO
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pentru care f3; = 0, f5, = 0, fiy = 0, dar fi; # 0 ceea ce incheie demonstratia
corolarului.

Centrul de calcul E.N.S.T, Paris
Adrien.Reisner@enst.fr

PROBLEME PROPUSE

238. Fie G un grup aditiv abelian, iar f : G — R o aplicatie cu proprietatea

f@+y) + fle—y) <2f(x) +2f(y), Vzedl.
Notdim M = {m € N | m > 1, f(mx) = m?f(x), Vo € G}. Si se arate cd
dacad M = (), atunci inf M = 2. (In legitura cu problema 234.)
Dan Radu
239. Se stie ci orice divizor prim ¢ al unui numir Fermat F,, = 22" + 1 este
de forma 2272k + 1 (k fiind un numir natural). Fie ¢ un asemenea divizor al lui
F,,, astfel incat ¢% nu divide pe F), si k este impar.
Atunci 297! # 1 (mod ¢?) si ordinul clasei lui 2 in Z,» se divide cu g.
Marian Tetiva

240. Fie a, b §i x numere pozitive astfel incat x = vab > 1. Si se arate ci,
pentru orice k numér natural, are loc inegalitatea

1 1 2
> )
1+a+...+ak+1+b+...+bk_ 14+x+...+2F

Vasile Cirtoaje
241. Sa se determine « € R stiind ca

1
L= lim na/sin2" W—; dz € (0, 00).

n—oo

0

Si se calculeze L in acest caz.
Gheorghe Szo6llosy

242. Si se arate ci

A B c_3(p3\"
a)ra51n5+rbsm§+rcsmgzg =)
b) 2(4R +r(?(2R —r) > p*(11R — 4r),
unde notatiile sunt cele uzuale intr-un triunghi.

Vn € N¥;

Nicugor Minculete
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SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

218. Fie a,b,c € 7 astfel incit b> — dac nu este patrat perfect. Sd se arate ci pentru
orice n € N, n > 1, existd n numere naturale consecutive care nu se pot reprezenta sub forma
(ax? + bay + cy?)?, cu x,y, z numere intregi i z > 0.

Gabriel Dospinescu

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu din
Barlad. Vom demonstra mai intai doud rezultate ajutdtoare.

Lema. Fie D un numdr intreg care nu este pdatrat perfect. Existd atunci o infinitate de
numere (naturale) prime q astfel incdt D nu este rest pdatratic modulo g.

In demonstratie vom folosi celebra teoremi a lui Dirichlet, conform cireia orice progresie
aritmeticd, al cirei prim termen este prim cu ratia, contine o infinitate de numere prime, precum si

proprietétile simbolului lui Legendre (egal cu 1 sau —1, dupd cum intregul m este, respectiv

nu este, rest patratic modulo numarul prim p):

(22)-(2)(2). ()= (-

si legea reciprocitatii patratice a lui Gauss:

(3= ()

(toate pot fi gisite in orice carte de teoria elementard a numerelor). De asemenea, ne va mai
trebui si teorema chinezd a resturilor: dacd mi,...,ms sunt numere intregi pozitive prime intre
ele doud cdte doud, atunci, pentru orice numere tntregi ai,...,as, sistemul de congruente r = a1
(mod m1),...,z = as (mod ms) are solutii; mai mult, orice doud solutii sunt congruente modulo
mj - -ms, ceea ce ne mai conduce la observatia simpla cd, dacd a; este prim cu m; pentru fiecare
1 <i < s, atunci soluliile sunt termenii unei progresii aritmetice care are primul termen si ratia
prime intre ele: adicd sistemul de congruente are chiar o infinitate de solu{ii numere prime.

Trecem acum la demonstratia propriu-zisa.

Dacid D este pozitiv el nu poate fi 0 sau 1, deci se descompune ca produs de factori primi
si, cum D nu este pitrat perfect, macar unul dintre acegti factori apare cu exponent impar in
descompunerea sa in produs de factori primi. Fie p1,...,ps factorii primi al cidror exponent in
factorizarea lui D este impar si ¢ un numir prim diferit de toti p1,...,ps (si, de fapt, trebuie ales
diferit de toti factorii primi ai lui D); se vede imediat cd avem:

(2) - <P_1> <p_>
q q q
Se pot ivi doud situatii:

i) Daci toti p1,...,ps sunt impari, avem (conform legii reciprocititii patratice):

(2) - 552 (). (1)

Este suficent si alegem pe ¢ solutie a sistemului de congruente

g = 1(mod 4), q = 1(mod pj;), 1<j<s—1, g=r(mod ps),

D
r fiind un nerest patratic modulo ps (existd intotdeauna aga ceva), pentru a obtine [ — ) = —1, iar

observatiile de mai sus arati ci existd o infinitate de numere prime ¢ care sunt solut;qii ale tuturor
acestor congruente (numere fatd de care D nu este rest patratic).

ii) Dacd unul dintre numerele p1,...,ps este 2 (si atunci, desigur, celelalte sunt impare —
sau chiar nu mai sunt deloc, cici se poate ca in descompunerea lui D in produs de factori primi si
fie doar unul cu exponent impar), si zicem p; = 2, obtinem

<§> = ()T T () <p%> <p%> :
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N D
In acest caz, ca sd obtinem <—> = —1, alegem pe ¢ astfel incat si verifice sistemul de congruente
q

¢=5(mod 8), ¢=1(mod pj), 2<j<s

(care, iardsi, are o infinitate de solutii numere prime).
Pentru D negativ avem urmaétoarele cazuri:
i) Dacd | D| este p#trat perfect, avem

D -1 -
<_> - <_> = (-D%F =1,
q q
de indatd ce ¢ = 3(mod 4).

ii) Se poate ca D si aibd si factori primi la putere impar3, fie ei p1,...,ps si toti acesti
factori sa fie impari. Avem acum

(5) - (). (1

si vedem cd alegerea lui g astfel incat sd verifice

g=1(mod4), ¢g=1(modp;), 1<j<s—1, g=r(modps)
r fiind nerest pitratic modulo ps (aceeasi alegere ca in primul caz de mai sus), conduce iar la

-

iii) Sau este posibil ca D s3 aibd si factori primi la putere impari, fie ei p1,. .., ps, iar unul
dintre acegti factori si fie 2, de exemplu p1 = 2 si p2,...,ps sunt impari (sau chiar nu mai apar
deloc). Avem acum (asem#n#tor cu al doilea caz de mai sus)

<2> C () S T (i) < a > < a )

q p2 Ps

si, tot ca acolo, daci q verifici

. (D
atunci ( — ) = —1.
q

Oricum ar fi, se vede ci existd o infinitate de numere prime ¢ astfel incat D si nu fie
rest pitratic modulo g, iar lema ce urmeazi ne aratd o proprietate a acestor numere (legatd de
reprezentarea numerelor in forma din enunt) pe care o putem folosi pentru solutionarea problemei.

Lema 2. Fie a, b, ¢ numere intregi astfel incit D = b® — 4ac nu este patrat perfect gi fie
g un numdar prim fatd de care D nu este rest patratic gi care nu-l divide pe a (existenta acestor
numere este asiguratd de prima lemd). Fie, de asemenea, x, y, z numere intregi, z > 0, astfel
incdt q divide pe (ax? + by + cy?)?. Atunci ¢> divide pe (ax? + bxy + cy?)?.

Demonstratie. Fiindci ¢ este numér prim, ¢|(az?+bzy+cy?)? implici q|(ax? +bry+cy?),

g=5(mod 8), ¢=1(modp;), 2<j<s,

sau
az? + bzy + cy? = 0 (mod q).
S3d presupunem cd y nu este divizibil cu g, ceea ce implicd existenta unui t € Z astfel incat
ty =1 (mod ¢q). Congruenta de mai sus conduce imediat la
(2az 4 by)? = Dy? (nod q),
iar daci aici inmultim cu ¢2, obtinem
((2az + by)t)? = D (mod q),
ceea ce ar insemna cd D este rest pidtratic modulo g, fals! Contradictia obtinutd ne aratd ci y se
divide cu q. Rezultd de aici si din q|(az? + by + cy?) ci glaz?, deci (deoarece ¢ nu divide pe a)
q|z; evident, g|z si qly implica ¢2|(az? + bzy + cy?) si, cu atat mai mult, ¢?|(azx? + bry + cy?)?.
Abia acum putem trece la rezolvarea problemei 218; fie q1, g2, ... sirul numerelor care au

proprietatea din lema 2 pentru D = b2 — 4ac. Se poate reformula concluzia acestei leme astfel:
dacd un numdar natural se divide cu vreun numadr ¢ din acest sir, dar nu si cu qg, atunci el nu
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poate fi reprezentat in forma (az? + by + cy?)?, cu z,y, 2 numere intregi, z > 0. S& consideram
un numdr natural oarecare m si sistemul de congruente:

z=q1—1 (mod ¢?), x=qa2—2(modq3), ..., x=gs—n (modq2);

din nou pe baza lemei chineze a resturilor, acest sistem are o infinitate de solutii (iar z cu aceste
proprietdti poate fi ales oricat de mare, adicd poate fi ales numar natural). Este clar atunci ci
fiecare din numerele  + 1,...,z 4+ n are un divizor din sirul ¢q1,q2,... cu al cirui patrat nu se
divide, deci nici unul din aceste n numere naturale consecutive nu se poate exprima in forma
(ax? + bry + cy?)?, cu z,y, z numere intregi, z > 0. Tar n poate fi ales oricat de mare, deoarece
sirul numerelor ¢1, g2, ... este infinit (cum spune lema 1).

Observatie. Rezultatul este bine cunoscut pentru reprezentiri de forma xz2+y2; nu am ficut
decat s generalizim demonstratia din acest caz particular (a = 1,b = 0, ¢ = 1), cheia constituind-o
lema 1 (mai departe lema 2 gi demonstratia propriu-zisi se fac prin analogie). Surprinzitor, dar
rezultatul lemei 1 nu pare s fie cuprins in cirti uzuale de teoria numerelor (nu in cele consultate
de noi), desi este un rezultat la care ne-am putea astepta. Fird indoiald insi ci undeva trebuie si
apara.

219. Fie G un grup multiplicativ de matrici peste corpul comutativ K.

a) Sd se arate cd toate matricile lui G sunt, in mod necesar, pdtratice si au acelasi ordin.

b) Si se arate cd unitatea lui G nu coincide, tn mod obligatoriu, cu matricea unitate, dar,
daci acest lucru se intdmpld, atunci G este un subgrup al grupului GL,(K). Sda se construiascd
astfel de ezemple in cazul lui M2(K).

c) Sa se arate ca matricile din G sunt fie toate nesingulare (in care caz G este subgrup al
grupului GLy, (K)), fie toate singulare.

d) Vom spune ci o matrice A este o matrice de grup dacd exista un grup G astfel incat
A € G. Sa se arate cd orice matrice idempotentd este o matrice de grup gi nici o matrice nilpotentd
nu este o matrice de grup. Sa se precizeze care din urmdtoarele matrici sunt matrici de grup:

a=(4 8 )im=(5 9)ie=(13):
p=(§5)im=(1 1)

e) Sa se arate cd daca A este o matrice de grup si B = A, atunci B este o matrice de grup.
f) Sd se arate cd dacd A este o matrice de grup, atunci A si A% au acelasi rang.

Dan Radu

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu din
Barlad. a) Acest punct este evident: daci A € G are m linii si n coloane, trebuie s§ avem m =n
pentru a putea face produsul A- A, care trebuie si fie, de asemenea, o matrice din G; astfel ci toate
matricile din G trebuie si fie patratice. Iar atunci, pentru a le putea inmulti una cu alta, trebuie
sd aibad toate acelasi ordin n.

b) Matricile de ordinul al doilea (dar nu obligatoriu: se poate construi un exemplu similar
cu matrici de un ordin n oarecare) de forma

a 0 *
<0 O>,a€K,

formeazd un grup in raport cu operatia indusd de inmultirea matricilor din M3z (K), dupd cum se
verificd ugor. Elementul neutru al acestui grup este matricea

10
0 0
(1 fiind unitatea multiplicativa a lui K), diferitd de matricea unitate

(o 1)

a 0 *
<0 a),aeK,

Pe de altd parte, matricile de forma
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formeazd un grup (izomorf cu K*, la fel cu cel definit anterior; prin K* intelegem K fard elementul
neutru 0 al adunirii lui K) care are, de astd datd, ca element neutru exact matricea unitate (si
exemplul analog functioneazi pentru matrici de ordin n). Aga ci existd grupuri de matrici care au
matricea unitate ca element neutru si altele care nu.

S& presupunem acum ci G C M, (K) este un grup multiplicativ de matrici care are matricea
unitate de ordin n (pe care o numim I,,) drept element neutru. Atunci, pentru orice A € G existd
A’ € G astfel incat AA’ = A’A = I,,. Dar gtim c# inversa lui A in sensul obignuit (adicd inversa
A~1in GL,(K)) este singura matrice B de ordin n cu proprietatea ci AB = BA = I, deci A’
trebuie s coincidd cu A~1; agadar, inversul oricirui element al lui G este acelasi cu inversul siu in
GL,(K), prin urmare G este subgrup al lui GL,(K). De altfel, aceastd proprietate este generala:
dacid H este grup, G C H este grup in raport cu operatia indusid (de operatia lui H pe G), iar
elementul neutru al lui G este acelasi cu elementul neutru al lui H, atunci G este subgrup in H
(demonstratia faptului cd inversul fiecirui element din G coincide cu inversul siu din H fiind exact
aceeasi).

c) S3 presupunem intdi ci existd in G o matrice singulard Ag. Atunci (G este grup),
pentru fiecare A € G, existd B € G astfel incat A = AgB; trecand la determinanti avem
det(A) = det(AgB) = det(Ap)det(B) = 0, deci si A este singulard; cum A a fost aleasd arbi-
trar in G, rezultd cd in acest caz toate matricile din G sunt singulare.

Dacd toate matricile lui G sunt nesingulare, ele sunt inversabile in My (K) (se afla in
GL,(K)). S& presupunem ci E este elementul neutru al lui G; atunci E trebuie sd fie o matrice
inversabild care verifici E2 = FE. Considerand aceastd egalitate in GLy (K) si inmultind-o (nu
conteazd daci la stanga sau la dreapta) cu E~1, obtinem E = I,, (F este matricea unitate de ordin
n), de unde concluzia ci G este subgrup in GL,(K) este imediata.

d) Evident, dacid A este idempotentd (i.e. A2 = A), multimea format¥ numai din A este
grup fatd de inmultirea matricilor, deci A este matrice de grup.

Pe de altd parte, o matrice nilpotenti este o matrice nenuld A, pentru care existi p > 2
astfel incat AP = Oy,; dacd ar existd un grup G care si contind pe A, acesta ar trebui sd contina,
odatd cu A, si orice putere a sa, in particular pe AP; adicd G ar trebui si contind matricea nuli.
Dar atunci

G =0n,G ={0,X|X € G} ={0On},

deci G trebuie si fie format numai din matricea nuld, ceea ce contrazice faptul cd A este nenula.
Aceastd contradictie aratd ci matricele nilpotente nu au cum si fie matrici de grup.

Apoi vedem cd matricele A si C sunt idempotente, deci sunt matrici de grup. B este
matricea unitate de ordinul al doilea, deci face parte din orice subgrup al lui GLy (K). Matricea D
este nilpotentd (D2 = Oz), deci nu este matrice de grup.

in sfarsit, pentru E observim c#

o (141 141\ _
E _<1+1 1+1>_02’

in cazul in care corpul K are caracteristica 2 (adicd 1 + 1 = 0 in K), deci in acest caz E nu este
matrice de grup.
Pe de altid parte, dacd 1+ 1 # 0 in K, se verificd ugor cd multimea matricelor de forma

<x z >,z€K*,
xX x

este grup in raport cu inmultirea matricilor din M3z (K) (grup ce contine, desigur, pe F). Elementul
neutru al acestui grup este matricea

a+n-t @a+nt
( a+n-t @a+nt )

(putem considera inversul lui 1 + 1, deoarece este nenul), iar simetrica matricii

<x x),aceK*,
T x

< 1+1)"2z7! (1+1)"227¢ )
1+1)"2z7! (1+1)"2271 )

este
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in concluzie, E nu este, respectiv este matrice de grup dupd cum caracteristica lui K este,
respectiv nu este egald cu 2.

e) Fie T o matrice din GL, (K) astfel incat B = T~ AT. Daci presupunem ci A apartine
grupului de matrici G, atunci B apartine grupului de matrici

T7IGT = {T71XT|X € G}

(faptul c& acesta e grup se verificd imediat).

f) Este binecunoscut faptul ci rangul produsului a dou# matrici este cel mult egal cu rangul
fiecirui factor; in particular, rangul matricii A% este mai mic decat sau egal cu rangul lui A, fapt
valabil pentru orice matrice patratici A. Daci, in plus, A este si matrice de grup si G este grupul
din care A face parte, avem si A2 € G si trebuie si existe B € G astfel incat A = A2B. Atunci avem
si inegalitatea pe dos rang(A) = rang(A2B) < rang(A?), de unde concluzia ci rang(A) = rang(A?).

Observatie. Gabriel Dospinescu m-a informat despre valabilitatea reciprocei afirmatiei
de la ultimul punct al problemei. Cu alte cuvinte, daci A este o matrice pitratici astfel incat
rang(A) = rang(A2), atunci A face parte dintr-un grup multiplicativ de matrici. in esent, demon-
stratia ar fi cam asa. Ipoteza implici imediat egalitatea spatiilor ker(A) si ker(A2?), precum si a
spatiilor im(A) si im(A?) (considerdsm pe A nu numai ca matrice, ci si ca morfism de la K™ la K",
x — Azx). De exemplu avem ker(A) C ker(A?), iar dimensiunile celor doud subspatii sunt egale
(ambele sunt n—rang(A) = n—rang(A4?)); evident, asta duce la ker(A) = ker(A?) (analog procedim
pentru imagini). Mai departe se vede cd suma dintre ker(A) si im(A) este directd (daci z = Ay,
cu Az = O, rezultd A%y = O, deci y € ker(A2%) = ker(A) si atunci z = Ay = O, etc). Luéand in
considerare gi suma dimensiunilor acestor subspatii (care este n) rezultd ci intregul spatiu K™ este
suma directd dintre ker(A) si im(A). Atunci matricea lui A, intr-o bazi corespunzitoare acestei
descompuneri, este formatd dintr-un bloc de dimensiune r = rang(A) care este matrice inversabila
de ordin r (pe care-1 putem considera plasat in coltul din stinga sus) si restul elementelor nule.
Prin urmare A apartine grupului matricelor de forma P~ X P, unde P este matricea de trecere de
la baza canonicd la acea bazd in care A are forma descrisa mai sus, iar X parcurge matricele de
aceastd form3 (practic, grupul matricelor X — si, odatd cu el gi grupul in care se situeazi A — este
izomorf cu GL,(K)).

Din acest punct de vedere putem reconsidera si rdspunsul la intrebarea privind matricea E
de mai sus; e suficient s observim ci rangul matricii E? este egal cu rangul lui E atunci si numai
atunci cand caracteristica lui K este diferitd de 2.

220. Sa se determine o functie polinomiald cu coeficienti reali p : R — R, care admite
un punct fir zo € R §i care comutd (in sensul compunerii) cu o functie injectivd fird puncte fize
f:R—-R.

Andrei Vernescu

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu din
Barlad. O asemenea functie este p(z) = z3; ea are trei puncte fixe, pe —1, 0 si 1 si se poate vedea
imediat c¢i p(z) € {—1,0,1} & z € {—1,0,1}. Aceastd observatie ne va ajuta si demonstrim ci p
comutd cu f: R — R definita prin

—z, pentru z€R-{-1,0,1}
_ 0, pentru z=-1
flz) = 1, pentru z=0
—1, pentru x=1.

intr-adevir, pentru z € R — {—1,0,1}, avem p(z) € R — {—1,0,1} si, de asemenea,
f(z) e R—{-1,0,1}, deci:

p(f(x)) = p(—2) = —a® = —p(z) = f(p(2));
in plus:
p(f(=1)) =p(0) =0 = f(=1) = f(p(-1))

si analog se verificd relatiile p(f(0)) = f(p(0)) si p(f(1)) = f(p(1)). Pani la urmi avem deci
p(f(z)) = f(p(z)), pentru orice = real (iar f este injectivd gi fard puncte fixe). Dacd vrem ca
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punctul fix s fie neapdrat un zo € R (nenul, cici pentru zg = 0 am vizut deja exemplul), n-avem
decat sd ludm p(z) = m3/xg, pentru care existd f injectiva si fard puncte fixe definitd prin:

—x, pentru x €R—{—z0,0,z0}
_ 0, pentru z=—x9
fla) = zo, pentru xz =0
—xg9, pentru z =z

astfel incat p(f(z)) = f(p(z)), pentru orice =z € R.

Un exemplu mai general se poate obtine dupd cum urmeazd. Considerdm o functie poli-
nomiald care are punctele fixe x1,z2,...,x, si astfel incat, pentru fiecare 1 < 7 < n, ecuatia
P(x) = x; are exact solutiile (distincte) y1j,...,¥m—1,j,Ym; = x; (acelasi numar m de solutii
pentru fiecare j). Mai consideram o functie ¢ : R — R care comutd cu p: p(e(z))) = ¢(p(z)),
pentru orice € R si o permutare o a multimii {1,...,n}. Functia ciutatd vafi f : R — R definitd
prin f(z) = (), pentru orice z € R diferit de toate numerele y;; si prin

F(¥is) = Yio(5),
pentru orice 1 < ¢ < m,1 < j < n; verificarea relatiei po f = f o p se face exact ca mai sus.
Nu intamplator am dat asemenea exemplu, conditiile enuntului il forteaza. Intr-adevir, in

primul rand observim ci, daci zo este punct fix pentru p (care comutd cu f, ca in enunt), atunci
si f(zo) are aceeasi proprietate:

p(f(x0)) = f(p(z0)) = f(z0),

deci inductiv deducem c# fI™(z9) = (fo---o f)(zo) este punct fix pentru p, oricare ar fi n > 1.
———

de n ori

Daci sirul (fI™(z0)) ar avea toti termenii distincti, p ar avea o infinitate de puncte fixe, deci ar
rezulta, in mod necesar, p(z) = z, pentru orice z € R (si putem declara neinteresant acest exemplu
banal); asa ci putem presupune ci existd s > t numere naturale astfel incat f1¥](zo) = fll(x0).
Atunci injectivitatea lui f conduce la fls—t] (z0) = w0, deci pentru orice punct fix zg al lui p existd
un numdr natural k astfel incat f1¥l(zo) = zo. (Se mai poate vedea si c# acest k trebuie si fie cel
putin 2, altfel f ar avea punct fix, ceea ce nu dorim; deci p trebuie si aiba cel putin doud puncte
fixe.) in particular asta arati ci orice punct fix al lui p trebuie si fie valoare a functiei f.

Mai observim c3, dacd xg este punct fix pentru f si yo este astfel incat p(yo) = p(zo) = o,
atunci si p(f(yo)) = f(p(yo)) = f(zo), deci dacd ecuatia p(z) = xo are m solutii reale, atunci
ecuatia p(xz) = f(xo) are m1 solutii reale si mi; > m (iar am folosit ci f este injectivd). Mai
departe deducem tot asa ci ecuatiile p(z) = fl&(x0),...,p(x) = fIF—U(zo), p(z) = f¥(x0) au
ma,...,mg_1, My solutii respectiv si m < m; < mg < --- < myg. Dar ultima ecuatie este, de fapt,
p(z) = zo, deci my, = m gi astfel obtinem cd m = --- = my_1, deci ci toate ecuatiile au acelasi
numir de solutii. Tatd de ce exemplul dat (cel general) are infitisarea pe care am vizut-o.

Dar mai mult de atdt nu cred cid se poate face, deoarece nu avem nici un control asupra
functiilor ¢ care comutd cu o functie polinomiald oarecare. Se poate vedea acum cd exemplul de la
inceputul solutiei a fost construit pornind de la ¢(z) = —z (care comutd cu p(z) = x?), dar puteam
gisi si alte functii injective cu aceastd proprietate, de pildd ¢(z) = 29+1, cu ¢ numéar natural (si
probabil ci mai sunt si altele). Iatd de ce nu credem ci se pot determina cumva toate functiile
polinomiale p cu proprietatea din enunt,.

Desigur, ar mai fi si problema existentei unei functii polinomiale avind proprietitile de
mai sus. Cel putin in cazul m = 1 (fiecare ecuatie p(z) = x; sd aibd solutie unicd) am reusit sa
construim un asemenea exemplu (si nu e prea greu de realizat) si credem ci se poate oricand.

Notele Redactiei. 1. In cazul particular in care injectivitatea functiei f este realizati
prin conditia mai restrictivd cd f este strict crescdtoare, multimea solutiilor se restrange la cea
formatd numai din functia polinomiald p(xz) = = (aplicatia identicd a multimii numerelor reale R).

intr-adevir, definind sirul de numere reale (zn)n prin egalititile:

Tn+1 :f(xn)v n2071727"' (1)

observam intai ci z1 # zo, deoarece egalitatea 1 = zo ar echivala cu f(zo) = o, ceea ce contrazice
faptul ca functia f nu admite puncte fixe.

Apoi, dacd zg < 1, atunci printr-un rationament elementar de inductie (de altfel, bine-
cunoscut din teoria girurilor recurente!) se obgine ci sirul (zn)n este strict crescitor; analog, daci
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xo > x1, atunci girul este strict descrescidtor. Asadar termenii girului (zy)n sunt distincti doi cate
doi (girul este injectiv).

Afirmdm acum cid

p(Tn) = Tn, 2)
pentru orice n = 0,1,2, ... intr-adevir, pentru n = 0, afirmatia este verificatd, din enunt, deoarece
xo este punct fix pentru functia polinomiald p. S& presupunem acum ci, pentru un n oarecare,
avem p(zn) = xn. Atunci, ginand seama de (1), de comutativitatea din enunt si de ipoteza de
inductie, rezulta:
p(@nt1) = p(f(zn)) = f(p(zn)) = flTn) = Tni1,

adicd p(nt1) = Tnt1-

De aici decurge ci functia polinomiald ¢ : R — R, g(z) = p(z) — = admite ca radicini toti
termenii girului injectiv (zn)rn, adicd admite o infinitate (numirabild) de rid#cini, deci este functia
polinomiald identic nuld. Asadar, p(z) = =, pentru orice = € R.

2. O solutie corectd a problemei a mai dat si domnul Marius Olteanu, inginer la S. C.
Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior* din Ramnicu-Valcea.

221. Fie n > 1 un numdr natural. Sd se arate ca mullimea:
{n+1,n+2,...,2n}

se poate partitiona in patru submultimi, fiecare cu aceeasi sumda a elementelor, dacd gi numai dacd
n este multiplu de 8 sau n este un numar de forma 8k + 5, unde k > 1 este numdar natural.
Marian Tetiva
Solutia autorului. Necesitatea conditiilor decurge in mod, oarecum, natural. Dacd notdm cu
s suma elementelor din fiecare din cele patru submultimi ale partitiei (presupunand ci o asemenea
partitie existd), trebuie si avem, evident

n+1)+n+2)+-+(n+n)=4s,

adica
n(3n+1) — s,
2
3 1
deci nSn+1) = s trebuie si fie numir natural, adicd trebuie ca 8 si dividd produsul n(3n + 1).

Este clar ¢4 n si 3n+ 1 sunt intotdeauna numere de parititi diferite, deci de aici obtinem fie ci 8|n,
fie cd 8|(3n+ 1), ceea ce se dovedeste imediat a fi echivalent cu faptul cd n d& restul 5 la impdrtirea
cu 8, sau n = 8k + 5, k fiind un numdir natural. in acest al doilea caz nu putem avea, totusi n =5
(k = 0) deoarece multimea {6,7,8,9,10} nu poate fi partitionatd conform cerintei enuntului (suma
s ar trebui s3 fie 10 si, evident, nici un element — in afard de 10 — nu poate fi grupat cu altul — sau
altele — ca si dea aceastd sumi), deci k > 1.

Ne mai rdmane si demonstrdm ci, pentru n de forma 8k sau 8k +5 (k > 1 numdr natural),
impaértirea cerutd se poate realiza.

Aceasta este destul de simplu pentru n = 8k. Avem

{8k 41,8k +2,...,16k} = {8k + 1,16k} U {8k + 2,16k — 1} U --- U {12k, 12k + 1},

adicd o partitie a multimii {8k + 1,8k + 2,...,16k} in 4k clase, fiecare avind doud elemente si
fiecare avand aceeasi sumi a elementelor. Reunind arbitrar cate k din aceste 4k submultimi (dar
astfel incat fiecare s fie luatd in considerare) obtinem, evident partitia cerutd (fiecare clasi va avea
2k elemente, a cdror sumi este k(24k + 1)).

Mai departe considerdm n = 8k + 5; trebuie sd ardtdm cum se poate partitiona multimea

M = {8k +6,8k+7,...,16k + 10}

in 4 submultimi, fiecare cu aceeasi suma a elementelor (care trebuie s fie s = (8k + 5)(3k + 2)).
Vom porni de la partitia M = AU BUC U D a multimii M, unde:
A= {8k + 6,8k + 10,...,16k + 6,16k + 10}
B={8k+7,8k+11,...,16k + 7}
C ={8k+8,8k+12,...,16k + 8}
D= {8k +9,8k+13,...,16k + 9}.

(Fiecare dintre aceste submultimi contine toate elementele lui M care dau acelasi rest la impirtirea
cu 4; A are 2k + 2 elemente, iar fiecare dintre B, C, D contine cate 2k + 1 numere.)
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Se vede imediat cd, dacd notdm t suma elementelor din D, atunci sumele elementelor din
C, B, A vor fi respectiv t — (2k + 1), t — (4k + 2) si t + (10k + 7); atunci, din

t+t—(2k+1)+t— (dk+2)+t+ (10k + 7) = 4s,

rezultd t = s — (k+1). Asadar, suma numerelor din D este cu k+ 1 mai mici decat ne-ar trebui, in
C suma este cu 3k + 2 mai mici, in B este mai micd cu 5k + 3 si, in sfargit, suma elementelor din
A depdseste cu 9k + 6 pe s, la care vrem s3 ajungem. Ideea este sd schimbdm intre ele elementele
acestor multimi pentru a obtine, pe scheletul lor, alte submultimi, toate cu suma elementelor s.
Vom considera k > 2 (separat apoi k = 1).

Prima schimbare ,aranjeazi“ multimea D. Luim din A ultimele k + 1 elemente, adicd pe
12k +10,12k +14,...,16k+ 10 si le punem in D, in locul ultimelor £+ 1 de acolo, adica in locul lui
12k+9,12k+13,...,16k+9. Pe acestea le mutim in C, inlocuind pe 12k+ 8,12k +12,...,16k+8
care, din aceastd multime se mutd in A. Evident, astfel am realizat o noud multime

Dy ={8k+9,...,12k + 5,12k + 10. .., 16k + 10},

care are suma elementelor cu k£ + 1 mai mare decat D, adicd s.
De multimea B nu ne-am atins, iar A gi C au devenit respectiv:

Ay ={8k+6,...,12k+ 6,12k +8...,16k + 8}
si
Cy={8k+8,...,12k+ 4,12k +9...,16k + 9};

A1, B1, C1, D; realizeazi, si ele, o partitie a lui M iar sumele elementelor lor sunt respectiv
s+ (Tk+4), s — (5k +3), s — (2k + 1) si, cum am mai spus, s.
Pasul urmaétor constd in interschimbarile:

8k+ 10 8k +8,8k+14 & 8k+12,...,12k+2 & 12k gi 16k + 8 & 16k + 5
intre multimile A; si C1. Acestea conduc la noua partitie M = A3 U BU Cy U D1, unde
Ao = {8k +6,8k+8,...,12k, 12k + 6,12k + 8, ..., 16k + 4,16k + 5}
are suma elementelor cu 2k + 1 mai micd decat Ay (adicd s + (5k + 3)) si
Co = {8k +10,...,12k + 2,12k + 4,12k +9, ..., 16k + 1, 16k + 8, 16k + 9}

are suma elementelor cu 2k + 1 mai mare decat C7; deci suma elementelor din Ca este s.
In sfarsit, mai avem de balansat niste elemente intre Ao si B, pentru a echilibra si sumele
din aceste clase ale partitiei. Realizam asta cu interschimbdrile (A2 < B):

12k +8 & 12k + 3,12k + 12 & 12k 4+ 7,...,16k + 4 < 16k — 1
(in numar de k) si
8k+8 & 8k+7, 16k + 5 < 16k + 3,
care conduc la multimile A3 si B; care au suma elementelor cu 5k + 1 + 2 = 5k + 3 mai mici,
respectiv mai mare, decat suma elementelor din Az, respectiv din B. Adica Az U B1 UC2U D1 este
partitia care indeplinesgte cerintele enuntului.
De exemplu, partitia la care ajungem prin acest procedeu pentru k = 2 (adicd n = 21) este
{22,23,...,42} = {22,23,27,30,31,35} U {24, 32,36, 37,39}U
U{26, 28, 33,40,41} U {25, 29, 34, 38, 42}.
Mai trebuie si rezolvdm cazul k& = 1 (cand ultima etapd a metodei descrise mai sus nu
merge, deoarece 12k + 3 = 8k + 7). Avem deci n = 13 si partitia

{14,15,...,26} = {14,15,17,19} U {16, 24,25} U {18, 21,26} U {20, 22, 23}
care completeazi solutia.

Solutie datd de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala
,»Olt-Superior din Ramnicu-Valcea. Notdim A= {n+1,n+2,...,2n}. Evident CardA = n.
Implicatia directa: Dacd A se poate partitiona cum cere enuntul, suma elementelor lui A

3 1 N
este (n+1)+(n+2)+...+2n = n@n+1) si trebuie si fie multiplu de 4. Intr-adevir, dacd S este
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n(n + 3) n(n+3)

=45, deci S =
cum S € N* iar n si 3n + 1 sunt de parititi diferite, atunci n este multiplu de 8 , adicd n = 8,
I € N* sau 3n + 1 este multiplu de 8. In acest al doilea caz, in plus n trebuie si fie obligatoriu
numir impar (altfel 3n 4+ 1 ar fi impar, deci n-ar fi multiplu de 8).

Fie deci n =2p+ 1, p € N. Atunci 3(2p+ 1) + 1 = 8¢, unde ¢ € N*, ceea ce este echivalent
2(2t — 1)

suma elementelor fiecireia din cele patru submultimi, atunci

cu 6p +4 = 3t, adicd 3p + 2 = 4t de unde p = . Cum p € N, existd m € N astfel incat

2t — 1 = 3m. Cum 2¢t — 1 este numdr impar, m trebuie si fie tot un numdir impar (pentru ci,
evident, 3 este impar), deci m = 2k + 1, unde k € N*. Inlocuind avem:

22t —1 2—-3n
221 .

n=2p+1=2- 1=2- 2 4 1=dm+1=402k+1)+1=8k+5,
n

deci n = 8k + 5, k € N*.

Implicatia reciprocd. Fie intai n = 8l, | € N*. Atunci A = {81 + 1,8/ + 2,...,16l}
poate fi impértitd in 4 submultimi disjuncte cu aceeasi sumi a elementelor astfel: {81 + 1,161};
{81+2,160 — 1}; {81+ 3,161 —2};...; {81+ 4l — 1,160 — [(4l — 1) — 1]}; {81+ 41,161 — (41 — 1)} (se
observi cd suma elementelor este egald cu 241 + 1).

Reuniunea primelor [ dintre aceste submultimi constituie prima clasi dintre cele patru clase
ale partitiei.

Reuniunea primelor ! dintre cele 3] submultimi rdmase constituie a doua clasd a partitiei.

Apoi reuniunea primelor [ dintre cele 2! submultimi rdmase constituie cea de a treia clasa
a partitiei.

in fine, reuniunea ultimelor | submul{imi rimase dupi ,epuizarea® celor 3! submultimi
constituie cea de a patra clasi a partitiei.

Observatie. Este interesant de stabilit numérul tuturor partitiilor care se pot realiza conform
conditiilor din enunt, pentru acest caz.

Fie acum n =8k + 5, k € N*. Atunci A = {8k + 6,8k + 7,8k + 8,...,16k + 10}.

Fie A = BUC U D U E partitia doritd. In B punem pentru inceput, numerele 8k + 6,
8k 4+ 7, 8k + 8, 16k + 4, in C numerele 8k + 9, 16k + 9, 16k + 7, in D numerele 8k + 10, 16k + 5,
16k + 10, iar in E numerele 8k + 11, 16k + 6, 16k + 8; pand acum elementele din B, C, D si E
au aceeagi sum#: 40k + 25. Numerele rdmase de la 8k + 12 panid la 16k + 3 (care sunt in total
(8k +5) — 13 = 8(k — 1)), le impartim in kK — 1 grupe de cate 8 numere consecutive, de forma
{p,p+1,p+2,p+3,p+4,p+5p+6p+T7}

Mai departe, numerele p si p + 7 din fiecare grupi le punem in B — realizindu-se prima
clasd a partitiei —, numerele p + 1 si p + 6 din fiecare grupa le punem in C' — obtinandu-se a doua
clasid a partitiei —, numerele p 4+ 2 si p + 5 din fiecare grupi le punem in D — rezultind a treia
clasd a partitiei — si in cele din urma, numerele p + 3 si p + 4 din fiecare grupd le punem in E—
obtinandu-se cea de a patra clasd a partitiei. Cu aceasta problema este complet rezolvata.

Observatie. Aceastd problema precum gi problemele G90, L90 apiarute in revista Recre-
atii Matematice, nr. 2/2005, constituie completiri la articolul ,,Ca si rezolvi aceastd problemi...*
al cdrui autor este profesorul Marian Tetiva, articol publicat in G.M.-B nr. 12/2005, pp. 611-615.

222. Fie a, b, c numere pozitive. Sa se arate cd:
4 4 4
a b c a+b+c
+ + > .
ad+b B+ B+ad 2

Vasile Cirtoaje

Solutia autorului. Fird a pierde din generalitate, putem considera ¢ = max{a,b,c}.
Inegalitatea poate fi scrisa astfel:

_at ey (b by e
a3 +b3 2 b3 4¢3 2 B+ad3 2) 77

ceea ce echivaleazd cu
a(a® —b3) b3 —c3) (- ad)

> 0.
a3+b3 b3+03 03+a3 -
Deoarece
a(a®—b%)  ba®—b2)  (a—b)(a® —b®) .
a3+b3 a3+b3 - a3+b3 -
este suficient si aratim ci
bla® —b3) b3 —c3)  c(c® —ad) >0

+
a3+b3 b3+03 03+a3
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Tinand seama ca

b(a® —b3) b3 —c3) 204 (a3 — ¢3)

a3 + b3 B3 +¢3 (a3 +b3)(b3 + ¢3)’

ultima inegalitate este echivalentd cu
(2 —a®)(c = b)[a®(2b® + b2c+ bc? + ¢3) — bPe(b? + be — c2)] > 0. (1)
Tinand seama ci (c® — a3)(c — b) > 0, este suficient si ardtim ci
a3 (263 + b?c+ b +3) = b3e(b® + be— ) > 0. (2)
in cazul a > b, avem:
a® (263 402 c+bc? 42 —b3 (b2 +be—c?) > b2 (203 +b2c+be? +c2)—b3c(b? +be—c?) = 263 (B3 +-c®) > 0.

Ca urmare, in continuare, vom considera ci 0 < a <b<c.
Prin permutare, din (1), rezultd c3 inegalitatea ciclici datd este adeviiratd dacd

(@® =) (a — )B3(2c® + a+ ca® + a®) — Ba(c® + ca—a?)] > 0.
Deoarece (a® —b3)(a — ¢) > 0 pentru 0 > a < b > ¢, este suficient s ariitim ci
b3(2¢3 4+ Pa+ ca® + a®) — Ca(c? + ca —a?) > 0. 3)
Pentru a incheia demonstratia, vom arita ci (2) este adeviratd pentru 56% < 5a3 + 3, iar

(3) este adeviratd pentru 56% > 5a® + ¢3. Din considerente de omogenitate, vom considera c = 1.
Trebuie sd ardtim ca

aB(203 4+ +b+1) =3B +b—1) >0, (4)
pentru 5% < 5a® + 1 i, respectiv:
B@2+a+a®+d) —a(l+a—a?) >0, (5)

pentru 5% > 5a3 + 1.
Deoarece (4) este adeviratd pentru b2 +b — 1 < 0, considerdm acum ci b2 +b—1 > 0.
Tinand seama de aceastd conditie si de faptul ci 56° < 5a® + 1, avem:

5a%(20% + 62 + b+ 1) — 53 (b +b— 1) > (56 — 1)(26° + b2 + b+ 1) — 563 (% +b— 1) =
=106° +8b% — b2 —b—1 =85 + (B2 +b— 1)(26* — 20® + 4% + 20+ 1) >
> (B2 4+b—1)(b* —26° + %) =2 (B2 +b—1)(b—1) > 0.
La randul ei, inegalitatea (5) este adeviiratd pentru 563 > 5a3 + 1, deoarece
50324+ a+a?+a®) —5a(l+a—a?) > (Ba®+1)2+a+a?+a) —5a(14+a—a?) =
=5a% +5a° + 5a* + 1603 — 4a® — 4a + 2 > 1203 — 4a% — 5a+ 2 = (2a — 1)%(3a + 2) > 0.
Cu aceasta, demonstratia este incheiatd. Avem egalitate numai in cazul a = b = c.

Solutie datd de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala
,»Olt-Superior din Ramnicu-Valcea. Distingem cele sase relatii de ordine dinte numerele a, b, ¢ si
anume:

a>b>c a>c>b
) b>c>a , (11) b>a>c
c>a>b c>b>a

in continuare vom studia numai cazurile a > ¢ > b, a > b > ¢ , deoarece, dupi cum se va
observa in continuare, celelalte cazuri se reduc la unul din cele doui ,,de bazi“.
Asadar, presupunem pentru inceput c¢i ne situdm in cazul a > ¢ > b.
a c . . . . .
Notdm — = > y = —; evident ¢ > y > 1 si a = bx, ¢ = by. Inlocuind acum pe a si
b in inegalitatea cerutd si efectuand cateva calcule, urmeaza a se demonstra ci avem urmaéatoarea
inegalitate:
4 4
x 1 r+y+1
+ + 5>y
2+1 y3+1 348 2

, Yz >y> 1 (1)
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Aducand la acelasi numitor, inegalitatea (1) este echivalentd cu:
2[2*(@® + ) + D+ @@+ )P+ ) + @+ )+ 2%)] >
> @+y+ 1)+ D+ D +4°) &
o9 (377313 +J?7 + x4y6 + x4y3 +x3y3 +$3y4 +y7 +y4 +$3y3 + CL‘3 +y3 +$6) 2
>@+y+ 1)@ +9*) (@ +0° +2%° +1) = @+ y+ D@ + 2% +2%° +2° + 2% + 0+
+:E3y6 + yS) — (:E+y+ 1)(1.6 +y6 +1.3 + y3 + :l?3y6 +:E6y3 + 2x3y3) _
— J?7 +$y6 +$4 +xy3 +$4y6 +x7y3 +2$4y3 +x6y+
+y7 +J:3y+y4 +$3y7 +$6y4 +2x3y4 +$6 +y6 +CL‘3 +y3+
+:E3y6 +:E6y3 +3x3y3 o :l?7y3 +{L‘7+{L‘4y6 +13y7 +y7 +y4 +CE3 +y3 +1_6 2
2 {L‘y6+1‘4+1‘y3 +1_6y+1_3y+1_6y4+y6 +1_3y6+x6y3 o
TP+ ) +251—y—v* —y¥) +2* (5 - 1) + 23" +1 -y — O+ @
a3 (—y® =D +y" +yt + v -y >0

Deoarece variabilele z, y sunt independente, putem fixa pe y si si considerim functia
f [y, 00) definitd prin:

f@)=2" (P +1) -2 +yP +y— D)+ @ D +2 (" =S —y+ 1) -2 P+ D) +y" = +yt o0

Astfel, a demonstra inegalitatea (2), revine la a arita ci f(z) > 0, pentru orice z € [y, 00)
unde y > 1. Avem:

Fa) =182 +1) 625y +v° +y — 1) +423(y° — 1) +32%(y" — o —y+ 1) — 2 (° + 1),
f (@) = 422°(y3 +1) = 302 (y* + % +y — 1) + 1222 (y® — 1) + 62(y” — 4% —y + 1),
() = 2100 (y® + 1) — 12023 (y* +4° +y — 1) +242(y® — 1) +6(y" —y® —y + 1),

FIV) (@) = 84023 (5 + 1) — 36022 (y* + 4% +y — 1) +24(y° — 1) +6(y" — 9% —y +1)
insa:

84023 (y3 + 1) = 36023y + 360x3y> + 12023y3 4 84023 > 360x2y* + 36022y3 + 36022y.
intr-adevir, inegalitatea precedent# este echivalent cu:

3602%y° (= — y) + 3602y (z — 1) + 2% (840z — 360y) + 1202°y° > 0,
ceea ce este adevdrat deoarece x >y > 1.

Cum y® — 1 > 0, deoarece y > 1, din cele de mai sus rezulti ci fV)(z) > 0. Prin urmare
f"" este strict crescitoare pe intervalul [y, 00), de unde f"’(z) > f"(y), pentru orice x € [y, 00)
Sa observam ca

F(y) =210y (3 + 1) — 12003 (¥ + 2 +y— D)+ 24y(yS — D) +6(y7" — o —y+1) =
= 120y7 — 12695 + 90y* + 120y° — 30y + 6.
Fie g : [1,00) — R, definitd prin:

g(y) = 120y7 — 1269° + 90y* + 120y> — 30y + 6.
Atunci

g’ (y) = 840y° — 756y° + 360y + 360y — 30 > 0,
deci g este strict crescitoare pe intervalul [1,c0). Prin urmare g(y) > g(1) = 0, de unde g(y) > 0,
pentru orice y > 1.

Cum, de fapt, f"(y) = g(y), rezultd ci f""(y) > 0, deci f"”’(z) > 0 pentru orice = € [y, c0).
Sa observam ca

Asgadar, f"(x) este crescitoare pe [y, 00), deci f(x) > f"(v).
') =427 (5° +1) = 309" (v +° +y - 1) +12°(° — 1) +6y(y" —y° —y +1),

() = 30y® — 36y" + 12° + 30y* — 182 + 6y.
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Fie h : [1,00) — R, definita prin:
h(y) = 30y® — 36y" + 12¢° + 30y* — 18y + 6y.
Atunci
B (y) = 240y" — 252y% + 60y* + 120y — 36y + 6,
h" (y) = 1680y° — 1512y° + 240y + 360y — 36 > 0.

Drept urmare h' este strict crescitoare pe intervalul [1,00), de unde h/(y) >h/(1)= 138 > 0,
deci h este strict crescdtoare pe intervalul [1,00). Atunci h(y) > h(l) = 24 > 0, de unde
f"(y) = h(y) > 0. Asadar f”(z) > f”(y), pentru orice y > 1 si = € [y,00), ceea ce implicd
faptul cd f’ este crescitoare si, in consecintd, f/'(z) > f/(y).

Sa observdm ci:

P @) =1+ 1) 60"y +9° +y— )+ 420 - 1) +30°(" — S —y+1) -3+ 1) =
= 8yY — 9y® + 6y° — 8y + 3y

Fie u : [1,00) — R, definitd prin:
u(y) = 8y — 9y® + 6y° — 8y + 3%
Atunci:
o' (y) = 72y% — 7297 + 30yt — 2492 + 6y >0, Vy>1,
deci u este strict crescitoare pe intervalul [1, 00), de unde u(y) > u(1) = 0. Atunci f'(y) = u(y) >0
si prin urmare f’(x) > 0. Asadar, f este strict crescitoare pe intervalul [y, co), deci
f@) = fly) = 20" =2 =2y +29° = 20° (y" =y —y+1) = 2¢°(y—1)*(V° +u* +v°+y* +y+1) > 0,

pentru orice y € [1,00).
In concluzie f(z) > 0, oricare ar fi z € [y, c0).
Egalitatea se atinge dacd si numai dacd x = y = 1, ceea ce echivaleazd cu a =b =c.

MANIFESTARI STIINTIFICE

Conferinta internationald de Algebra comutativa
Constanta, 29-31 martie 2007

in perioada 29-31 martie 2007 s-au desfisurat la Universitatea Ovidius din Constanta lu-
cririle Conferintei internationale ,,Comutative Algebra and Related Structures®, organizata de citre
Facultatea de Matematicd si Informaticid a Universitdtii din Constanta, Institutul de Matematicid
Simion Stoilow al Academiei Roméne gi Societatea de Stiinte Matematice din Roméania.

Prima zi a conferintei a debutat in Sala Senatului Universitatii Ovidius, unde s-a desfagurat
festivitatea de decernare a titlului de Doctor Honoris Causa domnului profesor Dorin Popescu,
profesor la Universitatea din Bucuresti, Presedintele Societitii de Stiinte Matematice din Romaénia.
Au participat matematicieni din Germania si Romania, prieteni, colegi si studenti ai profesorului
sdrbdtorit cu ocazia implinirii varstei de 60 de ani.

in celelalte doui zile au fost prezentate lucririle participantilor: J. Herzog, Universitatea din
Essen (Vertex cover algebras), S. Basarab, Institutul de Matematici al Academiei (Kneser and co
- Galois structures), G. Pfister, Universitatea din Kaiserslauten (The property of approximation-
stories of the old days), S. Ianug, Universitatea din Bucuregti si W. Boskoff, Universitatea din
Constanta (Harmonic maps on manifolds with some remarkable geometric structures), B. Martin,
Universitatea din Cottbus (A strange connection between Milnor algebras and modular germs), D.
Stefanescu, Universitatea din Bucuresti (Polynomial divisors and bounds for polynomial roots), F.
Nicolae, Universitatea din Berlin (On Artin’s L-functions), A. Gica, Universitatea din Bucuresti
(A generalization of a result of Fermat), M. Rockzen, Universitatea Humboldt din Berlin (From
approximation of solutions of polynomials to stringy invariants), M. Kures, Universitatea din Brno
(Weil algebras: from geometric to algebraic questions), M. Becheanu si M. Vlddoiu, Universitatea
din Bucuresti (Irreductible polynomials in two series of variables), C. Baciu, Universitatea din
Mainz (Rank two Ulrich Modules over the Affine Cone of the Simple Node), A. Stefan, Universitatea
din Ploiegti (The facets cone associated to some classes of transversal polymatroids). V. Ene,
Universitatea din Constanta (Maximal Cohen Macaulay modules over hypersurface rings).

146



Cu prilejul conferintei, domnului prof. dr. Dorin Popescu i s-a inméanat diploma de onoare
a Biroului Consiliului Societatii de Stiinte Matematice din Roméania.

Mircea Trifu

Laudatio

cu ocazia conferirii titlului de Doctor Honoris Causa al Universititii
Ovidius din Constanta profesorului universitar
dr. Dorin-Mihail Popescu, de la Universitatea din Bucuresti si de la
Institutul de Matematicid Simion Stoilow al Academiei Roméne

Universitatea Ovidius are astdzi onoarea
si bucuria de a conferi titlul de Doctor Honoris
Cause unui mare matematician roman, prieten
vechi al Facultitii de Matematicd si Informatica,
distinsului cercetitor si profesor Dorin-Mihail
Popescu, bine cunoscut profesor de matematicd
al universitdtii bucurestene, om de stiintad recu-
noscut pe plan mondial, pregedintele Societitii
de Stiinte Matematice din Romaénia.

Este o onoare pentru noi si prezentdm in
fata domniilor voastre viata si activitatea profe-
sorului Dorin Popescu.

DI1.  Dorin-Mihail Popescu s-a ndscut
la 21 martie 1947, in comuna Pitarlagele din
judetul Buziu. in comuna natali a descoperit
matematica, indrumat de profesorul Nicolae Zu-
gravu in clasa a V-a; dupéa aceea, a invatat singur
matematicid din pasiune. A urmat cursurile
liceale la Colegiul National Bogdan Petriceicu Hagdeu din Buziu, absolvind liceul in 1964. in
acelagi an, dl. Dorin Popescu a dat examen de admitere la Facultatea de Matematicd-Mecanicd a
Universitdtii din Bucuregti. Pasionat de matematicd din clasele elementare, a invitat cu pasiune si
a participat — incd din primul an de facultate — la un cerc studentesc de teoria categoriilor, condus
de tandrul cercetdtor de la Institutul de Matematici al Academiei Nicolae Popescu. A intalnit
astfel domeniul care va deveni pasiunea vietii sale — algebra — incid din anul I si a inceput si facad
cercetdri originale in algebrd ca student. Singur sau in colaborare cu colegul George Georgescu a
publicat, de pe bancile facultatii, patru articole originale, dintre care trei in Franta, doud dintre ele,
consacrate fascicolelor unei teorii, in prestigioasa revistd a Academiei franceze ,,Comptes Rendus
de I’Academie des Sciences®. In 1969 Dorin Popescu a terminat facultatea si — absolvent eminent
— a fost repartizat ca preparator la catedra de algebra a Facultitii de Matematicd din Bucuresti,
condusi, pe atunci, de prof. Gh. Galburd. A concurat apoi la postul de asistent si a functionat
in facultate pana in 1979, cand a concurat pe un post de Cercetator Principal III, la Institutul de
Matematicd care, pe atunci, devenise INCREST (Institutul National pentru Creatie Stiintifici si
Tehnicd), post pe care l-a ocupat pani in 1990. La INCREST, dl. Dorin Popescu avea mai mult
rigaz pentru cercetare; este, de altfel, motivul pentru care a optat pentru postul de acolo.

La foarte scurt timp, Dorin Popescu a reusit si-si termine studiile doctorale cu profe-
sorul Ionel Bucur; acest lucru s-a intamplat in 1974, cand a sustinut teza cu titlul ,Aproximarea
forte peste inele excelente de valuare discretd, o tezd bine apreciatd, care i-a adus recunoastere
nationald si internationald. A publicat peste doudzeci de articole asupra aproximdirilor Artin, desin-
gularizdrilor Néron, inelelor henseliene, inelelor si corpurilor valuate, continudnd, cu multe noutati
si cu aplicatii la zi, ideile din teza.

Fire sportivd, Dorin Popescu a iubit si iubeste ascensiunile montane gi marea, care i-au
asigurat rezistentd fizica si rezistentd mentald, absolut necesare cercetdrii matematice.

Prof. univ. dr. D. Popescu cu ocazia
conferirii titlului de Doctor Honoris Causa al
Universitatii Ovidius din Constanta

Activitatea stiintifica a D-lui Dorin Popescu

Rezultatele obtinute de domnia sa in cercetarea matematicd ii asigurd un loc de frunte
intre matematicienii roméani si recunoagterea internationald. Ele i-au adus un premiu I pentru
cercetare in 1973 la Atena, conferit de Uniunea Matematicienilor din Balcani, si premiul Academiei
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din 1979. La 33 de ani, a obtinut, prin concurs, o bursa NSF la Institute for Advanced Study de
la Princeton, S.U.A., unde a cunoscut si a fost cunoscut de mari matematicieni. in 1990-1991,
a putut onora o bursd Humboldt la Universitatea din Essen, Germania, extinsd apoi pentru un
semestru la Universitatea din Osnabriick. Intre 1993-1997, in fiecare an, dl. prof. Dorin Popescu a
fost profesor vizitator in universititi de marci din Germania si din alte tiri. Astfel, a fost 6 luni la
Gottingen, Kaiserslautern, Essen (in programul Humboldt), o lund la Universitatea din Edinburgh,
o luni la Universitatea din Kaiserslautern, o luni la Universitatea din Bielefeld. in 1999, a obtinut
un grant EPSRC si a vizitat din nou Universitatea din Edinburgh si, cate doud luni, in programul
Humboldt, a lucrat in universititile din Kaiserslautern si Essen. La aceleasi universitdti, si-a
continuat activitatea in seminariile lor stiintifice si in anii urméatori, cu granturi DAAD. in Franta
a fost invitat la universitatea din Bordeaux, in Spania la universitatea din Barcelona; la Berlin,
Essen, Kaiserslautern a mers de multe ori, cu burse europene sau ale Academiei Germane. A
conferentiat la universitdti si institute de cercetare renumite: MIT, Berkeley, Los Angeles, Salt
Lake City, Urbana-Champaigne in S.U.A., la Montreal in Canada, la Edinburg, Glasgow, Sheffield
(Anglia), la Kyoto, Nagoya (Japonia), la Genova, Ferrara, Catania (Italia), la Barcelona (Spania),
la Bordeaux, Luminy, Grenoble (Franta), la Oslo (Norvegia), la Vargovia (Polonia), la Budapesta
(Ungaria), la Utrecht (Olanda), la Innsbruck (Austria), la multe dintre universititile germane.

Domeniile de interes stiintific ale profesorului sunt algebra comutativi si geometria alge-
bricd, domenii care au cunoscut o adeviratd inflorire in ultimele decenii ale secolului trecut si care
sunt gi astdzi in plind dezvoltare.

Primele rezultate originale ale cercetdrii gtiintifice desfagurate de prof. Dorin Popescu se
referd la:

e Aproximarea Artin si inele henseliene;

e Desingularizarea Néron;

e Module proiective de inele de polinoame peste un inel regulat.

DI1. Popescu a dat solutii unor conjecturi apartinand lui M. Artin si Bass-Quillen, solutii
care au fost prezentate in Seminarul Bourbaki (1993- 1994) de B. Teissier si pe care R. Swan le-a
prezentat, in 1998, in lucrarea , Néron-Popescu Desingularization®.

Dupa 1987, Dorin Popescu a inceput si studieze modulele Cohen-Macaulay. A studiat
modulele Cohen-Macaulay maximale, module cvasi-Buchsbaum, module Cohen-Macaulay gene-
ralizate, algebre Rees si aplicatii ale combinatoricii in algebrd. Mai precis, iatd cateva dintre
rezultatele obtinute de domnia sa:

e Impreuns cu Jirgen Herzog si Liam O’Carroll, a completat o teoremd a lui Kndrrer,
folosind-o la descrierea modulelor Cohen-Macaulay peste unele hipersuprafete;

e impreuni cu Gerhard Pfister, a completat teorema de periodicitate a lui Knorrer in
caracteristicd 2;

o impreuni cu Jiirgen Herzog, a demonstrat conjectura lui Pardue referitoare la regularitate
si a dat rdspunsuri partiale la conjecturi ale lui Eisenbud-Green-Harris in teoria Cayley-Bacharach
si in teoria lui Castelnuovo.

o impreuni cu Radu Laza si Gerhard Pfister, a descris modulele Colen-Macaulay maximale
peste conul curbei proiective V(f), f = X3 +Y3 4 Z3, folosind clasificarea lui Atiyah a varietitilor
peste V().

e impreund cu Corina Baciu, Viviana Ene si Gerhard Pfister, a descris modulele Cohen-
Macaulay maximale pentru suprafete V(f), f = X3 + Y3 + Z2 + U3 de rang inferior sau egal
cu 2.

o Impreuni cu Jirgen Herzog, Dorin Popescu a extins conceptul de complex simplicial
»shellabil“ la multicomplexe, studiind filtririle de module aproape curate.

S-ar putea, desigur, scrie multe despre rezultatele cercetarii stiintifice a d-lui Dorin Popescu,
care sunt apreciate in toatd lumea matematicd i sunt concretizate in peste 80 de articole publicate
in reviste de matematicd de buni reputatie stiintifici si in monografii care se bucurd de largid
recunoagtere si de o presd stiintifici bund. Citdm cateva dintre monografii, cu titlurile lor, anul
publicarii si editura:

e Die Approximationseigenschaft lokaler Ringe, in Lecture Notes in Mathematics, Nr. 634,
Springer, 1978;

e Inele henseliene gi proprietatea de aproximare a lui Artin (cu V. Nica), Ed. Univ.
Bucuresti, 1979;

e Elemente de teoria grupurilor finite (cu Constantin Vraciu), Ed. Stiintifici si Enciclope-
dica, 1986;
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e Criptografie, coduri, algoritmi (cu Catdtalin Gherghe), Ed. Univ. Bucuresti, 2005.

Prestatia didacticd a profesorului Dorin Popescu este unanim apreciati de studenti si de
colegi. Cursurile sale sunt moderne si contin idei de cercetare pentru auditoriu. $tim acest lucru
si din cursurile predate un semestru la facultatea noastra. Ultima monografie este, de altfel, scrisa
cu intentia ca studentii sd stie aplicatii ale algebrei comutative in criptografie.

De altfel, cu generozitate, Dorin Popescu a indrumat pasii spre cercetare multor tineri din
anturajul sdu, dandu-le idei matematice, urméarindu-le progresele, indemnandu-i sd lucreze. A creat
o adevirata scoald, care are o viati stiintifici vie, participiri la conferinte nationale si internationale
si care continud gcoala profesorilor sii Gh. Galburd si Nicolae Radu. Este un exigent conducdtor
de doctorate.

A fost un promotor al scolilor nationale de algebrd, pe care le-a organizat incepand cu 1985,
mai intai la Universitatea Al. I. Cuza din Iasi, impreun cu d-na Mirela Stefinescu (1985-1989), si
apoi la Universitatea Ovidius impreund cu doctoranda sa, d-na Viviana Ene, cu Mirela Stefdnescu
si cu alti colaboratori de la Facultatea de Matematicd si Informaticd a Universititii Bucuresti si
de la Institutul de Matematici al Academiei Roméane. Numdirim astizi peste 15 editii ale acestei
scoli, care functioneazi in primul rand datoritd entuziasmului profesorului Dorin Popescu.

Pentru noi, participarea la aceste scoli a profesorului D. Popescu, impreuni cu scoala sa
si cu unii dintre prietenii sdi din Germania si elevi ai acestora, le-a conferit acestora o calitate
deosebitd si o prestanta internationald.

Sentimentul datoriei fatd de comuni-
tatea matematici roméaneasci l-a ficut pe dl.
prof. Dorin Popescu sd accepte, din 2004,
presedintia Societdtii de Stiinte Matematice
din Romania. Prezenta sa acolo este deja re-
marcabild; publicatiile Societdtii au devenit
tot mai bune, filialele se intrec in initiative, QUOD BONUM, FELLX FAUSTUMQUE SIT
Societatea a redevenit tot mai mult un fac- SENATUS UNIVERSITATIS TOMITANAE

R . . L. OVIDIANAE
tor activ in dezvoltarea studiului matematicii .
N . - o . Rectore Egregio VICTORE CIUPINA,
in Romania, s-a reficut legdtura dintre scoala Professore Publico Ordinario,”
universitard gi cea preuniversitard de mate- Clarissimoque Decano GEORGIO BOSKOFF,

Professore Publico Ordinario,
celebrayit e, consensu sunimoque omutinm plausu,
decreuit ut ornatissimus doctissimusque wir

maticd.

Noi il vedem pe profesorul Dorin
Popescu d.e cateya 01} p.e an; a partlclpat. la DORINUS MICHAEL POPESCU
toate manifestirile stiintifice de algebra, fiind
mai intotdeauna intre organizatori, la sedinte Frofessor Publicis Ordinartus,

. . . Universitatis Bucurestiensis,
ale Filialei S.S.M.R. din Constanta, ne-a dat gui tot annis diligenters assiduamaue
sfaturi si ne-a ajutat. Il considerim un prie- in studiis mathematicis operam nauat
ten, un sfatuitor, un exemplu.
’ by > p . DOCTOR HONORIS CAUSA

Ii multumim pentru toate cu aceastd |
ocazie, suntem onorati ci a acceptat si declararetur.
primeascé titlul de Doctor Honoris Causa al In cutus rei fidem, hoc diploma sigille huius Universitatis signatum
Universitdtii Ovidius din Constanta, ceea ce
pentru noi inseamni ci ne pretuieste si crede
in viitorul si prezentul acestei universititi.

neenon subscriptum manu Rectoris eiusdem conscribendum censuit.

VICTOR CIUPINA 2t GEORGIUS BOSKOFF

| Egregius Redtor f %%\ Clarissimus Decanus
ezentul acestel e Ay
Martori astdzi ai unui moment de ex- i !

. . . . X Numeras CXVIIT {
ceptie, conferirea titlului de Doctor Honoris

Causa al universitdtii tomitane d-lui profesor
Dorin Popescu, il felicitim pentru primirea
acestui titlu, i urdm succese in continuare,
multa sdndtate gi putere de munca.

Cu ocazia mplinirii varstei de 60 de ani, ii urdm, din toatd inima ,La multi ani“, multe
bucurii si realiziri, domniei sale si familiei sale.

Prof. univ. Wladimir Georges Boskoff
Decanul Facultatii de Matematica
Universitatea Ovidius din Constanta
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Scoala de vara de Criptografie de la Vatra Dornei, 20-25 august 2006

Activitate matematica interesantd si ineditd prin continut, Scoala de Criptografie si Crip-
tologie a fost organizatd de cidtre facultitile de matematicd ale Universititii din Bucuresti gi Uni-
versitdtii Ovidius din Constanta.

Au participat cadre didactice si studenti de la universititile din Bucuresti, Cluj, Constanta,
Pitesti si Ploiesti, cercetdtori de la Institutul de Matematicd Simion Stoilow al Academiei Romane,
profesori din invitimantul preuniversitar.

Au sustinut expuneri: prof. univ. dr. Dorin Popescu, Universitatea din Bucuresti (,Intro-
ducere in teoria numerelor. Criptosisteme cu curbe eliptice), conf. univ. dr. Catalin Gheorghe,
Universitatea din Bucuresti (,,Criptosisteme cu cheie publicd. Criptosistemul DES, Criptografie
cuanticd®), lector. univ. dr. Cristina Flaut, Universitatea Ovidius din Constanta (,,Criptosisteme
clasice®, aplicatiile fiind sustinute de cdtre studentii constinteni Oana Apetrei, Sheila Ablamit, Ste-
fan Curcan, Alezandru Mizeranschi si Georgeta Pand), asistent univ. Silviu Vasile, Universitatea
din Bucuresti (,,Criptosistemul AES, Signaturi digitale®), studentii bucuregteni Rozana Iacobescu
(,Criptosistemul Knapsack®), Maria Popescu si ITuliana Viad (,Moduri de criptare bloc si functii
hash®).

Prezentate ,pe intelesul tuturor, expunerile s-au bucurat de o primire cidlduroasi, activi-
tatea urméand si se continue si in anii urmétori.

Mircea Trifu

DIN VIATA SOCIETATII

Academicianul Profesor Dimitrie D. Stancu la 80 de ani

Anul acesta academicianul profesor D. D. Stancu, seful scolii roméanesti de Analizd numerica
si Teoria aproximdrii, a implinit frumoasa varsti de 80 de ani.

Sarbitorit de cdtre Universitatea Babeg-Bolyai, unde este prezent din 1947, academicianul
D. D. Stancu iradiazd acelagi robust optimism gi aceeasi bucurie de viatd dintotdeauna; este si
bucuria realizarilor dintr-o munci de peste sase decenii pe taramul matematicii: realizari stiintifice
(in domenii pe care le vom prezenta pe scurt), precum si realiziri la catedrs, ca profesor la Facul-
tatea de Matematicd a Universitidtii Babeg-Bolyai si conducitor stiintific a peste 45 de doctoranzi —
roméani si striini — care au obtinut titlul stiintific de doctor in matematici sub indrumarea domniei
sale.

Ca o recunoagtere a contributiilor sale gtiintifice deosebite in matematici, profesorul uni-
versitar D. D. Stancu a fost distins cu titlul gtiintific Doctor Honoris Causa al Universititii Lucian
Blaga din Sibiu si al Universitatii de Nord din Baia Mare. Fiind membru de peste 30 de ani al
American Mathematical Society, i s-a acordat titlul de membru emerit al acestei societiti.

Academicianul D. D. Stancu s-a niscut la 11 februarie 1927 in comuna bandteand Cilacea.
Dupi absolvirea prestigiosului liceu ,Moise Nicoar#“ din Arad (unde invitaserd, cu circa 20 de
ani mali inainte, si valorosii matematicieni Tiberiu Popoviciu si Caius Iacob), in acei ani dificili
de dupi rdzboi, D. D. Stancu reuseste si treacd peste dificultiti materiale, iar in anul 1947 se
inscrie la Facultatea de Matematicd a Universititii Victor Babeg din Cluj. Aici resimte benefic
influenta maestrului siu Tiberiu Popoviciu, care observase imediat marele talent matematic si este
angajat preparator incd din anul al treilea de studii, pentru ca, imediat dupad dobandirea licentei,
in 1951, sd fie numit asistent, intai la Catedra de Mecanicd si Astronomie si ulterior la Catedra
de Analizi Matematicd (sef de catedrd — Tiberiu Popoviciu). Este admis la doctorat in 1952, pe
bazd de concurs, iar in 1956 sustine teza (finalizatd deja din 1955); conducdtor stiintific a fost
Tiberiu Popoviciu, iar din comisie au mai ficut parte Miron Nicolescu, Dumitru V. Ionescu si
Adolf Haimowici. In anul universitar 1961-1962 lucreazi, pe bazi de concurs, la Departamentul de
Analizi numerici al Universititii Wisconsin din oragul Madison (capitala statului Wisconsin, S.
U. A.), condus pe atunci de citre profesorul Preston C. Hammer. Acolo a cunoscut personal pe
matematicienii J. Favard, A. Ostrovski, I. J. Schoenberg, G. G. Lorentz, P. L. Butzer, A. Sharma,
L. Collatz, P. Davis, A. S. Householder, P. Davis, M. Urabe, N. Gastinel si altii. In Statele Unite
a mai prezentat lucrdri la intalnirile A. M. S. din oragele americane Milwakee, Chicago si New York.

Dupi intoarcerea din S.U.A., in 1962, este numit prodecan al Facultitii de Matematici
(fiind deja conferentiar din 1959) si sef al Catedrei de Calcul Numeric si Statistic, nou infiintate.
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in 1969 devine profesor. D. D. Stancu a condus Catedra de Calcul Numeric si Statistic, de la
infiintare, timp de peste 33 de ani, pani la pensionarea sa, din 1995.

Profesorul D. D. Stancu a tinut cursuri de Analizd numericd, Teoria aproximairii, Teoria
constructivd a functiilor, Teoria probabilitdtilor, Analizi matematici, iar la un moment dat, chiar
si de Aritmetica si Teoria numerelor, precum si Programarea automatd a masinilor de calcul.

Imbinand in mod fericit activitatea la catedrd si cea de cercetare, profesorul D. D. Stancu
a obtinut rezultate importante in toate compartimentele Analizei numerice si Teoriei aproximérii:
Teoria interpoldrii (unde a efectuat o reconsiderare profundi a formulelor de interpolare cu noduri
multiple de tip Hermite), Derivare numericd, Polinoame ortogonale (in special in legiturd cu for-
mulele de cuadraturd de tip Gauss), Cuadraturi si cubaturi numerice (unde a stabilit noi formule),
Dezvoltari Tayloriene. in domeniul aproximarii functiilor prin operatori liniari pozitivi, a definit un
operator de aproximare care astdzi ii poartd numele si care constituie o generalizare remarcabild a
operatorului lui S. Bernstein, legat de teorema de aproximare a lui Weierstrass. A stabilit si apro-
fundat in cazuri foarte generale metodele probabilistice de construire si investigare a operatorilor
de aproximare. A stabilit formule si reprezentiri pentru rest la numeroase formule de aproximare.
Are rezultate noi in teoria aproximirii spline si in utilizarea calculului cu diferente finite si a cal-
culului operatorial finit (calculul umbral) in construirea de operatori de aproximare. De asemenea,
are importante contributii in utilizarea calculului cu diferente finite in Teoria probabilititilor si
Statistica matematica.

De-a lungul anilor, profesorul universitar Dimitrie D. Stancu a t{inut numeroase conferinte
si a participat la numeroase evenimente stiingifice in Germania (Stuttgart, Hannovra, Hamburg,
Gottingen, Dortmund, Miinster, Siegen, Wiirzburg, Berlin, Oberwolfach), Italia (Roma, Neapole,
Potenza, L’Aquila), Marea Britanie (Lancaster, Durham), Ungaria (Budapesta), Franta (Paris),
Bulgaria (Sofia, Varna), Republica Ceh# (Brno).

Aceastd vastd activitate este concretizatd in peste 160 de lucrdri (ne referim in total, la
articole si cirti). O lucrare de mare importanti o constituie impun#torul tratat de Analizi numerici
si Teoria aproximairii, in trei volume, pentru care a angrenat in efortul de redactare cativa dintre
valorogii sidi colaboratori de la Catedra de Calcul numeric si statistic. Este tratatul roméanesc in
domeniu; el poartd amprenta academicianului D. D. Stancu.

Subliniem, fatd de cele ardtate, faptul ci lucrarile sale sunt citate de foarte multi autori,
iar peste 60 de articole de cercetare contin numele siu chiar in titlu.

Academicianul D. D. Stancu este, de multi ani, recenzent la ,Mathematical Reviews* si
la ,,Zentralblatt fiir Mathematik“. Cum spuneam si la inceput, este membru emerit al A. M. S.
Este redactor sef la ,Revue d’Analyse Numérique et de Théorie de I’Approximation®, publicatd
la Cluj-Napoca de Academia Roméani; se afli de multi ani in Editorial Board-ul revistei italiene
,Calcolo®, publicatd astdzi la Springer.

in anul 1968 a obtinut Premiul Ministerului Invitimantului pentru ansamblul lucririlor
sale de pand atunci din domeniul Analizei numerice si Teoriei aproximarii.

Dupi 1990 activitatea sa a continuat cu aceeasi intensitate si efervescentd. In 1996, pro-
fesorul D. D. Stancu a organizat in Cluj-Napoca ,International Conference on Approximation
Theory“ (ICAOR) cu o valoroasi participare internationald: peste 150 de matematicieni din 20
de tdri. A participat in 2000 la un simpozion international ,Trends in Approximation Theory*
dedicat profesorului L. Schumacker la Nashville (Tennessee, S. U. A.). Atunci a tinut conferinte la
mai multe universitdti americane: Ohio State University din Columbus (Ohio), Universitatea din
Carolina de Sud, din oragul Columbia gi Universitatea Columbia (ambele din Carolina de Sud),
Universitatea Vanderbilt din Nashville (Tennessee), Pace University din Pleasantville (Statul New
York). De asemenea, in mai 2002, Universitatea Babeg-Bolyai a organizat ,International Sym-
posium on Numerical Analysis and Approximation Theory“ dedicat aniversirii de 75 de ani a
academicianului D. D. Stancu. In iulie 2006 ,International Conference on Numerical Analysis® a
fost organizatd de Universitatea Babes-Bolyai. Cum era firesc, academicianul D. D. Stancu a fost
presedinte de onoare al Conferintei; au participat peste 60 de matematicieni din 12 tiri. Pentru
toate cele trei prestigioase reuniuni stiintifice clujene din 1996, 2002 si 2006, s-au publicat lucririle,
in conditii grafice excelente.

Cum spuneam la inceput, academicianul D. D. Stancu degaji o mare incredere in viata si
transmite interlocutorilor sii optimism gi indemnul de a lucra cu pasiune si a nu se ldsa impresionati
de dificultati. Dar o face cu aleasd discretie, blandete si fin humor. Orice convorbire cu domnia sa
constituie o bucurie si un prilej de reconfortare pentru interlocutor. A diruit cu generozitate idei
rodnice colaboratorilor sii, din care multi ii datoreazi pasi decisivi in cariera universitarda. Dar, tot
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atat de important si poate, nespus inci explicit, academicianul D. D. Stancu este un om de o rarad
bunitate sufleteascd. Exemplul si indemnul siu, de perfect echilibru sufletesc si cultivare a pasiunii
stiintifice este de o0 mare importantd pentru toti discipolii sii, toti fostii sii studenti, doctoranzi si
toti cei care au avut privilegiul de a-1 cunoaste.

La ceas aniversar, i adresim, din tot sufletul, alese uriri de sidnitate si fericire!

Andrei Vernescu

REVISTA REVISTELOR

Revista de Matematica din Galati

Domnul profesor Romeo Zamfir - unul din principalii animatori ai publicatiei - ne-a expediat
ultimul numar apirut al revistei gildtene (nr. 28/2007). Domnia sa ne-a trimis, cu aceastd ocazie,
si o scrisoare de trasurd pe care o reproducem mai jos, intrucat oferd o serie de detalii privitoare
la aparitia revistei.

Domnule Redactor Sef Dan Radu

Pe data de 08 ianuarie 2007 a apdrut numarul 28 al Revistei de Matematica din
Galati. Ultimele numere ale revistei din Galati au fost prezentate la rubrica ,,Revista
revistelor Reamintesc cd revista este editatd de catedra de matematicd a Colegiului
National Vasile Alecsandri din Galati gi primul numdr al revistei a apdrut in anul 1985.
Nucleul principal ol redactiei de la primul numdr, s-a pastrat pdnda in prezent (timp de 22
de ani) si acesta este format din profesorii Vasile Popa (redactor sef de primul numar),
Constantin Ursu, Marin Dolteanu, Emil Dumitrescu, Gheorghe Pddurariu $i Gheorghe
Tutulan (cu exceptia ultimului, toti sunt tncd in activitate la clasd). Nucleul principal,
ce asigurd aparitia revistei, a fost completat cu profesorii Mihai Dragos Totolici, Tuliana
Duma, Laura Marin si subsemnatul care au obt{inut titularizarea la Colegiul National
Vasile Alecsandri din Galati dupd anul 1990. Revista apare cu sprijinul tuturor profeso-
rilor de matematicd din Galati si nu numai, dar si cu ajutorul S.S.M.R., Filiala Galati,
pe baza unei foarte bune colaborari intre catedra de matematicd a CNVA gi SSMR, Filiala
Galati.

Tirajul revistei este 2350, iar 85% din reviste se difuzeazd contra cost in Galati,
10% se difuzeaza contra cost in alte judete (Arges, Brdila, Dolj, Vilcea, Déambovita,
Bacdu, Suceava) si 5% se distribuie gratuit pentru promovarea revistei.

Galati, 29 1anuarie 2007

Cu deosebita stimd gi consideratie,
prof. Romeo Zamfir

Din cuprinsul acestui numar vom mentiona titlul a doud interesante note matematice:
yPower product inequalities for the Gamma function “ (Z. Stroe), ,Proprietatea de densitate pe
axa reald (1. Duma).

De asemenea, este notabili si initiativa publicdrii unei diri de seami intitulatd ,,Din activi-
tatea Societitii de Stiinte Matematice din Roméania, Filiala Galati“ — datoratd profesorilor Cecilia

Solomon si Vasile Dumbrava din localitate.
Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

De la Baia Mare am primit vol. 17 (2007) al Lucririlor Seminarului de Creativitate mate-
maticd si Stiinte de calcul al Universitatii din localitate.

Desigur, fiind vorba de o revista de cercetare matematicd nu vom zdbovi asupra continutului
ei. Ne vom multumi a cita cateva titluri din cuprins, care ni s-au parut — firegte, din punct de vedere
subiectiv — mai interesante : ,Some primality and factoring tests“ (C. Flant), ,,Artin symbol of the
Kummer fields* (D. Savin), ,A direct finding of the supremum of sequences explained by a fixed
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point theorem and some new results in asymptotic analysis® (A. Vernescu), ,Minimal surfaces®
(J. Veckovd) etc.

Invitdm cititorii — in m&sura in care au posibilitatea — si ridsfoiasci aceastd interesantd
publicatie in care - suntem convingi — fiecare va gisi, datoritd paletei largi de preocupdri, cel putin
un material care si-i starneascd curiozitatea si apetitul stiintific.

Dan Radu

Revista de matematica a elevilor si profesorilor
din judetul Caras-Severin

Domnul Profesor Lucian Dragomir din Otelul Rosu, presedintelel Filialei Carag Severin a
S.S.M.R., ne-a expediat ultimul num#r apirut al revistei regitene (nr. 19 - an VIII-2007).

Revista insereazd cateva interesante materiale cu caracter teoretic din care vom cita:
»Reflectii cu privire la metodica rezolvirii problemelor (M. Sorescu), ,,Probleme de numirare pentru
elevii de gimnaziu®“ (A. Dragomir), ,,Teorema Hamilton-Cayley pentru matrici patratice de ordinul
doi“ (M. Monea), ,Probleme de coliniaritate* (V. Sdnefta), ,O generalizare a unei probleme dati la
examenul de bacalaureat” (R. Schean), ,Contraexemple in matematica elementara® (L. Dragomir).

De asemenea, revista contine si un scurt istoric al concursului interjudetean de matematicad
»Traian Lalescu“ (semnat de P. Susoi), precum si o prezentare a editiei a IT-a a concursului judetean
organizat de R.M.C.S. (ficutd de L. Dragomir si O. Badescu), insotitd de o listd a laureatilor acestui
concurs.

Dan Radu

Revista de Matematicd din Timigoara

Domnul Profesor ITon Dan Birchi — directorul publicatiei — ne-a expediat ultimul numér
apdrut al revistei de Matematicd din Timisoara (nr. 1/2007).

in acest numdr, binecunoscutii si vesnic activii profesori Dan Stefan Marinescu si Viorel
Cornea publici dous interesante note matematice intitulate, respectiv ,,in legdturd cu o problema
de la barajul din 2006“ si Lin legdturd cu o problemd de concurs®. O altd notd inseratd in revistd
poartd titlul ,,O generalizare a unor probleme din R.M.T.“ gi este semnatd de profesoriul Stefan
Sabau din Baia Mare.

Vom sublinia, din nou, cum am ficut-o in repetate randuri, bogétia si varietatea problemelor
propuse si rezolvate, a cdror calitate este atestatd de semndtura unor prestigiosi autori, vechi
colaboratori ai publicatiilor de specialitate. Tatd cativa dintre acegtia: Cristinel Mortici, Aurel
Dobosan, Gheorghe Szdlldsy, Dorel Mihet, Dan Sefan Marinescu, Viorel Cornea, Marius Olteanu,
Laurentiuv Panaitopol, Gheorghe Eckstein (redactorul sef al publicatiei), Liliana Niculescu etc.

Dan Radu

RECENZII

VASILE CHIRIAC, Matematica, fundamentele algebrei
si teoria numerelor. Idei si metode de rezolvare
Editura SIGMA, Bucuresti, 2007

Profesorul Vasile Chiriac este de mult un nume binecunoscut in publicistica matemati-
cd roméneascd destinatd invitimantului preuniversitar. El este autorul a numeroase volume, cu
precddere de algebrd, publicate de-a lungul timpului, precum si un fervent propunéitor de probleme
in diverse publicatii, in special al Gazetei Matematice.

Rod al unei lungi i laborioase munci — intinsd pe durata a trei ani - prezenta lucrare consti-
tuie o chintesentd a preocupdrilor autorului privitoare la fundamentarea si prezentarea riguroasi a
algebrei de liceu — si, intr-o oarecare masura a algebrei, in general scrisd cu multa acribie stiintifica
si talent pedagogic de o persoand cu o vastd experientd in domeniu.

Volumul este impdrtit in sase capitole, acoperind toatd materia de algebrd din liceu dupa
cum urmeaza :

Cap. I. Multimi numerice;

Cap. II. Functii. Relatii;

Cap. III. Progresii, combinatoricd. Sume;
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Cap. IV. Elemente de algebrd liniard;

Cap. V. Elemente de algebrad superioard - structuri algebrice;

Cap. VI. Sisteme speciale de ecuatii.

Fiecare capitol este impdartit in trei sectiuni: o parte teoreticid cu demonstratii urmate de
exemple, o a doua parte destinatd problemelor rezolvate si — in fine — o a treia parte dedicatd
problemelor propuse insotite de indicatii si rdspunsuri. Solutiile sunt — in general — detaliate,
uneori date prin mai multe metode. Ele au drept scop mai buna intelegere a materialului teoretic
prezentat anterior.

Volumul constituie un ghid eficace pentru elevii de liceu in pregatirea diverselor categorii de
examene §i concursuri, dar i un pretios material informativ pentru profesori, in vederea pregitirii
lectiilor curente. De asemenea, destul de multe dintre probleme pot sluji ca material introductiv
pentru studentii anilor intai de la facultitile unde matematica face obiect de studiu.

in concluzie, avem de-a face cu o lucrare interesant#, bine scrisd si ganditd, de un real
interes tuturor celor preocupati de matematica.

Dan Radu

ADRIAN C. ALBU, Elementele matematicii. O introducere
Editura GIL, Zalau, 2004

Odata cu aparitia geometriilor neeuclidiene si a teoriei multimilor, in partea a doua a sec.
al XIX-lea, problematica fundationald a matematicii capdtd noi aspecte, mai adanci, mai subtile,
afectand direct atat obiectele prime sgi de bazd ale matematicii cum ar fi numéir, punct, figurd
geometricd etc., cat (si) mai ales liantul acestora: logica si metodele de rationament (arhitectura
si structura matematicii). Asa se face ci la inceputul sec. al XX-lea apar cele trei mari curente
ale fundamentdrii matematicii: logicismul (Fregé, Rusell si Whitehead), formalismul (Hilbert) si
intuitionismul ( Brouwer, Poincaré si Weyl) in care sunt antrenati matematicieni, logicieni si filosofi,
fiind vorba de o crizd (de incredere) in templul certitudinii = matematica.

Optimismul lui Hilbert de a axiomatiza (formaliza) nu numai matematica ci si alte gtiinte
(unele cu puternice radicini in experiment) cum ar fi fizica, biologia etc., este temperat (pentru
moment) in 1931 de cele dou# teoreme ale lui Gddel, pentru ci, nu dupd mult timp, Hilbert impreun
cu elevul sdu P. Bernays, scriu lucrarea (o putem considera rdspunsul lor lui Gédel) ,,Grundlagen
de Mathematik“ (in 1934) si, de atunci, apare o preocupare constanti gi mai profundi a matema-
ticienilor fati de problemele de fundamentare. Ba, mai mult, in a doua jumitate a secolului al
XX-lea, multe universitdti introduc in programele lor cursuri de Fundamentele matematicii. Apar
o serie de lucrdri pe aceastd temd; celebra gcoald polonezd (dintre cele doud rizboaie mondiale)
care s-a ocupat de fundamentele matematicii a avut revista ,Fundamenta mathematicae“ la care
a colaborat si Moisil. Scoala roméaneascd de matematicd a promovat, incd de la inceput, ideea
introducerii unor cursuri de fundamentele matematicii in pregdtirea studentilor de la facultatile
de matematici de pe langd marile universitdti. Primele astfel de cursuri au fost predate de repu-
tati matematicieni ca: D. Barbilian, Gr. Moisil, R. Miron etc. Au apirut chiar si cateva carti
(manuale) cu titlul ,Fundamente de Matematicd* (G. Sdmboan, I. Waisman, A. Albu etc.) sau
yFundamentele aritmeticii gi geometriei“ (autori R. Miron si D. Brdnzei), nemaivorbind de celebra
lucrare a lui O. Becker ,Fundamentele matematicii (tradusd din limba germani, in 1968).

Tatd-ne, acum, in prezenta unei noi lucrdri pe tema Fundamentele matematicii scrisd de
distinsul profesor gi matematician Adrian C. Albu de la Universitatea de Vest din Timisoara.
Lucrarea este structuratd in trei parti si sase capitole dupd cum urmeazi:

Partea I: Probleme ale fundamentelor logicii si sistemelor aziomatice (Notiuni de logicd
matematicd naiva: logica propozitiilor, logica predicatelor si aplicatii; Sisteme axiomatice cu note
si cu o anex3d referitoare la Sisteme formale).

Partea II: Probleme ale fundamentelor aritmeticii i ale teoriei multimilor (Fundamentele
aritmeticii: sistemul axiomatic al lui Peano si multimi numerice; Probleme ale fundamentelor
teoriei multimilor: numere cardinale si ordinale; Trei anexe: multimi vagi, analizd nestandard si
fundamentele teoriei categoriilor).

Partea III: Probleme ale fundamentelor geometriei (Sistemele axiomatice ale lui Hilbert,
Birkhoff si Weyl pentru geometria euclidiani si sistemul axiomatic al lui Lobacevski-Bolyai pentru
geometria hiperbolicd; urmeazi o anexi care cuprinde in detaliu Programul de la Erlangen).

Dupé cum se observi din continutul celor trei parti ale lucrarii, autorul trateazd problemele
de bazid ale Fundamentelor matematicii in mod metodic: mai intai o prezentare a elementelor de
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bazd ale logicii matematice si a unui sistem axiomatic, apoi se apleacd temeinic asupra problemelor
fundamentelor aritmeticii, teoriei multimilor i geometriei. De subliniat c& fiecare capitol se incheie
cu frumoase exemple si exercitii, ceea ce face din lucrare un veritabil manual dupi care se poate
invita si preda. Notele, comentariile, aspectele metodice si interpretirile pe care autorul le dezvoltd
cu grija i precizie fac din lucrare unealtd indispensabild pentru profesorii de matematica indiferent
la ce nivel o predau si de aceea o recomanddm cu toatd caldura.

Miron Oprea

THOMAS CSINTA, ION OTARASANU, Probleme de matematici —
cu solutii si comentarii — vol. V, Editura GIL, Zalau, 2004,
vol. 7, Editura ROTECH PRO, Bucuresti, 2004

Ambele volume pe care le prezentam, apar sub sigla ,Consultanta universitard franco-
romand de pe langd Scolile Superioare Franceze de inalte Studii.“

inainte de a prezenta continutul acestor dousi volume de probleme de matematics (din cele
14 volume publicate), voi cita din ,,Cuvantul inainte* al distinsului matematician care este profesorul
Constantin Ndstisescu, membru corespondent al Academiei Romane: ,in contextul actual, cand
Romaénia face eforturi de integrare deplind in marea familie europeani, 1) initiativa unor colabor#ri
gi in domeniul invitimantului preuniversitar gi universitar este bine venit#*. in continuare, tot
domnia sa spune: ,Lucrarea de fatd se vrea o dovadd a universalititii limbajului matematic, a
faptului ci matematica este un spatiu spiritual in care se pot intilni oameni ce provin din culturi
diferite ... Intr-o Europ uniti, tanirul care a beneficiat de o formare bazati pe standarde comune
va beneficia de libertate de miscare si isi va diversifica optiunile® 2)

in volumul 5 se prezinti subiectele de matematici propuse pentru Concursul de admitere la
grupul ENT (al Scolilor Superioare Franceze de inalte Studii Ingineresti), care recruteazi studenti
prin concurs in scris, cu durata de 2 1/2 ore. Subiectele sunt tip grild, cu raspunsuri adecvate si
traditionale, incepand din 2002.

Ciclul pregatitor pentru inginerie, organizat cu durata de 2 ani dupd bacalaureat, este
accesibil unei elite, care in medie reprezinti circa 6% din absolventii de liceu. Dupi acesti doi ani
se trece la ciclul de inginerie propriu-zisd, cu o duratd de 3 ani, totalizand in final 5 ani. Existd
si scoli unde acceptarea la concurs a candidatilor se face pe baza diplomei de bacalaureat, cursul
pregititor fiind de 1 an si cel ulterior de 4 ani. (Aceste scoli apartin grupului ENI ce cuprinde
4 scoli de inginerie independente, publice, cu concurs comun de admitere). Astfel sunt: Scoala
Nationald de Inginerie (tehnic# si tehnologie de automatiziri, robotici si sisteme industriale, stiinta
si tehnologia materialelor), Scoala Nationald din Metz (informaticd industriald, electronici), Scoala
Nationald de inginerie din St. Etienne (mecanici, lucriri publice, constructii civile si industriale),
Scoala Natgionald de inginerie din Brest (mecanicd, informatica si electronicd industriald).

Concursul de admitere se desfigoard de reguld numai la matematici, fizicd sau chimie, iar
la unele profile se mai sustine si la tehnologie mecanica, electronica si electrotehnicd si, eventual,
la o limba de circulatie internationald — englezd, spaniold, italiand, germand, rusd sau japonezi.
Mai trebuie remarcat cd in invdtdmantul francez, in comparatie cu cel romanesc, programa de
matematicad este mult mai restransi, in primul rand deoarece ciclul secundar — liceal — francez se
desfigoard pe durata a trei ani, iar in al doilea rand, pentru ci invitimantul preuniversitar francez
este structural-formativ.

in continuare, autorii fac si unele referiri la programa analitick din invitimantul francez, in
comparatie cu cel roménesc, lucru ce ar trebui cunoscut de elevii roméani. Consultanta universitara
franco-romind (CUFR) se ocupd in principal de informarea, orientarea si pregitirea elevilor cu
diploma de bacalaureat roménesc, dar sgi a studentilor din diferiti ani, pentru concursurile de
admitere in reteaua gcolilor superioare franceze, de inalte studii (Grands Ecoles), cu profil stiintific,
ingineresc, economic si altele. CUFR, in egald mdasurd, urmareste si realizarea unei convergente
intre sistemele educative francez si roméan, in perspectiva integrarii Roméaniei in structurile Uniunii
Europene, asigurand candidatilor romani aceleasi sanse de reusitd pe piata muncii ca si colegilor
francezi.

1) Cele prezentate sunt publicate in anul 2004 inainte de intrarea Romaniei in Uniunea Euro-
peand. (N.A.)
2) Din ,,Cuvant inainte®, vol. 7, pag. 5 (N.A.).
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in volumul sapte sunt prezentate enunturile problemelor propuse la concursurile de ad-
mitere In grupul de sgcoli de inginerie (federatia scolilor superioare de inginerie si cadre de inaltd
responsabilitate in gtiinta si tehnologia de varf, pe scurt FESIC). Timpul de lucru este tot de 2 1/2
ore, durata studiilor fiind asemané&toare cu cele prezentate pe larg in volumul al cincilea — ENT.

in continuare vom prezenta trei probleme din volumul al cincilea:!)

I. Fie spatiul organizat cu un reper ortonormat si P un plan din spaliv ce trece prin
punctele A(2,—1,3), B(3,0,4) si C(1,1,4). Fie D(—1,3,a), a € R. Atunci valoarea lui a pentru

care D apartine planului P (D € P) este:

) 6 b) 5 ) 14 d) 40 ) 14
a = —6; =—; C = — = —: e = .
a ; a=; a= -5 a= a

I1. Fie functia definitd pe R prin relatia

x
t2+1
Flz)= | ——————dt
@) /(t3+3t+2)2
0

Atunci limita lui F in punctul x = oo este:
. 1 . . 1
a) lim F(z)=——; b) lim F(z)=0; c) lim F(z)= —;

1
d) lim F(z)= —; e) lim F(x) = oo.
T—00 2 T—00
II1. Cdte cuvinte diferite din 6 litere, care incep cu o consoand §i se termind cu o vocald

putem forma folosind literele cuvdntului ,,CASINO“?
a) 360; b) 108; «c) 72; d) 144; e) 216.

Tatd, de asemenea, trei probleme inserate in volumul al saptelea:
e

I. Fiene N* gi I, = /(lna:)”dx.
1

1. a) Ardtati cd sirul (In)nen+ este crescator pe intervalul [1,e€].

b) Calculati I;.

c) Determinati o relatie de recurentd intre In i Iny1.

2. Ardtati ca (In)nen+ este marginit si determinati limita sa.

I1. in planul compler cu originea O, se considerd punctul M, al cdrui afiz are modulul 1
st argumentul 51 Vom nota cu r rotatia de centru O gi unghi g si cu h omotetia de centru O gi

raport —3. Decideli:
2) ( 51 +isi 57r>6 1
cos — +isin— | = —1;
6 6
31
b) imaginea lui M prin rotatia r este punctul M %, > ;
c) imaginea lui M prin omotetia h este punctul Mo, al cirui afiz are modulul —3 si argu-
5
mentul —ﬂ;

d) r3(M) = (r -7 - 7)(M) este punctul Ms, simetricul lui M in raport cu O.

II1. Se dau ecuatiile diferentiale:
(E): o'+ —y=0;  (B): '+ —y=0
’ 16 ' ’ 16 '
Decideti:
a) singura solutie comund a celor doud ecuatii este functia nuld;
b) solutiile ecuatiei (E) sunt functii definite pe R prin f(z) = Acos % + Bsin z, unde A
st B sunt reale, arbitrare;
c) solutiile ecuatiei (E) sunt periodice cu perioada 4,
d) ecuatia (E) admite o singurd solutie care verifici conditiile y(0) = /2 si y'(0) = —v/2
$t anume functia g definitd pe R, prin g(z) = \/icosg —V/2sin g

1) O lucrare de concurs contine, evident, mai multe probleme (N.A))
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Am prezentat aceste probleme pentru a ne face o idee asupra tipurilor de subiecte care se
dau la admitere in ciclul al II-lea al invatdmantului tehnic sau economic francez.

in incheiere, ne permitem si facem unele observatii astizi cand Roménia este membru al
Uniunii Europene. Considerdm cd marile colegii liceale ar trebui sa aiba in biblioteca aceste culegeri
de probleme, pentru ca elevii si poatd si se informeze asupra programei — ea fiind prezentatd, in
mare, in prefata culegerilor — gi a tipurilor de probleme care au fost date la concursurile din Franta,
de care poate si ei sunt interesati. In alti ordine de idei si comisia de elaborare a programei analitice
pentru invitdmantul liceal ar trebui sd tind seama de programa franceza — si nu numai — astfel incat
elevii nogtri si nu fie vitregiti prin absenta unor capitole pe care nu le abordeazi la clasi.

Vom mai preciza cd, incepand cu anul gcolar 2004-2005, CUFR publicd in perioada septem-
brie-octombrie, problemele de matematica si fizicd cu solutii si comentarii, propuse in anul curent,
la concursurile de admitere. Pentru informarea mai concretd a celor interesati, vom da adresa unuia
dinte autori: prof. Ion Otdrdsanu, Colegiul National Economic A. D. Xenopol, Bucuresti.

Grigore Banescu

POSTA REDACTIEI

Marius Olteanu — S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior“ din
Ramnicu-Valcea. Am primit articolul dumneavoastrd cu titlul ,Noi rafindri ale inegalitatii lui
Durrande in tetraedru“ precum si cele trei probleme propuse. Le vom supune atentiei Comitetului
de Redactie.

Adrian Reisner — Centrul de calcul E. N. S. T. din Paris, Franta. Articolul dumneavoastrs
cu titlul ,Asupra comutantului unui endomorfism (al unei matrice p#tratice)* a fost primit la
redactie. Comitetul Redactional va decide asupra oportunititii publicarii lui.

Gheorghe Costovici — Catedra de Matematicd a Universitdtii Gh. Asachi din Tagi. Am
primit materialul dumneavoastra intitulat ,,Unii monoizi izomorfi“. Comitetul Redactional va hotdri
in ce masurd el este publicabil.

Szasz Rébert — Str. Rovinari, bl. 32/B114, Targu Mures. Problema propusd de dumnea-
voastrd se afli in atentia Colegiului Redactional.

Dan Radu
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