Bull. Math. Soc. Sci. Math. Roumanie
Tome 50(98) No. 2, 2007, 139-147

Application de la méthode de Baker 4 la méthode de
Dandelin-Graeffe
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Abstract

Une méthode ancienne de calcul approché des racines dominantes d’un
polynéme est celle de Dandelin-Graeffe. Classiquement, on ne démontre la
convergence de cette méthode que s’il n’y a qu’une racine dominante. Nous
montrons ici que les résultats théoriques de la méthode de Baker impliquent
la convergence sous des hypothéses plus faibles.
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1 Introduction

Pour calculer les valeurs approchés des racines d’un polynome, il existe des mé-
thodes itératives trés anciennes comme celle de Bernoulli et celle de Dandelin-
Graeffe. On peut montrer, grace au théoréme élémentaire de Dirichlet sur ’appro-
ximation rationnelle simultané ([4]), la convergence de la méthode de Bernoulli
mais pas celle de Graeffe. En effet, dans le cas de la méthode de Bernoulli,
on parcourt tous les termes d’une certaine suite récurrente linéaire et grice au
théoréme de Dirichlet, on sait que certains d’entre eux sont “bons”. Par contre, la
méthode de Graeffe est 'analogue de la méthode de Bernoulli mais, cette fois, on
ne parcourt que les termes dont les indices sont des puissances de deux et, pour
de tels indices, ni le théoréme de Dirichlet, ni ’algébre linéaire ne peuvent étre
appliqués. La seule méthode possible est celle de Baker.

2 Les méthodes classiques de calcul approché de la racine dominante

Théoréme 1 (Bernoulli). On se donne un polynéme P admettant d racines
Z1,.-.,2d, qui sont simples, soit
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P(X)=apX%4+a; X4 +--- 4 ay. (1)

En résolvant l’équation aux différences agx, + a1Zp—1 + - + agxpn—q = 0 de
polynéme caractéristique (1), la solution générale {x,} doit étre sous la forme

Tp = C127 + C22y + -+ +cq2y, avec ¢1,...,¢4 constantes. (2)

Etant donné des valeurs arbitraires o, x_1,..., T_g+1, on construit la suite
{zn} a partir de la relation de récurrence
A1 Tp—1 + a2Tp—2 + -+ AgTp—gd

Tn = , n=12....
ao

La suite {g,} définie par

Tn41
n = ——
Tn

converge vers la racine dominante de P, pourvu que les deux conditions suivantes
soient vérifiés :
e il y a une seule racine dominante,

e les valeurs initiales sont telles que dans la relation (2) on a ¢ # 0.

Par ailleurs, en utilisant la méthode de Dandelin-Graeffe, on aboutit presque
au méme résultat avec des hypothéses “voisines”.

Théoréme 2 (Dandelin-Graeffe). On construit le polynome Py dont les racines
sont les carrés des racines d’un certain polynéme P donné admettant n racines
21, 22, -oey Zn. Sans nuire o la généralité, on suppose le polyndéme unitaire (i.e de
coefficient dominant 1), soit

P(z)=2"4+a;2" ' + - +ap,
(voir [7]). On construit ensuite le polyndme Pa dont les racines sont les carrés
des racines de Py et ainsi de suite. De maniére récursive, on construit Py, dont
les racines sont les carrés des racines de Py_, et donc les puissances 25¢™e5 de

celles de P.
Si on fait Uhypothése que les racines de P € C[X] vérifient

|21 > [z2] 2 -+ > |2nl.
Si on note Py(z) = 2" + agk)z"’1 et a%k), on a alors

9=k
‘agk)‘ — |z1| lorsque k — oc.
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3 A propos des suites récurrentes linéaires

Considérons un polynéme P & coefficients complexes de degré d de racines a;,
i=1,..d.

Théoréme 3 (Théoréme Général). Soit u = (uy,), une suite récurrente
linéaire associé 6 P. Alors il existe I C {1,...,d} et des polynémes R; tels que

Up = ZRi(n)a?, ot |oa| 2 |al, 1> 1.
i

Corollaire 1. On a
lin sup [un[1/" < [au].

Proposition 1. Soit u®) = (upyy) 0 < k <d, ot (up)nen est une suite

n>0’
récurrente linéaire associé a P. Les suites u'®) engendrent lespace S des suites
récurrentes linéaires associés a P si et seulement si

Uo Ui - Ud-1
ul u2 e ud
#0.
Ug—1 Ug -+ U2d—2
Démonstration: Assez facile (voir [5]). O

Corollaire 2. L’ensemble des suites v'*) = (vn+k)n>0, 0<k<d, ot (Un)nen

est une suite récurrente linéaire associé a P définie par
Vg = V1 :"'Z’Ud_QZO, Vd—1 =].,
forme une base de S.

Démonstration: Le déterminant correspondant aux d premiéres valeurs de v,
est +1. g

Lémma 1. Si s = (s,) ett = (t,) sont deux suites récurrentes linéaires associés
a P et, les suites tF) = (t"+k)neN’ 0 < k < d, engendrent S, alors il existe une
constante positive C telle que

|sn| < C max {|tn|, [tnt1]s---) [tnyra-1]}, YneN
Remarque 1. La preuve de ce lemme se trouve dans [5] (c’est le corollaire 2).

Ce qui nous méne & la proposition suivante.



142 Diouf Ismaila

Proposition 2. Sia € C est une racine de P et (t,) une suite récurrente linéaire
telle que tF) = (tntk), 5, engendrent Uespace vectoriel S, alors on a

lo|" < € max{|tal, ltustl,- - [tnsa 1]}, YnmeEN,
pour une certaine constante positive C'.

Démonstration: Cette proposition n’est rien d’autre que la proposition 4 de
[5]. On y trouvera la preuve. O

4 Application du théoréme de DIRICHLET au théoréme de BERNOULLI

Théoréme 4. [Dirichlet] Soit x, = a} +---+af + oy +---+aj, ot a1, as,
...,aq sont des nombres complexes vérifiant:

laa| = --- = || > [arya| 2 --- 2 |aa|-

1l existe une infinité d’entiers n € N, tels que
r
2v/2

Remarque 2. Ce théoréme correspond au Théoréme 1.3 de [4]. Nous ne repren-
drons pas ici la démonstration de ce théoréme.

|zn| 2 c—=len|™

Proposition 3. Avec les notations du théoréme de Bernoulli, on a :

1
|xn| 2 |zl|n:
2\/§

pour une infinité d’entiers n. On a aussi la convergence de la | lim sup xn|1/ n
lim sup |2,/ = |21].

Démonstration: L’inégalité est une application directe du théoréme 4.
Pour ce qui est de la convergence, c’est une conséquence de cette inégalité et du
corollaire du Théoréme général précédent. a

Mieux, on a la convergence grace au théoréme suivant.

Théoréme 5. Soit x, = 21 + 25 + --- + 2}, 0¥ 21, ...,zq sont des nombres
complezes distincts tels que

[21] 2 2] 2 -+ > |2al-

Alors on a
. 1
21| = lim (max {|zal, [Zas1]; - [Taraa [}

Démonstration: Facile. O
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5 La méthode de Baker

5.0.1 Minoration du terme général d’une récurrence linéaire

Théoréme 6. Soit U une suite récurrente a valeurs entiéres telle que le polyndome
caractéristique P associé posséde au plus 3 racines de module maximal et que ces
racines ay,...,qq (I < 3) soient simples. Alors, il existe des constantes effectives
C1,C5,C5 telles que si,

Un = Riof + -+ + Riof' + Ripi(n)agy, + -+ + Re(n)og!,
avec Ry, ..., Ry constantes, et
U, = Riaof +---+ R,

on ait
|Un| > Cilog|"n= si U #0 et n>Cs.

Démonstration: D’aprés les hypothéses, il existe A positif tel que ’on ait
Un = U, + O(Jaa|"e™*™).

11 suffit donc de démontrer I’existence des constantes effectives Cf, Cj, C§ telles
que

(U), #0) = (U,'1 > Cloy|™n %2 si on> Cé) .
On supposera R; # 0.
e Si R2 = R3 = 0,

U, = Ria} + Raal + Rzaf = Rial, cas trivial.

e Pour simplifier et mieux voir ce qui se passe, supposons d’abord que [ = 2,
U;b = .RlO/l1 + RQO&S avec R; = RQ, oy = Q1.
En utilisant la notation exponentielle, on peut écrire:
R1 = |R1|ei9, o] = |a1|ei“".
Par suite, on a:
Ul = |Ri|e” |ai|" ™ + |Ri|e ™ |y " e ™.

D’ou
U, =2|Ria}|cos(8 +ny), 6, ¢ €]—m,m]

or, cos(f + nyp) petit < 6 + np — kw/2 petit pour un certain k € Z.
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On sait que cos(d + ny) = sin(d + ny + 7/2). On sait aussi que

| sin(z)| > 5 pour |z|< 7/4,

Donc, il convient de distinguer deux cas:
1" cas: |0 +np—7/2| > 7/4 mod 7/2 alors

sin (6 + ny — k7 /2)| >

“|%

2¢me cas: |0+ np — /2| < 7/4 mod 7/2 alors
1 ™
|cos( + ny)| > B 0+ np — k§ .

En appliquant la méthode de Baker & la forme linéaire de logarithmes i6 +
ing — ikm /2, on obtient

|0 +np — kn/2| > Cin~ 2,

ce qui implique
1
Unl 2 2|Riaf| 50171_02 = C1]as|"n=.

Si I = 3, quitte & diviser par |as|™, on peut se ramener & 'étude d’une
expression du type B
UTIl = Rla{‘ + Rlc_l? + R3;

avec Ry, ay algébriques, Ry # 0, |a1| = 1, R3 = 0 ou 1. 1l est clair qu'il
suffit de considérer le cas Rs < 2|R;|. Posons alors

Up = |Rile®, a1 =e", Rs|Ri|™" = —2cosy;
oub, p,p €] —mm. Ona

UL — |R1|ei9eintp + |R1|e—i9e—in¢: _ 2|R1|COS’[/)
= 2|Ry| (cos(f + np) — cos )
= 4|Ry| (Sin0+n¢_¢sin6+m‘0+w) .

2 2

D’ou

|UTIL| = 4|R1| sin

0+np—1 . 0+ng0+¢‘
2 sin 2 .

— Si ¢ = 0, cette méthode se raméne au cas présent. En effet minorer
sin? revient & minorer |sin |.
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— Si 4 # 0 alors
sin(@ + ny + ey) petit < 0+ np + ey + mr petit, (¢ = 1),
pour un certain entier m. Puisque

6
| sin(@ + ny + ey + mm)| > | +m’0+26¢+m7r|

lorsque |0 + ny + ey + mm| < 7/4, on se retrouve dans 1’étude de cas
faite pour I = 2.

O

Sous des conditions plus générales, on obtient encore une minoration effective du
terme général Uy, donné dans le théoréme suivant (voir [3]):

Théoréme 7. Supposons toujours | < 3, mais avec des racines éventuellement
. . .. QG . .
maultiples. Supposons de plus qu’au moins une des quantités — avec1 <i < j <1

o

j
ne soit pas racine de lunité Alors il existe des nombres C; > 0 et Co > 0
calculables dépendant uniquement de la suite U tels que

|Un| > |ea|™ exp (—C1 (logm)?) (3)
dés que n > Cs.

Démonstration: Voir [3]. ]

Théoréme 8. Sous les hypothéses (arithmétiques) du théoréme 7, on a
lim U, Y™ = | .
n—o0

et cela sans aucune autre hypothése.

Démonstration: Triviale. O

6 Application i la méthode de Dandelin-Graeffe

Du théoréme 7 résulte

Théoréme 9. Considérons un polynéme P avec les notations du théoréme de
Dandelin-Graeffe énoncé précédemment. Sous les conditions du théoréme 7, la
méthode de Dandelin-Graeffe appliqué o P converge et on a
9=k

lim ‘agk)‘ = |21].

k—o0
Remarque 3. Il est important de noter que les hypothéses “arithmétiques” util-
is€s ci-dessus ne peuwvent étre supprimés. Si elles ne sont pas vérifiés, on peut con-
struire des suites pour lesquelles le résultat précédent est foux, l’idé est d’utiliser
des nombres transcendants de Liouville convenables.



146 Diouf Ismaila

7 Expériences numériques

Bien que le théoréme précédent ait un caractére beaucoup plus théorique que
pratique, nous donnons ici quelques exemples numériques. La raison principale est
la suivante : les estimations sur les formes linéaires de logarithmes font & ce jour
apparaitre des constantes astronomiques, mais sur des exemples le comportement
effectif est bien meilleur que ce que donne la théorie, comme nous allons le voir
dans les calculs qui suivent.

Exemple 1. Considérons le polynome P de degré 5 suivant admettant deuz
racines de module mazimal (cette valeur étant égale  2):

P(z) = 2° + 2* + 323 + 52% — 4z + 4.

A laide de Maple, on construit les polynomes Py décrits dans le théoréeme de

Dandelin-Graeffe. Puis on détermine le coefficient agk) afin d’obtenir une ap-
prozimation du module de la plus grande racine |z1|. Regroupons les résultats

dans le tableau ci-dessous.

L+ af" [ ]
5 8884229123 2.045946944
6 | 36980097418395553795 | 2.021852646
7 | 680572235[...]32556803 | 2.010859975
8 | 231584178]...]42504963 | 2.005422550

En fait,
P(z) = (x + 2i)(z — 2i)(z + 1.839)(x — 0.420 + 0.6067) (z — 0.420 — 0.606¢).

On observe une convergence tardive et lente, on ne gagne qu’un bit 4 chaque
itération. Remarquons que ce n’est pas le cas pour une racine dominante simple.

Exemple 2. On considére ici le polynome Q de degré 7 suivant possédant trois
racines de module mazimal (cette valeur mazimale étant 3):

Q(z) := 27 — 22°% + 52° — 142" — 402® + 392% — 36z + 27.

On obtient ainsi le tableau suivant

A af? T
5 5559061885623618 3.104783324
6 | 1030105146]...]2801961474 | 3.051941989
7 | 3537055373[...]3701378562 | 3.025859542
8 | 4170253571]...]1284624898 | 3.012902027
9 | 5797004949]...]7250061314 | 3.006444093

Ici aussi, la convergence est lente, plus lente que dans l’exemple précédent. Cela
est di au fait qu’il y a trois racines de module mazimal et un degré plus élevé
(7). On gagne environ un bit aprés 3 itérations.
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