Este sau nu necesara verificarea?

Andrei, baiatul vecinei, a venit intr-o zi s ma intrebe daci a rezolvat
corect o problema. Iat-o:

Gasiti functiile f : R — R cu proprietatea 2f(z) + f(5 — z) = 3z + 2
pentru orice x € R.

Solutia lui Andrei:

2f(x) + f(5—x) =3z +2
2f(5—z)+ f(x) = 3(5 — z) + 2, deci

{ 2f(z) + f(b—x) =3z +2
flz)+2f(b—x)=17—-3x
13

Rezolvam sistemul si obtinem f(z) = 3z — 3 O

Este oare in regula solutia lui Andrei?

Desigur, nu!

Pe langa aspectul neexplicit al rezolvarii (aspect generat de lipsa celor
cateva cuvinte care sa faca solutia clara atat pentru autorul ei cat gi pentru
cititor), in aceasta solutie este omisa verificarea faptului ca functia obtinuta
are intr-adevar proprietatea din enunt.

Andrei a fost sceptic la auzul acestui comentariu, replicind ca este
evident In urma calculelor ca functia obtinuta de el va verifica relatia data
si ca nu considerd ca e cazul sd mai faca vreo verificare. A revenit insa la
sentimente mai bune dupa ce si-a indreptat atentia catre urmatorul exemplu:

Determinati functiile f : [0, +00) — [0,400) cu proprietatea f2(z) —
f@)f(y) + F(y) = :ETW pentru orice z,y € [0, 400).

Familiarizat probabil de la gscoala cu tehnicile calculatorii care pot transa
astfel de probleme, Andrei a facut iute x = y in relatia data, obtinand f2(z) =
z, de unde, tinand cont de f(z) > 0, a dedus ca f(z) = /z. Considera ca a

terminat problema, dar, observand la indemnul meu ci v/0 L VOV1+ ﬁz =

1 0+1
1 # e %, deci cad f(z) = /x nu are proprietatea datd, a cazut pe
ganduri.

- Ce facem acum? m-a Intrebat el.
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- Ne gandim putin la ce am facut pana acum. Atunci cand ai inceput
sa scrii acele relatii, tu ai considerat in mod tacit ca EXISTA functii cu
proprietatea din enunt. Ar fi fost mai util sa faci In mod explicit aceasta
precizare (acestea ar fi unele dintre cuvintele de care vorbeam adineauri ca ar
fi bine sa apara 1n solutie). Cu aceasta presupunere, abordarea ta calculatorie
te-a dus la concluzia ca f : [0,+00) — [0,+00), f(x) = /x este singura
functie care ARE SANSE sa verifice conditia din enunt. Cum insa ai aratat
ca ea de fapt nu verificd aceasta conditie...

- Inseamni c& nu existi functii cu proprietatea data!

- Corect! Atrag atentia asupra faptului ca, desi verificarea pare o simpla
formalitate, lucrurile nu stau chiar aga. De fapt, atunci cand noi raspundem
la cerinta unei astfel de probleme facem o afirmatie de tipul urmator: ,,0
functie f are proprietatea data in enunt daca si numai daca f apartine unei
anumite multimi (de functii!). Din aceasta perspectiva, o solutie de forma
celei prezentate de tine (fara verificare) inseamna, de fapt, rezolvarea pro-
blemei doar pe jumatate. Mai mult, la un test grila in care ar aparea varianta
propusa de mine, probabil ca ai lua zero, deoarece ai bifa raspunsul gresit.
Concluzie?

- Trebuie sa facem verificarea!

- Bine! Vrei, te rog, sa rescrii solutia la problema initiala, ,,punand
cuvinte” si facand verificarea?

Dupa cateva ,,negocieri” in legatura cu cuvintele care e bine sa fie scrise
in solutie, Andrei a adus solutia la o forma corecta si, in plus, mult mai clar
prezentata:

Solutie: Presupunem ca exista functii cu proprietatea data. Fie x € R.
Conform relatiei din enunt,

2f(z)+ f(b—x) =3z + 2.
Aplicand relatia data si pentru numaérul real 5 — x, obtinem
2f(b—x)+ f(x) =305 —=z) + 2.
Am obtinut prin urmare sistemul de ecuatii

{ 2f(z)+ f(5—2) =3z +2
flz)+2f(5b—x)=17 — 3.
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Rezolvand acest sistem, obtinem f(z) = 3z — 3 Prin urmare, singura

functie care poate verifica proprietatea din enunt este f : R — R, f(x) =

13
3y — =2
T3



Pentru aceasta functie f si x € R arbitrar avem:

2f(:v)+f(5—:):)—2<3x—1;)—1—3(5—@—133—3%—1—2,

deci f are intr-adevar proprietatea din enunt. Conform celor de mai sus, ea
este gi singura cu aceasta proprietate. O
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